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Motivagio

Exemplo de Rao (tetranomial)

m Considere o exemplo descrito em Rao (1965, pp. 368-369), em que
197 animais sdo distribuidos multinomialmente em 4 categorias. Os

dados observados consistem em

y = (y13y27.y37y4) = (1257 18720734)

m Se Y ~ Multonomial,_1(m, 01,0, ...,0,_1), entdo

ml p—1 p—1 mfz;lil
- (1= 0
H, Syl (m =20 y)! (H )( 2_2 )

- m—1
H Lo, (V) L0, (D ¥4)
i=1 i=1
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f(y:0) =



Cont.

m Neste caso, tem-se o interesse em se ajuster o seguinte modelo

genético: )
1 11 1
(2+49,4(1—9)74(1—9),4)

m Assim, tem-se que (y; = 197 — y1 — y» — y3) :

it+y2+ys+ya) (1 1 "1 ”
fly: 1—
;) yilyslyslys! 2 49 4 ( %)

(o) (3

m Exercicio: desenvolver e implementar o algoritmo Escore de

Fisher para estimar ¢, bem como implementar o TRV para

testar a valdade do modelo proposto.
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Cont.

m Para maximizar /(0) = In L(6), vamos “aumentar” a dimens3o do
modelo multinomial, considerando

Y1 = X1+ X2,)3 = X2, Y4 = X3, Y5 = X4, assim

f(x;0) = (x1 +x2 + x3 + x4 + x5! (;)Xl <4119>X2 (1(1—9)>X3

x1!x3!x31x4 x5!

(se-0) (5

m Resultado importante: pode-se provar que f(,.g) = ZXEY(Q) f(x; ).

Neste caso, equivale a somar f(,g) nos pares ordenados (x1,Xx2), com

a restricdo de que x; + xp = y.
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Cont.

m Temos que:

I0) = const.+xIn(1/2) + xzIn (i) 4 ln (1 _ 9)

4 4
Xa In Z X5 In

m Note que x1, x> ndo sdo observdveis. Tomaremos a

g(Xl,X2|(y1,y2,y3,y4,9(t)))(/(0)|YI7y27y37.y4ag(t))v eém que e(t) é uma

estimativa proviséria de 6.
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Cont.

m Note que X1|y1,y2,y3,y4,0( ) ~ binomial (yl =125, /250 /2( /4>
X2|Y17}/2,)/3,}’4, 6 ~ binomial ()’1 = 125, 1/2+79/?)/4)-

u Se.]a X S(Xl Xo|(y1,¥2,y3,Ya,0() ))(X |Y1a}/27)/3a)’4a 9( )) ASSlm temos
que

1/2 (9 _ 15 0(t) /4

D =125 x A
172+ 60 /4 1/2+ 00 /4

m Dado X(t) a maximizagdo com respeito a 6 de /(6), nos leva a:

xz(t) + 34
XD + 34+ 18420
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p(t+1) —




Cont.

m Algoritmo EM. Dado um valor inicial para 0, digamos 6(9, repita

Passo E: Calcule:

1/2
1/2+ 60 /4°

0" /4

) 105 7 /7
& 1/2+ 604

X =125
Passo M: Calcule:
0(t+1) _ X2(t) + 34

X9 434+ 18+ 20
até que algum critério de convergéncia seja obtido.
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Cont.
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m Histdrico de iteracdes

o(t)

o) _ g(*)

(0 (t+1) 9(*))/( t+1) *))

0 N o o A~ W N H O|=

0.500000000
0.608247423
0.624321051
0.626488879
0.626777323
0.626815632
0.626820719
0.626821395
0.626821484

0.126821498
0.018574075
0.002500447
0.000332619
0.000044176
0.000005866
0.000000779
0.000000104
0.000000014

0.1465
0.1346
0.1330
0.1328
0.1328
0.1328




Introducdo

m Seja Yi,...,Y, uma a.a. de Y ~ Ny(u, X). Desejamos estimar p e

2 por maxima verossimilhancga.

Yii Yo1 ... Ypl
Y21 YQ2 sz
Y =
Yin Yo o Yo
m Se tivermos todas as observagdes, entdo 1=+ >1; Y, e

n vay k2
r= % j=1 (Yj _Y) (Yj _Y)-
m Suponha que p =2 e que, para m <<< n individuos, exatamente

uma das observa¢des esteja faltando (Y3; ou Yjz). Por simplicidade,

suponha que X é conhecida.
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Introducdo

m Matriz de dados.

- Yo
m Imputar as observacGes perdidas usando o fato de que
Yiilyj2, tt,  ~ Ny (711, 07), em que Jiy = pi1 + 012 (05)71 (vj2 — m2)
e 72 = 0?2 — (012)? (O’%)i
Yialyji, . E ~ Ni(Tip, 73), em que T, = 12 + 012 (03) " (yj1 — 1)

e 3 = 03 — (012)? (0%)_1.
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Introducdo

m Log-verossimilhanga

I(n) = const. =05  (yE™ly+pwE u—2y'E " p)
=t

M) =t o
D DIC R k)

=1
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Introducdo

m “Mdixima verossimilhanca com imputac3o”. Inicie o processo com

valores iniciais gu(t).

m Célculo da esperanga (Passo E): Calcular, conforme a observacdo

faltante para cada individuo (caso necessério),
i = EValy, s, 20y = 1 4 61 (Ug(t))_l ()’12 - ﬂgt))
¥ = EValyjn, p®, =0y = 1§ 4 61 (Uf(t))il (yjl - Mgt))

m Maximizago da log-verossimilhanca (Passo M): Com a matriz de

dados completa, calcular

ﬁ(t+1) _ %2}1:1 YJ(*) _ v(t) e
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Introducdo

Algorito EM

m Seja Y o conjunto de varidveis observadas e Y* o conjunto de

varidveis ndo observadas (ndo observéveis, dados faltantes).

m Em geral, Y é chamado de dados incompletos e (Y, Y™) sdo os

dados completos.

m Seja /(0) a logveerossimilhan¢a em que 8 € © C RP é o conjunto de

parametros a ser estimado.
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Introducdo

m Seja 0 valores iniciais apropriados como estimativas de 8. Repita

0 processo a seguir:

Passo E: Calcule a esperancga condicional (na log-verossimilhan¢a) dos dados
faltantes condicionado as varlaveis observadas e a estimativas
provisérias de 8*), ou seja Evivom (1(O)]y, o).

Passo M: Maximixar a esperanga acima em relagdo a 6.

até que que algum critério de convergéncia seja alcancado.
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Introducdo

Estrutura do algoritmo EM

m Seja /(0,y,y*) a log-verossimilhanca aumentada e 6 estimativas
provisdrias para 6. O algoritmo EM pode ser resumido nos seguintes
passos

Passo E: Calcule a esperanc¢a condicional (na log-verossimilhan¢a) dos dados
faltantes condicionado as varlaveis observadas e a estimativas
provisérias de 8, ou seja

Q(616) = £[1(8,y,y")ly, ]

Passo M: Maximixar a esperan¢a acima em relagdo a @ ou seja, obter

0" = argmax, Q(6]6"?)

até que que algum critério de convergéncia seja alcancado.
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Introducdo

Observacoes

m O célculo das esperancas necessdrias podem ser complicadas,

necessitando do emprego de aproximagdes analitivas ou numéricas.

m Para a maximiza¢do pode ser necessdrio o emprego de métodos

numeéricos.
m Na familia exponencial as contas ficam mais simples.

m A utilizag3do de valores iniciais apropriados para € auxilia na

convergéncia do algoritmo EM.

m A introduc3o de varidveis “aumentadas” apropriadas, é outro fator

de importancia na convergéncia e obtencdo de estimativas acuradas.
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Introdugao

Regressao Probito

m Seja Yi,..., Y, uma a.a. de Y ~ Bernoulli(p;), pi = ® (8o + Xi51).
Desejamos estimar (5o, £1).

m Verossimilhanca:

L(@) =[] - p)

m Defina:

»/I' = I(Z,'>O)
Z; ~ N(Bo + Xif1,1)
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Introducdo

Regressao Probito

m Assim, pode-se provar que

N, + Xip1,1 eyi=1
Zi‘y,',X,',,B = (©09) (BO 61 ) Y (1)
N(—o0,0) (Bo + Xip1,1) sey; =0

m Assim, pode-se trabalhar com a seguinte verossimilhanga

L(B,z,y) o« [[ exp [—o, 5(z — fo — x,-ﬁl)ﬂ

i=1
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Introducdo

m Resumindo:

Y

2

Bernoulli(p;)
Yilzz = 1,sez >0,0sez; <0
Zi|}/i ~ N(]I'(ZiZO»Yi:LZi<OsYi:0))(/80 + Xlﬂl’ 1)

m Logo, a verossimilhangca completa (dados aumentados) é dada por

f(z7y75) = L(,B,Z,y) X H exp |:_Oa 5 (Zi - /80 - Xiﬂ1)2i|
i=1
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Introdugao

m Log-verossimilhanga:

L(B) = const. — exp [70.5 (z—XB) (z - X,@)]

m E necessario calcular apenas &(Ziyi, xi, 3%)
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Introdugao

m Algoritmo EM:

Passom E: Calcular

pi(t) + LS ey, 1

e

E(Zflyfv Xi, /B(t)) =

em que ugt) = Bét) + X;BY), ¢ e ® s3o a densidade e a fda da
distribui¢do N(0,1).

Passom E: Calcular

IB(t+1) _ (X/X)71 X/Z
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Introducdo

Mistura finita de normais

= Amostra aleatéria de Y ~ MFN, (u1, 112, 0%, 0%, p), ou seja

f(v:0) = pf,(vi 1, 01) + (1 = p)fra(yi pi2, 03)

0= (P,Hl,ﬂbaiag)vl’ € (Ov 1),‘LL,' €ER, 01'2 € R27i: 1,2

em que fy,(.;.) é a fdp de uma distribuicio N(p;i,0?),i=1,2.
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Introducdo

Aplicacao do algoritmo EM

m Defina uma varidvel latente Z, tal que Z ~ Bernoulli(p) e:

Yy, seZ=1
Y, seZ=0

Y =

m Assim, Y|z =1~ N(u1,0%) e Y|z =0~ N(uz,03).

pfy, (vin1,0%)
Py, (yit1,02)+(1—p) fy, (yip2,03)

m Logo, Z|y ~ Bernoulli(p*), em que p* =

m Considerando, agora uma amostra aleatéria de Y, Y1, Yo, ..., Y, e

definindo Z; para cada Y.

Prof. Caio Azevedo
Algoritmo EM: Parte 1



Introdugao

m Logo:
)~ T 5 ) (1 o))

m A log-verossimilhanca é dada por:

n

/(0,y,z) = Z{Zi (lnp+|n le(yi;.th%))
i=1

+ (1=2z)(In(1 = p) +In fy,(yi: 2, 03)) }
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Introducdo

m Portanto

Q0|6 Z{z (Inp+1In fy, (yi; 11, 07))
+ (1 = 27) (In(1 = p) + In fi, (yi: 112, 03)) }

em que

Z,-(t) = 5(2,")/,', O(t)) = pgt) =
O fy, (y: i), o2

POy, (vi; 1$?, 02D) 4+ (1 = pO)fy, (yi; 3, 531
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Introdugao

m Por outro lado, maximizando-se Q(8]0")), tem-se que

u(t+1) - 27:1 Z,'(t))/i
’ 27:1 zi(t)

S, (- W)’

S
’ 27:1 Zi(t)
1 n
pt+D)  — - Z z’.(t)
i—1
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Introducdo

Modelo linear misto

m Suponha que i = 1,.., n individuos sejam estudados durante

j=1,...,t instantes de avalia¢do, em relacdo a uma caracteristica

Yi.

m Seja
Yi = w+bi+&;
b % N(0,v)
& % N0

&iiLbi, Vi, j
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Introducdo

m Desejamos estimar 8 = (u;, 1), 02) e predizer b; (varidveis latentes).

m Uma possibilidade: verossimilhanca marginal. Necessario obter a

distribuicdo marginal de Y em relagdo a b.

m Outra possibilidade: considerar b como os dados faltantes.
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Introdugao

m Verossimilhanca aumentada:

1
L(B:y.b) o fexpq 55> (vj—p—b)
iJ

% {exp{_;;bZ(bi)2}}(02)—nt/2w—n/2
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Introducdo

m Log-verossimilhanga:
1
I(6:y,b) = -5 > (v — 1)* = 2y — py)bi + b7)
ij

1 o nt. 5, n
_ @Z(b,) —?Ina —Elnw—i—const

m Portanto:

1

QoY) = - (()/ij — ) =20y — )b + b,-z(t))
i

1
B ﬂ Z(bi)2(t) — ntlno? — tiny + const
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Introdugao

m Em que

p — E(bily; , pD, 02O 1)

1

p2AD _ 5(b,(2)|y,' 7“(1-“)70-2(’-‘)’ Q/J(t))

1
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Introdugao

m Além disso

ind. % *
bi‘Yi.n“7a2aw ~ N(/‘b,-,'(/) )s

em que

1 ¢ 1 ¢
Yi.= ?Z}/ij;ﬁ: EZ‘UJ
j=1 j=1
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Introdugao

m Por fim, maximizando-se a log-verossimilhan¢a em relagdo a @,

temos

uj(_t+1) _ %Z (y;j B b’(t))

1

g2+ lt ((y,-j _ Mj(t+1))2 . 2(y,-j _ MJ(_t+1))b’(t) + b,.z(t))
n
1
(t+1) _ = 2(t)
¥ n Z (b’ )
J
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Introducdo

Calculo do Erro-padrao

m Sabemos que, sob certas condi¢des de regularidade o emv de 6, 0¢é
tal que, para n suficientemente grande 0~ Np (0, | (9)_1).

m O estimador obtido pelo EM, é um estimador de méxima
verossimilhanca. Portanto, sob as condi¢des mencionadas, apresenta

a propriedade acima.

m Como obter a Informagdo de Fisher (observada) no contexto do

algoritmo EM.
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Introducdo

m Sejam /(0,y) =1 e I(8,y,y*) = I*, respectivamente, a
log-versossimilhanca associada aos dados incompletos e aos dados

completos.

m Sejam ainda

or o

2p 2p
H(O) = 87//; H(8) = 87//*
06°06° 06°06°
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Introducdo

m Pode-se provar que, a Informag3o de Fisher observada /(0)° é pode

ser aproximada por (idendidade de Louis)

10)° = E(=H(6)ly.0)— & (S(6)"S(8)"ly.0)
+ 5(0)S(0)

m Seja 0 a estimativa obtida via algoritmo EM, ent3o:

19)° = 5(—H(§)*|y,0)—5(5(5)*5(5)*’|y,0)
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Introdugao

= Pois 5(6) = 0.

m Como, também 5(5)* =0, temos que
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