Amostragem Estratificada (AE): parte 1
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Motivagdo/Introducdo

m Nem sempre a AAS (mesmo sem reposi¢do) leva a inferéncias com a

acurdcia desejada (link 1,link 2).

m Além disso, n3o, necessariamente, unidades amostrais com
caracteristicas desejadas serdo selecionadas (por exemplo, ter
individuos na amostra, em cada classe social existente na

populagio).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Aplicacoes_Vest_Unicamp_2017_AAS%202%20Amost%202S%202022.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_mais%20sobre%20AAS%20sem%20reposicao%20Amost%202S%202022.pdf

Motivagdo/Introducdo

m Em particular, as caudas da distribuicdo populacional da varidvel de
interesse podem n3o ser representadas na amostra.

m Também, a literatura estatistica aponta que levar em consideracdo
informag¢des colaterais (pe, varidveis explicativas) pode conduzir a
inferéncias mais acuradas para caracteristicas da resposta (como no

caso dos modelos de regressao).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_mais%20sobre%20AAS%20sem%20reposicao%20Amost%202S%202022.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_Reg_POS_1S_2021.htm

Estrutura

m Caraceteristicas da amostragem estratificada (AE ou As3):
m H3a uma divisdo da populagdo em grupos (chamados estratos).
m Esta divisdo é feita segundo alguma(s) caracteristica(s) conhecida(s)
na populacdo sob estudo.
® Em cada um desses estratos é selecionado uma amostra,
essencialmente, segundo AAS com ou sem reposicdo, em proporcdes

convenientes (alocagdo).
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Estrutura (cont.)

m Objetivos: produzir estimativas mais precisas, produzir estimativas
para a populagdo como um todo e para subpopulagdes, dentre

outras (estima¢do em pequenos dominios).

m Em geral, quanto mais os elementos de cada estrato forem
parecidos entre si e diferentes entre os estratos, maior serd a
precisdo dos estimadores (representacdo de sub populagcdes

distintas).
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Exemplo/motivagdo

m Considere uma pesquisa feita em uma populagdo com N = 8
domicilios, onde s3o conhecidas as varidveis renda domiciliar (Y) e
local de domicilio (W), com os cédigos A para a regido alta e B para

regido baixa, ou seja:

Uu=1{1,2,3,4,56,7,8}

d y 13 17 6 5 10 12 19 6
w' B A B B B A A B

m Temos que p = 11 e 02 = 24.
m Sob AAS., tem-se, para n = 4, que Vg, (7) = % = 6.
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Cont.

m Usando-se a segunda varidvel (W) para estratificar a populagdo em

dois estratos, pode-se construir as seguintes subpopula¢des:

Uy =1{2,6,7} , da=(17,12,19)

Us = {1,3,4,5,8} , dg=(13,6,5,10,6)

m Nesse caso, temos que pa = 16, 03 = 8,7; ug =8, 03 =9,2.

Prof. Caio Azevedo
7



Cont.

m Se sortearmos em cada estrato uma amostra de tamanho n = 2

(AAS,), tem-se que.

8,7
2

9,2

Va, (Ya) = 5

=4,35; V4 (Y5) =

=4,60

m Com base em Y4 e Y5 é preciso construir um estimador para L

m Sugestdo - média ponderada pelos tamanhos dos estratos:

Ves — 3YA<|8>5YB )
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Cont.

m Nesse caso, temos que

38, (Y a) +5E4,(YB) _ 3pa+5us

EAE(Yes) - 8 3 -

m Além disso, Vae(Yes) = 5V (Ya) + 2Va, (V) = 2,4.

m Assim, temos que, EPA = % = gzg = 0,40. Portanto, é mais

apropriado utilizar o plano AE (com AAS. dentro de cada estrato)

do que o plano AAS. ("puro e simples”).
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Observacoes

m Os resultados (estimativas, intervalos de confiancga, testes de
hipSteses) serdo melhores (sob AE), quanto maior for a habilidade

do pesquisador em produzir estratos homogéneos.

m Ideal (inalcancgdvel): os elementos s3o todos idénticos, dentro de
cada estrato.
m A simples estratificagdo, por si sé, ndo produz, necessariamente,

estimativas mais eficientes do que a AAS (com/sem reposi¢do).
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Exemplo (estratificagdo inapropriada)

m Considere a mesma populagdo apresentada anteriormente, com a

seguinte divisdo em estratos.

Uy ={1,2,3,4y , dy=(13,17,6,5)

U ={5,6,7,8} , db=(10,12,19,6)

m Nesse caso, temos que p; = 10,25, 02 = 24,69, uy = 11,75,
03 =22,19.
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Cont.

m Se sorteamos em cada estrato uma amostra de tamanho n = 2

(AAS,), tem-se que.

— 24,69 -
VAl(Yl) = ) = 12,34, VAI(Y2) =

22,19
~—~ =11,09
2 )

v 4€a, (Y1) +4Ea, (Y
m Nesse caso, obtemos Ear(Ves) = 224 1)8 u(Y2) atdus —

do mesmo modo.

m Contudo, Vag(Yes) = s2Va, (Y1) + 52Va,(Y2) =5, 86.

m Assim, EPA = v\;\jl((%;) = Zzgg =0,98. Logo, diferentemente do caso

anterior, n3o ha ganho em se utilizar AE em detrimento a AAS..
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Estrutura da AE

m Divisdo da populagio em subpopula¢des bem definidas (estratos).

De cada estrato retira-se uma amostra, usualmente independente

(sob AAS. ou AAS;) entre os estratos.

m Em cada amostra usam-se estimadores convenientes para estimar os
parametros de cada estrato.

m Constrdi-se, para o parametro de interesse, um estimador,
combinando-se os estimadores de cada estrato e determinando-se

suas propriedades.
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Notacdes e relacoes Uteis

Populagio descrita por um sistema de referéncia U = {1,2,..., N}.

Existe uma particdo (estratos) Uy, ...,Uy de U, i.e.,
U=U Uy Uy Uy =0,Yh # K

m Para cada estrato h, temos

Un ={(h,1),(h,2), .., (h, N»)}
{(indice do estrato, (1)

indice da unidade populacional (dentro do estrato))}

Para a populagdo como um todo, temos

U={(1,1), e, (1, Ny en(, 1)y coey (B, 1), ooy (hy N, oy (H, 1), ooy (H, Nip) }
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Nota¢des e relagdes Uteis (cont.)

m Vetor de dados populacionais d = (Y11, ...s YiNy» -+, Yhis ---YHNy ) |
m NV}, : tamanho do estrato h.

B yp; : valor da varidvel de interesse da unidade amostral i no estrato

hoi=1,.. N

m Y}, : varidvel aleatdria que representa o i-ésimo elemento sorteado

no estrato h, i =1,..., np.
B Th,= Z,N:hl yhi © total do estrato h.

Wy =Y, = NihZ,N:hl yhi = - - média do estrato h.
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Nota¢des e relagdes Uteis (cont.)

2 1 Nh 2 . A .
S = g > ity (vni — pa)” : varidncia do estrato h.

N 2 A
o3 = N%, >l (vmi — pa)” @ varidncia do estrato h.

n W, = % : peso (proporgdo) do estrato h, Z,’:’:l W, = 1.

H H N, H )
T=D p1Th= D po1 2ic1 Yhi = Y p_q Nupn: total populacional.

_ H N H H
BUu=Y=n§= % D b1 Dimy Yhi = % > b1 Noptn = 34 Whpin:

média populacional.
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Nota¢des e relagdes Uteis (cont.)

H N 2 H H 2
0% % Dbt 2oimy (Yhi = 1) = 2oy Who + 30y W (1n — 1)
varidncia populacional (veja paginas 97 e 98, do livro “Elementos de

Amostragem” - Bolfarine & Bussab (2005)).

m Podemos escrever o2

H

=02+ 02 emqueos =Y, Wy e
2 _ H 2

Te =2 p=1 Wh (1tn — 1)

m Além disso,

) = Sd/ + Se’
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Nota¢des e relagdes Uteis (cont.)

2 H  Ny—

2
= Em que s3 = Yo K1 s e’_Zhl 5 (n = )"

m Para estratos (populagdo) relativamente grandes, temos que

m Os elementos constantes nas decomposi¢des (acima descritas) das
variancias correspondem a variancias dentro de cada estrato

((03,53,)) e entre os estratos ((02,52)).
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Cendrio geral para estimacdo de parametros

m Considere os seguintes elementos:
m Uma populagio estratificada como no exemplo anterior.
m De cada estrato sorteia-se, de forma independente entre os estratos,
uma amostra de tamanho n,, podendo ou n3o ter sido usado o
mesmo plano amostral dentro de cada estrato.
m Vamos considerar que dentro de cada estrato, em principio,

sorteia-se as respectivas amostras via AAS. ou AAS;.

Prof. Caio Azevedo




Estimacao da média

m Assuma o seguinte estimador [ies = 2/7:1 Whiin, lembrando que
Wh =R efin= 37" Yo, h=1,2,.., H.

m Notacdo AE;: amostragem estratificada, utilizando o plano
A;,i = 1,2, dentro de cada estrato.

m Propriedades do estimador:

m Esperanca
H
5AE,- (ﬁes) = <Z WhNh) = Z Wthf (l/l\h)
h=1
H
= D W =p

h=1
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Estimacao da média

m Também, temos que ((*) pela independéncia entre os estimadores

da média de cada estrato)

H H
Vg, (Iies) = Vae, (Z Whﬁh) = W2V, (in)

h=1 (*) h=1

2
m Logo, Vag, (les) = Zle W2Va, (fin) = Zthl Wﬁn—: (ou seja, sob
AAS. dentro de cada estrato).
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Estimacao da média

m Por outro lado,
Vag, (fies) = S, W2V, (i) = S0, W2(1 — )%, f = m
AE, (Hes) = > py Wi Va, (1in) = 34—y Wi( h) npt Th = N, (ou
seja, sob AAS; dentro de cada estrato).
m Por argumentos andlogos aqueles apresentados para a AAS (link),
temos que selecionar as amostras sob AASs em cada estrato, é

melhor do que fazé-lo via AAS..
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_AAS%20sem%20reposicao%20parte%201%20Amost%202S%202022.pdf

Estimacao da média

m Assim, estimadores n&o viciados (e consistentes) para a varidncia do
estimador, sob cada um dos planos amostrais, sdo dados,

respectivamente, por:

H
Vae (fles) = wah (AAS,)

h=1 h
H s
Vag(fles) = Y WE(L - )2 (AAS,)
h=1 Nk
em que 7 =57 = nhl_l S (Yhi — fin)? e as respectivas

estimativas sdo calculadas da forma usual.

Prof. Caio Azevedo




Alocacao da amostra pelos estratos

m O processo de distribuicdo das n unidades (amostra) pelos estratos

chama-se alocacdo da amostra.
m Tal distribuicdo é muito importante, pois ela pode ajudar a melhorar
a precisdo do procedimento amostral (inferéncia) como veremos a

seguir.
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Alocacao da amostra pelos estratos

m Considere, novamente, o exemplo anterior, agora com a seguinte

estratificagdo:

U1 = {2,477}7 com d1 = (1775, 19)

U, ={1,3,5,6,8}, com d» = (13,6,10,12,6)

com os seguintes parametros populacionais, u1 ~ 13,7, s? ~ 57,3,

2 = 9,4, s2 =10,8
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Alocacao da amostra pelos estratos

m Considere duas situagdes:

(ALy) : Em ambos os estratos usou-se AASs com nmp =1en =2 (n
=3).
(AL2): Andlogo a ALy, com my =2 e n; =1 (n=3).

m Dessa forma, temos que

~ 3\? 1\ 57,3  /5)\° 2\ 10,8
vt = (3) (1-3) 7+ (3) (1-3) 5 =oo

1 2
3\? 2\ 57,3 /5)\? 1\ 10,8
Var, (fes) = (8) (1 - 3) 27 + <8> (1 - 5) £ ~ 4,72
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Alocacao da amostra pelos estratos

m Comparando-se as variancias (efeito de alocacdo), temos que:

VALl (ﬁes) ~ 67 64
VALz (ﬁes) 47 72

~ 1,41

m Portanto, a segunda alocag3o reduz a varidncia e, portanto, faz-se
mister alocar as unidades amostrais da forma mais apropriada

possivel
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Alocacao da amostra pelos estratos

m Fatores a serem considerados no processo de alocagdo

m Quanto maior for a varidncia do estrato, maior deve ser o respectivo
tamanho amostral (ny), consequentemente, (f;, = ,'\',—’;,)

m O tamanho da amostra de cada estrato, entretanto, deve ser
balanceado com o tamanho do estrato, ou seja W), = %

m Os desenvolvimento serdo feitos supondo-se AAS. dentro de cada

estrato. Exercicio: repetir os procedimentos sob AAS; dentro de

cada estrato.
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Alocacao da amostra pelos estratos

m Tipos de alocacdo:

m Alocagdo proporcional (AP): considera o tamanho de cada estrato,
de sorte que, de estratos maiores, serdo selecionadas amostras de
maior tamanho.

m Alocagdo uniforme (AU): considera-se (aproximadamente) o mesmo
tamanho de amostra em cada estrato.

m Alocagdo 6tima de Neyman (AON): busca-se otimizar uma fungdo

objetivo que considera restricdes de interesse.
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Alocacao proporcional

m A AP consiste em determinar o tamanho da amostra, para cada
estrato, da seguinte forma
Nh o nWh n

np = nVvp nN7h N, N

m Este procedimento, as vezes, é chamado de “amostragem

representativa” .

m Usaremos a nomenclatura Amostragem Estratificada Proprocional

(AEpr).

Prof. Caio Azevedo




Alocacao proporcional

m Sob AEpr a varidncia do estimador da média, sob selecdo via A; e

A, em cada estrato, ficam, respectivamente, iguais a:

h o oy _ 0g
VAEl(pr) ,Ues E Z Wh7 = W

H
Vg, (pr) (Hes) = ZW(I—f) ZWhl—f
h=1
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Alocacao proporcional

m Com respectivos estimadores dados por:

=2

u o o2 a

3 -~ _ h _ Yd =2 __ ~2

VAEl(pr)(PJes) = § Wh? = 770d = § Whaj,
h=1 h=1

~C

H 2
~ R G
Vat,(pr)(Hes) = Z Wi (1 — f);h
h=1
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Alocacao uniforme

m A AU consiste em determinar, para cada estrato, o tamanho da

amostra da seguinte forma

m Usaremos a nomenclatura Amostragem Estratificada Uniforme

(AEun).
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Alocacao proporcional

m Sob AEun a varidncia do estimador da média, sob selecdo via A; e

A, em cada estrato, ficam, respectivamente, iguais a:

2
~ g
VAE1(un)(,u'eS) = Z Wh27h

2
N s
Vg, (un)(fles) = > WE(1— fh)f
h=1
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Alocacao proporcional

m Com respectivos estimadores dados por:

H
VAEl(pr) (ﬁes) = Z Wl?
h=1

>R

H
VAEz(pr) ,U/es Z W 1 - fh)i
h=1
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Alocagao étima de Neyman

m A AON consiste em minimizar alguma func¢do custo de interesse.
m Considere, assim:

H H
C:C0+E Chnh_>Cl:C_COZE Chnp (2)

h=1 h=1
em que ¢y é um custo inicial, ¢, é o custo por unidade observada no

estrato h e C' é um custo varidvel.

. . - ~ H 2
m Definamos, ainda, a notacdo Ves = Vag, (fles) = D _pq Wﬁ%:

m Exercicio: repetir dos desenvolvimentos para selecdo AAS; em cada

estrato.
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Alocagao étima de Neyman

m O problema consiste em minimizar Vs para C’ fixo, ou minimizar C’

para um Vg, fixo, em func¢do de ny, h=1,2,...,H.

m Portanto, o problema consiste em minimizar (é possivel mostrar isso

através da utilizacdo de multiplicadores de Lagrange)

() o

m Contudo, o produto acima nos remete a desigualdade de

Cauchy-Schwarz (CS).
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https://www.sciencedirect.com/topics/mathematics/cauchy-schwarz-inequality

Alocagao étima de Neyman

m A desigualdade de CS, por outro lado, nos diz que

(£:7) (5%) = (i)

e que a igualdade sé obtida se I;—: = k,Vh

m Fazendo aj = %h e b, = \/cpnp em (3), obtem-se que tal

expressdo atinge seu minimo, quando

bn _ \/Chnn _ nny/Ch o

an Wyor, Whon

em que k é uma constante.
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Alocagao étima de Neyman

m Tem-se, entdo, que (3) é minimo quando

Wio
=k . 4
Mh o (4)

m Contudo, como ZhH:l np = n, tem-se, de (4), que

n

k= — .
> h=1 Whon//Ch
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Alocagao étima de Neyman

m Logo, de (5) em (4), vem que:

Whon/veh  _ — Noon//h
Zh 1 Whon//cn 27:1 Nnon/\/ch

np=n

que é a forma de se alocar as unidades amostrais, ao longo dos
estratos.
m Adicionalmente, para C’ fixado, o tamanho 6timo da amostra é

dado por (exercicio):

/Zh 1 Nhgh/\/a
S Naohy/C
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Alocagao étima de Neyman

m Para V, fixado, o tamanho 6timo da amostra é dado por (exercicio):

i dymens) (52

m Para o caso em que o custo por unidade observada em todos os

estratos € fixado em ¢, ou seja, C' — ¢, = nc, a alocacio étima se

reduz a

NhO'h
= nN——-
H b
> he1 Nnon
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Alocagao étima de Neyman

m Neste caso, V. reduz-se a

:\l—‘

)

m A alocacgio descrita em (6) é conhecida como alocacgdo étima de

Neyman.
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Efeito do planejamento

m Vamos comparar o desempenho do estimador para a média sob AE,
em que as amostras em cada estrato sdo selecionadas segundo um

plano AAS., com o plano AAS,, individualmente.
m A prova, substituindo-se AAS. por AAS;, fica como exercicio.

m Temos que

o2 1 H 2
Ve = VAl(ﬁ)*j 725 hoh =
H 2 _2
1 Z o
Vet = n <h=1 Whgh) - "

m Vamos provar que Vo <V, < V.
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Efeito do planejamento

m Temos que

” = %Z(Yf—u)2:%22<vhi—m2
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Efeito do planejamento

m Assim, do resultado anterior, temos que

2 J 2 02
—_— = d+ _>ch pr+?e (7)

— V.> Vp,

m

pois Z¢ > 0. Por outro lado, por constru¢do Vi < V. Além disso,

podemos provar (Exercicio), que

H H 2
Vor = Vor = Z Whop — (Z Whah>

[y
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Efeito do planejamento

— H . T
m Em qued =), ; Whoh que, juntamente com afjp, indica a

variablidade entre os desvios-padrido dos estratos.

m Quando maior for a heterogeneidade dos dados pelos estratos, com

mais énfase recomenda-se o uso da alocagdo 6tima.

m Portanto, de (8) em (7), temos que
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Efeito do planejamento

m Sempre que os estratos tiverem médias distinstas (o2 grande),

deve-se usar alocacdo proporcional, ou tima.

m Se, além disso, também os desvios-padrido de cada estrato diferirem

muito entre si (agp grande), recomenda-se a alocagdo Stima.
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Alocacdo proporcional x AAS.

m Temos que ~
Vg (pr1)(Hes) Vi

EPAAE(pr1)) = QP =
c

- 02/n—a§/n_1_aé

B a?/n N o?

m Assim, quanto maior for o2 (variabilidade entre os estratos), maior
serd o ganho da AEprl em relacdo a AAS.. Ou seja, quanto melhor
for o processo de estratificagdo, maior serd o respectivo ganho.

m Por outro lado, quanto maior for o tamanho da amostra (n) menor

tenderd a ser o ganho da AEprl em relagdo a AAS..

m Assim, AE;(prl) é sempre melhor que AAS..
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Alocacdo étima x AAS,

m Temos que
VAEl(otl)(,aes) Vot

EPAABI(or1) = —GIEREe =
c

o?/n—oZ/n—al,/n o2 05

o2/ T

m Contudo, neste caso, o ganho em se fazer uma estratificagio
2

apropriada tender a ser maior, devido ao termo ——%.

m Por outro lado, quanto maior for o tamanho da amostra (n), menor

tenderd a ser o ganho da AE;(ot) em relagdo a AAS..
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Observacoes

m Estes resultados indicam que, a ndo ser em circunstancias bem
especificas, a AE tende a levar a melhores resultados do que a AAS.

m Em geral, ndo é facil medir o EPAJAE].

m Com efeito, temos que:

~ H 2 2 H >
EP(AEl) — VAEI(/’[/eS) _ Zh:l Wh Uh/nh — Z wﬂ: (ﬂ)

Va (i) o?/n pt o

em que wp = np/n.
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Observacoes

m Em linhas gerais, se a estratificagdo for apropriada, o,/0 < 1 e, por
este termo estar elevado ao quadrado, ele pode “anular” o efeito de
wp = np/n (note que ny < n).

m No entanto, ha casos em que a estratificacdo leva a resultados piores

(Exercicio 4.34, livro "Elementos de Amostragem").
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