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Motivação/Introdução

Nem sempre a AAS (mesmo sem reposição) leva a inferências com a

acurácia desejada (link 1,link 2).

Além disso, não, necessariamente, unidades amostrais com

caracteŕısticas desejadas serão selecionadas (por exemplo, ter

indiv́ıduos na amostra, em cada classe social existente na

população).
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Motivação/Introdução

Em particular, as caudas da distribuição populacional da variável de

interesse podem não ser representadas na amostra.

Também, a literatura estat́ıstica aponta que levar em consideração

informações colaterais (pe, variáveis explicativas) pode conduzir a

inferências mais acuradas para caracteŕısticas da resposta (como no

caso dos modelos de regressão).
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Estrutura

Caraceteŕısticas da amostragem estratificada (AE ou A3):

Há uma divisão da população em grupos (chamados estratos).

Esta divisão é feita segundo alguma(s) caracteŕıstica(s) conhecida(s)

na população sob estudo.

Em cada um desses estratos é selecionado uma amostra,

essencialmente, segundo AAS com ou sem reposição, em proporções

convenientes (alocação).
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Estrutura (cont.)

Objetivos: produzir estimativas mais precisas, produzir estimativas

para a população como um todo e para subpopulações, dentre

outras (estimação em pequenos doḿınios).

Em geral, quanto mais os elementos de cada estrato forem

parecidos entre si e diferentes entre os estratos, maior será a

precisão dos estimadores (representação de sub populações

distintas).
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Exemplo/motivação

Considere uma pesquisa feita em uma população com N = 8

domićılios, onde são conhecidas as variáveis renda domiciliar (Y) e

local de domićılio (W), com os códigos A para a região alta e B para

região baixa, ou seja:

U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}

d =

 y ′

w ′

 =

 13 17 6 5 10 12 19 6

B A B B B A A B


Temos que µ = 11 e σ2 = 24.

Sob AASc , tem-se, para n = 4, que VA1

(
Y
)
= 24

4 = 6.
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Cont.

Usando-se a segunda variável (W) para estratificar a população em

dois estratos, pode-se construir as seguintes subpopulações:

UA = {2, 6, 7} , dA = (17, 12, 19)

UB = {1, 3, 4, 5, 8} , dB = (13, 6, 5, 10, 6)

Nesse caso, temos que µA = 16, σ2
A = 8, 7; µB = 8, σ2

B = 9, 2.
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Cont.

Se sortearmos em cada estrato uma amostra de tamanho n = 2

(AASc), tem-se que.

VA1(Y A) =
8, 7

2
= 4, 35 ; VA1(Y B) =

9, 2

2
= 4, 60

Com base em Y A e Y B é preciso construir um estimador para µ.

Sugestão - média ponderada pelos tamanhos dos estratos:

Y es =
3Y A+5Y B

8 .
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Cont.

Nesse caso, temos que

EAE (Y es) =
3EA1(Y A) + 5EA1(Y B)

8
=

3µA + 5µB

8
= µ.

Além disso, VAE (Yes) =
9
64VA1(Y A) +

25
64VA1(Y B) = 2, 4.

Assim, temos que, EPA = VAE (Y es )
VA1

(Y ) = 2,6
6,0 = 0, 40. Portanto, é mais

apropriado utilizar o plano AE (com AASc dentro de cada estrato)

do que o plano AASc (“puro e simples”).
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Observações

Os resultados (estimativas, intervalos de confiança, testes de

hipóteses) serão melhores (sob AE ), quanto maior for a habilidade

do pesquisador em produzir estratos homogêneos.

Ideal (inalcançável): os elementos são todos idênticos, dentro de

cada estrato.

A simples estratificação, por si só, não produz, necessariamente,

estimativas mais eficientes do que a AAS (com/sem reposição).
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Exemplo (estratificação inapropriada)

Considere a mesma população apresentada anteriormente, com a

seguinte divisão em estratos.

U1 = {1, 2, 3, 4} , d1 = (13, 17, 6, 5)

U2 = {5, 6, 7, 8} , d2 = (10, 12, 19, 6)

Nesse caso, temos que µ1 = 10, 25, σ2
1 = 24, 69, µ2 = 11, 75,

σ2
2 = 22, 19.
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Cont.

Se sorteamos em cada estrato uma amostra de tamanho n = 2

(AASc), tem-se que.

VA1(Y 1) =
24, 69

2
= 12, 34 ; VA1(Y 2) =

22, 19

2
= 11, 09

Nesse caso, obtemos EAE (Y es) =
4EA1

(Y 1)+4EA1
(Y 2)

8 = 4µA+4µB

8 = µ,

do mesmo modo.

Contudo, VAE (Yes) =
16
64VA1(Y 1) +

16
64VA1(Y 2) = 5, 86.

Assim, EPA = VAE (Y es )
VA1

(Y ) = 5,86
6,00 = 0, 98. Logo, diferentemente do caso

anterior, não há ganho em se utilizar AE em detrimento à AASc .
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Estrutura da AE

Divisão da população em subpopulações bem definidas (estratos).

De cada estrato retira-se uma amostra, usualmente independente

(sob AASc ou AASs) entre os estratos.

Em cada amostra usam-se estimadores convenientes para estimar os

parâmetros de cada estrato.

Constrói-se, para o parâmetro de interesse, um estimador,

combinando-se os estimadores de cada estrato e determinando-se

suas propriedades.
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Notações e relações úteis

População descrita por um sistema de referência U = {1, 2, ...,N}.
Existe uma partição (estratos) U1, ...,UH de U , i.e.,

U = ∪H
h=1Uh ; Uh ∩ Uh′ = ∅,∀h ̸= h′

Para cada estrato h, temos

Uh = {(h, 1), (h, 2), ..., (h,Nh)}{
(́ındice do estrato, (1)

ı́ndice da unidade populacional (dentro do estrato))
}

Para a população como um todo, temos

U = {(1, 1), ..., (1,N1), ...(h, 1), ..., (h, i), ..., (h,Nh), ..., (H, 1), ..., (H,NH)}
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Notações e relações úteis (cont.)

Vetor de dados populacionais d = (y11, ..., y1N1 , ..., yhi , ...yHNH
)T .

Nh : tamanho do estrato h.

yhi : valor da variável de interesse da unidade amostral i no estrato

h, i = 1, ...,Nh.

Yhi : variável aleatória que representa o i-ésimo elemento sorteado

no estrato h, i = 1, ..., nh.

τh =
∑Nh

i=1 yhi : total do estrato h.

µh = yh = 1
Nh

∑Nh

i=1 yhi =
τh
Nh

: média do estrato h.
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Notações e relações úteis (cont.)

s2h = 1
Nh−1

∑Nh

i=1 (yhi − µh)
2 : variância do estrato h.

σ2
h = 1

Nh

∑Nh

i=1 (yhi − µh)
2 : variância do estrato h.

Wh = Nh

N : peso (proporção) do estrato h,
∑H

h=1 Wh = 1.

τ =
∑H

h=1 τh =
∑H

h=1

∑Nh

i=1 yhi =
∑H

h=1 Nhµh: total populacional.

µ = y = τ
N = 1

N

∑H
h=1

∑Nh

i=1 yhi =
1
N

∑H
h=1 Nhµh =

∑H
h=1 Whµh:

média populacional.
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Notações e relações úteis (cont.)

σ2 : 1
N

∑H
h=1

∑Nh

i=1 (yhi − µ)2 =
∑H

h=1 Whσ
2
h +

∑H
h=1 Wh (µh − µ)2

variância populacional (veja páginas 97 e 98, do livro “Elementos de

Amostragem” - Bolfarine & Bussab (2005)).

Podemos escrever σ2 = σ2
d + σ2

e , em que σ2
d =

∑H
h=1 Whσ

2
h e

σ2
e =

∑H
h=1 Wh (µh − µ)2.

Além disso,

s2 =
1

N − 1

H∑
h=1

Nh∑
i=1

(yhi − µ)2

=
H∑

h=1

Nh − 1

N − 1
s2h +

H∑
h=1

Nh

N − 1
(µh − µ)2 = s2d′ + s2e′
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Notações e relações úteis (cont.)

Em que s2d′ =
∑H

h=1
Nh−1
N−1 s

2
h , s

2
e′ =

∑H
h=1

Nh

N−1 (µh − µ)2.

Para estratos (população) relativamente grandes, temos que

s2 ≈ σ2.

Os elementos constantes nas decomposições (acima descritas) das

variâncias correspondem a variâncias dentro de cada estrato

((σ2
d , s

2
d′)) e entre os estratos ((σ2

e , s
2
e′)).
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Cenário geral para estimação de parâmetros

Considere os seguintes elementos:

Uma população estratificada como no exemplo anterior.

De cada estrato sorteia-se, de forma independente entre os estratos,

uma amostra de tamanho nh, podendo ou não ter sido usado o

mesmo plano amostral dentro de cada estrato.

Vamos considerar que dentro de cada estrato, em prinćıpio,

sorteia-se as respectivas amostras via AASc ou AASs .
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Estimação da média

Assuma o seguinte estimador µ̂es =
∑H

h=1 Whµ̂h, lembrando que

Wh = Nh

N e µ̂h = 1
nh

∑nh
i=1 Yhi , h = 1, 2, ..,H.

Notação AEi : amostragem estratificada, utilizando o plano

Ai , i = 1, 2, dentro de cada estrato.

Propriedades do estimador:

Esperança

EAEi (µ̂es) = EAEi

(
H∑

h=1

Whµ̂h

)
=

H∑
h=1

WhEAi (µ̂h)

=
H∑

h=1

Whµh = µ
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Estimação da média

Também, temos que ((*) pela independência entre os estimadores

da média de cada estrato)

VAEi (µ̂es) = VAEi

(
H∑

h=1

Whµ̂h

)
=︸︷︷︸
(*)

H∑
h=1

W 2
h VAi (µ̂h)

Logo, VAE1(µ̂es) =
∑H

h=1 W
2
h VA1 (µ̂h) =

∑H
h=1 W

2
h

σ2
h

nh
(ou seja, sob

AASc dentro de cada estrato).
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Estimação da média

Por outro lado,

VAE2(µ̂es) =
∑H

h=1 W
2
h VA2 (µ̂h) =

∑H
h=1 W

2
h (1− fh)

s2h
nh
, fh = nh

Nh
, (ou

seja, sob AASs dentro de cada estrato).

Por argumentos análogos àqueles apresentados para a AAS (link),

temos que selecionar as amostras sob AASs em cada estrato, é

melhor do que fazê-lo via AASc .
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Estimação da média

Assim, estimadores não viciados (e consistentes) para a variância do

estimador, sob cada um dos planos amostrais, são dados,

respectivamente, por:

V̂AE1(µ̂es) =
H∑

h=1

W 2
h

σ̂2
h

nh
(AASc)

V̂AE2(µ̂es) =
H∑

h=1

W 2
h (1− fh)

ŝ2h
nh

(AASs)

em que σ̂2
h = ŝ2h = 1

nh−1

∑nh
i=1(Yhi − µ̂h)

2 e as respectivas

estimativas são calculadas da forma usual.
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Alocação da amostra pelos estratos

O processo de distribuição das n unidades (amostra) pelos estratos

chama-se alocação da amostra.

Tal distribuição é muito importante, pois ela pode ajudar a melhorar

a precisão do procedimento amostral (inferência) como veremos a

seguir.

Prof. Caio Azevedo

Amostragem Estratificada (AE): parte 1 24



Alocação da amostra pelos estratos

Considere, novamente, o exemplo anterior, agora com a seguinte

estratificação:

U1 = {2, 4, 7} , com d1 = (17, 5, 19)

U2 = {1, 3, 5, 6, 8} , com d2 = (13, 6, 10, 12, 6)

com os seguintes parâmetros populacionais, µ1 ≈ 13, 7, s21 ≈ 57, 3,

µ2 = 9, 4, s22 = 10, 8
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Alocação da amostra pelos estratos

Considere duas situações:

1 (AL1) : Em ambos os estratos usou-se AASs com n1 = 1 e n2 = 2 (n

= 3).

2 (AL2): Análogo à AL1, com n1 = 2 e n2 = 1 (n=3).

Dessa forma, temos que

VAL1(µ̂es) =

(
3

8

)2(
1− 1

3

)
57, 3

1
+

(
5

8

)2(
1− 2

5

)
10, 8

2
≈ 6, 64

VAL2(µ̂es) =

(
3

8

)2(
1− 2

3

)
57, 3

2
+

(
5

8

)2(
1− 1

5

)
10, 8

1
≈ 4, 72
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Alocação da amostra pelos estratos

Comparando-se as variâncias (efeito de alocação), temos que:

VAL1(µ̂es)

VAL2(µ̂es)
≈ 6, 64

4, 72
≈ 1, 41

Portanto, a segunda alocação reduz a variância e, portanto, faz-se

mister alocar as unidades amostrais da forma mais apropriada

posśıvel
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Alocação da amostra pelos estratos

Fatores a serem considerados no processo de alocação

Quanto maior for a variância do estrato, maior deve ser o respectivo

tamanho amostral (nh), consequentemente, (fh = nh
Nh

).

O tamanho da amostra de cada estrato, entretanto, deve ser

balanceado com o tamanho do estrato, ou seja Wh = Nh
N
.

Os desenvolvimento serão feitos supondo-se AASc dentro de cada

estrato. Exerćıcio: repetir os procedimentos sob AASs dentro de

cada estrato.
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Alocação da amostra pelos estratos

Tipos de alocação:

Alocação proporcional (AP): considera o tamanho de cada estrato,

de sorte que, de estratos maiores, serão selecionadas amostras de

maior tamanho.

Alocação uniforme (AU): considera-se (aproximadamente) o mesmo

tamanho de amostra em cada estrato.

Alocação ótima de Neyman (AON): busca-se otimizar uma função

objetivo que considera restrições de interesse.
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Alocação proporcional

A AP consiste em determinar o tamanho da amostra, para cada

estrato, da seguinte forma

nh = nWh = n
Nh

N
, fh =

nWh

Nh
=

n

N
= f

Este procedimento, as vezes, é chamado de “amostragem

representativa”.

Usaremos a nomenclatura Amostragem Estratificada Proprocional

(AEpr).
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Alocação proporcional

Sob AEpr a variância do estimador da média, sob seleção via A1 e

A2 em cada estrato, ficam, respectivamente, iguais à:

VAE1(pr)(µ̂es) =
H∑

h=1

W 2
h

σ2
h

nWh
=

H∑
h=1

Wh
σ2
h

n
=

σ2
d

n

VAE2(pr)(µ̂es) =
H∑

h=1

W 2
h (1− f )

s2h
nWh

=
H∑

h=1

Wh(1− f )
s2h
n
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Alocação proporcional

Com respectivos estimadores dados por:

V̂AE1(pr)(µ̂es) =
H∑

h=1

Wh
σ̂2
h

n
=

σ̂2
d

n
, σ̂2

d =
H∑

h=1

Whσ̂
2
h

V̂AE2(pr)(µ̂es) =
H∑

h=1

Wh(1− f )
ŝ2h
n
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Alocação uniforme

A AU consiste em determinar, para cada estrato, o tamanho da

amostra da seguinte forma

nh =
n

H
= k , fh =

k

Nh

Usaremos a nomenclatura Amostragem Estratificada Uniforme

(AEun).
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Alocação proporcional

Sob AEun a variância do estimador da média, sob seleção via A1 e

A2 em cada estrato, ficam, respectivamente, iguais à:

VAE1(un)(µ̂es) =
H∑

h=1

W 2
h

σ2
h

k

VAE2(un)(µ̂es) =
H∑

h=1

W 2
h (1− fh)

s2h
k
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Alocação proporcional

Com respectivos estimadores dados por:

V̂AE1(pr)(µ̂es) =
H∑

h=1

W 2
h

σ̂2
h

k

V̂AE2(pr)(µ̂es) =
H∑

h=1

W 2
h (1− fh)

ŝ2h
k
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Alocação ótima de Neyman

A AON consiste em minimizar alguma função custo de interesse.

Considere, assim:

C = c0 +
H∑

h=1

chnh → C ′ = C − c0 =
H∑

h=1

chnh (2)

em que c0 é um custo inicial, ch é o custo por unidade observada no

estrato h e C ′ é um custo variável.

Definamos, ainda, a notação Ves = VAE1(µ̂es) =
∑H

h=1 W
2
h

σ2
h

nh

Exerćıcio: repetir dos desenvolvimentos para seleção AASs em cada

estrato.
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Alocação ótima de Neyman

O problema consiste em minimizar Ves para C ′ fixo, ou minimizar C ′

para um Ves fixo, em função de nh, h = 1, 2, ...,H.

Portanto, o problema consiste em minimizar (é posśıvel mostrar isso

através da utilização de multiplicadores de Lagrange)

VesC
′ =

(
H∑

h=1

W 2
h

σ2
h

nh

)(
H∑

h=1

chnh

)
(3)

Contudo, o produto acima nos remete a desigualdade de

Cauchy-Schwarz (CS).
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Alocação ótima de Neyman

A desigualdade de CS, por outro lado, nos diz que(
H∑

h=1

a2h

)(
H∑

h=1

b2h

)
≥

(
H∑

h=1

ahbh

)2

e que a igualdade só obtida se bh
ah

= k ,∀h

Fazendo ah = Whσh√
nh

e bh =
√
chnh em (3), obtem-se que tal

expressão atinge seu ḿınimo, quando

bh
ah

=

√
chnh

Whσh√
nh

=
nh
√
ch

Whσh
= k

em que k é uma constante.

Prof. Caio Azevedo

Amostragem Estratificada (AE): parte 1 38



Alocação ótima de Neyman

Tem-se, então, que (3) é ḿınimo quando

nh = k
Whσh√

ch
. (4)

Contudo, como
∑H

h=1 nh = n, tem-se, de (4), que

k =
n∑H

h=1 Whσh/
√
ch

. (5)
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Alocação ótima de Neyman

Logo, de (5) em (4), vem que:

nh = n
Whσh/

√
ch∑H

h=1 Whσh/
√
ch

= n
Nhσh/

√
ch∑H

h=1 Nhσh/
√
ch

que é a forma de se alocar as unidades amostrais, ao longo dos

estratos.

Adicionalmente, para C ′ fixado, o tamanho ótimo da amostra é

dado por (exerćıcio):

n = C ′
∑H

h=1 Nhσh/
√
ch∑H

h=1 Nhσh
√
ch
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Alocação ótima de Neyman

Para Ves fixado, o tamanho ótimo da amostra é dado por (exerćıcio):

n =
1

Ves

(
H∑

h=1

Whσh
√
ch

)(
H∑

h=1

Whσh√
ch

)

Para o caso em que o custo por unidade observada em todos os

estratos é fixado em c, ou seja, C ′ − co = nc , a alocação ótima se

reduz à

nh = n
Nhσh∑H
h=1 Nhσh

, h = 1, 2, ...,H (6)
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Alocação ótima de Neyman

Neste caso, Ves reduz-se a

Vot =
1

n

(
H∑

h=1

Whσh

)2

=
σ2

n

A alocação descrita em (6) é conhecida como alocação ótima de

Neyman.
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Efeito do planejamento

Vamos comparar o desempenho do estimador para a média sob AE,

em que as amostras em cada estrato são selecionadas segundo um

plano AASc , com o plano AASc , individualmente.

A prova, substituindo-se AASc por AASs , fica como exerćıcio.

Temos que

Vc = VA1 (µ̂) =
σ2

n
;Vpr =

1

n

H∑
h=1

Whσ
2
h =

σ2
d

n

Vot =
1

n

(
H∑

h=1

Whσh

)2

=
σ2

n

Vamos provar que Vot ≤ Vpr ≤ Vc .
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Efeito do planejamento

Temos que

σ2 =
1

N

N∑
i=1

(Yi − µ)2 =
1

N

H∑
h=1

Nh∑
i=1

(Yhi − µ)2

=
1

N

H∑
h=1

Nh∑
i=1

([Yhi − µh] + [µh − µ])2

=
1

N

H∑
h=1

Nh∑
i=1

(Yhi − µh)
2 +

1

N

H∑
h=1

Nh (µh − µ)2

=
1

N

H∑
h=1

Nh∑
i=1

Nh
(Yhi − µh)

2

Nh
+

1

N

H∑
h=1

Nh (µh − µ)2

=
H∑

h=1

Whσ
2
h +

H∑
h=1

Wh (µh − µ)2 = σ2
d + σ2

e
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Efeito do planejamento

Assim, do resultado anterior, temos que

σ2

n
=

σ2
d

n
+

σ2
e

n
→ Vc = Vpr +

σ2
e

n
(7)

→ Vc ≥ Vpr

pois
σ2
e

n ≥ 0. Por outro lado, por construção Vot ≤ Vpr . Além disso,

podemos provar (Exerćıcio), que

Vpr − Vot =
1

n


H∑

h=1

Whσ
2
h −

(
H∑

h=1

Whσh

)2


=
1

n

H∑
h=1

Wh (σh − σ)2 =
σ2
dp

n
(8)
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Efeito do planejamento

Em que σ =
∑H

h=1 Whσh que, juntamente com σ2
dp, indica a

variablidade entre os desvios-padrão dos estratos.

Quando maior for a heterogeneidade dos dados pelos estratos, com

mais ênfase recomenda-se o uso da alocação ótima.

Portanto, de (8) em (7), temos que

Vc = Vpr +
σ2
e

n
= Vot +

σ2
e

n
+

σ2
dp

n
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Efeito do planejamento

Sempre que os estratos tiverem médias distinstas (σ2
e grande),

deve-se usar alocação proporcional, ou ótima.

Se, além disso, também os desvios-padrão de cada estrato diferirem

muito entre si (σ2
dp grande), recomenda-se a alocação ótima.

Prof. Caio Azevedo

Amostragem Estratificada (AE): parte 1 47



Alocação proporcional × AASc

Temos que

EPA(AE1(pr1)) =
VAE1(pr1)(µ̂es)

VA1(µ̂)
=

Vpr

Vc

=
σ2/n − σ2

e/n

σ2/n
= 1− σ2

e

σ2

Assim, quanto maior for σ2
e (variabilidade entre os estratos), maior

será o ganho da AEpr1 em relação à AASc . Ou seja, quanto melhor

for o processo de estratificação, maior será o respectivo ganho.

Por outro lado, quanto maior for o tamanho da amostra (n) menor

tenderá a ser o ganho da AEpr1 em relação à AASc .

Assim, AE1(pr1) é sempre melhor que AASc .
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Alocação ótima × AASc

Temos que

EPA(AE1(ot1)) =
VAE1(ot1)(µ̂es)

VA1(µ̂)
=

Vot

Vc

=
σ2/n − σ2

e/n − σ2
dp/n

σ2/n
= 1− σ2

e

σ2
−

σ2
dp

σ2

Contudo, neste caso, o ganho em se fazer uma estratificação

apropriada tender a ser maior, devido ao termo −σ2
dp

σ2 .

Por outro lado, quanto maior for o tamanho da amostra (n), menor

tenderá a ser o ganho da AE1(ot) em relação à AASc .

Prof. Caio Azevedo

Amostragem Estratificada (AE): parte 1 49



Observações

Estes resultados indicam que, a não ser em circunstâncias bem

espećıficas, a AE tende a levar à melhores resultados do que a AAS.

Em geral, não é fácil medir o EPA[AE].

Com efeito, temos que:

EP(AE1) =
VAE1(µ̂es)

VA1(µ̂)
=

∑H
h=1 W

2
h σ

2
h/nh

σ2/n
=

H∑
h=1

Wh

ωh

(σh

σ

)2
em que ωh = nh/n.
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Observações

Em linhas gerais, se a estratificação for apropriada, σh/σ < 1 e, por

este termo estar elevado ao quadrado, ele pode “anular” o efeito de

ωh = nh/n (note que nh < n).

No entanto, há casos em que a estratificação leva à resultados piores

(Exerćıcio 4.34, livro “Elementos de Amostragem”).
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