Amostragem por conglomerados em dois estagios

(AC2E): uma introdugdo
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Motivacao

m Na presenga de conglomerados homogéneos (elementos dentro de
cada conglomerado muito parecidos entre si) o uso da AC
(completa) (selecionando-se todos os elementos de cada

conglomerado) se torna menos indicada.

m Dado que os elementos sao muito parecidos entre si, eles trardo a

mesma informac3o, essencialmente.
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Motivacao

m Considere que os elementos dentro de cada conglomerado sio todos
iguais entre si. Basta selecionar um elemento dentro de cada

conglomerado.

m Uma alternativa: selecionar conglomerados e, destes, selecionar um

determinado nimero de elementos.

m Observacdes: as definicdes e notacles sdo, essencialmente, as

mesmas definidas para o plano AC (Parte 1, Parte 2).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_AC_Amost_P1_2S_2022.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_AC_P2_Amost_2S_2022.pdf

Descricao do plano de Amostragem por conglomerados em

dois estagios (AC2E)

m Apds a populagdo estar agrupada em A conglomerados, procede-se

da seguinte forma:
m Selecionam-se, aleatoriamente, no primeiro estdgio, a conglomerados,
segundo algum plano amostral.
m De cada conglomerado selecionado, sorteiam-se b, elementos,
segundo o mesmo ou outro plano amostral.
m Pode-se usar em cada estagio AAS. ou AAS:;.
m Consideraremos, somente, AAS. no dois estdgios. Veja as
referéncias, para as outras combinacdes.
m Exercicio: repetir os desenvolvimentos considerando AAS, em cada

estdgio.
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Exemplo

m Considere uma populagdo agrupada em 3 conglomerados, como se

segue (0 mesmo visto aqui):

U= {(1)’ (273’4)’ (576)} = {C17 G, CS}

em que G = {1}, G ={2,3,4} e GG = {5,6}.
m O plano amostral adotado consiste em sortear dois conglomerados,
sem reposicdo, e de cada conglomerado sorteado, sortear um

elemento com igual probabilidade.

m Espaco amostral: construgdo em dois estdgios.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_AC_Amost_P1_2S_2022.pdf

Exemplo

m Espaco amostral em fun¢do dos conglomerados (primeiro estdgio):
ScU) = {GG GG GG, GG, GG, GG}
= {5617 Sc2, Sc3, Sc4, Sc5, $c6}-
m Cada ponto (s.;) tem probabilidade de 1/6 de ser selecionado.

m Supondo, por exemplo, que o ponto C; G, foi selecionado, entdo
S(Cl CQ) = {].27 ].37 14} = {51, So, 53}.

m Condicionado-se a este subespaco (S(C; (,)), cada elemento (s;)

terd probabilidade de 1/3 de ser selecionado aleatoriamente.
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Exemplo

m Utilizando-se a probabilidade (marginal) de selecdo do ponto (G ()
e condicional de cada par ({12,13,14}), temos que a probabilidade

de sorteio de cada um desses trés elementos é
P(S,') = P(si|SCi)P(SCi) =

m Ao se considerar todas as possibilidades de pontos de Sc(U) e de
cada um dos pontos associados a cada um desses (pares de
elementos), teremos bem caracterizado o plano amostral, que pode
ser visto aqui, lembrando que d = (12,7,9,14,8,10)" e x = 10,
02=34/6, N=6, B=2e A=3.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Amostragem%20AC%20em%20dois%20est%C3%A1gios%20Amost%20ME%20430%202S%202022.ods

Inferéncia

a
. . . ~ 1 ~
m Considere o seguinte estimador Jip. = — E 120, €m que a denota o
a
a=1
nimero de conglomeradas selecionados no primeiro estagio e fip, a
média dos elementos selecionados, no segundo estagio, do

conglomerado a.

. ~ sy + Hs, o
m No exemplo em questdo temos que jioc = —————=, em que [s, €
2
a média (no caso o préprio valor) dos elementos do conglomerado

ii=1,2.
m Perceba que temos duas fontes de aleatorieade: 1 - selecdo de

conglomerados, 2 - selecao de elementos dentro dos conglomerados.
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Inferéncia

m Com base nos resultados descritos aqui temos que a distribuigdo

exata de Jio. neste caso, é dada por:

H2c 75 85 95 10 105 11 12 13
P(fic) 1/18 1/9 1/6 1/6 1/9 2/9 1/18 1/9
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Inferéncia

m O que nos leva a E(fiac) = 10,33 e V(jiac) = 2, portanto, fizc é um
estimador viciado. Note que este estimador corresponde a média
aritmética (simples) entre as médias dos elementos de cada

conglomerado selecionado.
a
. : . ~ 1 B, .
m Considere, agora, o seguinte estimador fipc; = — g fﬂa'
a

a=1
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Inferéncia

m Fazendo os desenvolvimentos de modo semelhante ao caso anterior,

temos que a respectiva distribuicdo de probabilidade (exata) é dada

por:
fow 7 8 825 925 975 1025 10,75 11,75 135 145 155
~ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
P(i2a) 5 5 5 15 5 15 15 is 5 % 1
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Inferéncia

m O que nos leva a E(fiac1) = 10 e V (iac1) = 6,92.
m Isso nos sugere que o estimador (fixc1) seja ndo viciado.

m Mas, EQM(fizc1) = V(fi2c1) = 6,92 ¢
EQM(fize) = V(Jiac) + B(jinc)? ~ 2 + 0,11 = 2,11, ou seja,

EQM(fizc1) > EQM(Liac).
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AC x AC2E

I R
m Considere os dois estimadores: fic, = 3 E to (AC) e
a=1

PO R
Hoe =~ z;Mza (AC2E).
a=
m No primeiro caso (AC) note que, dados os conglomerados sorteados,

e, o =12 ... a, sao nao aleatdrios, uma vez que de cada um

daqueles considerar-se-3o todos os elementos.

m No entanto, no segundo caso (AC2E), mesmo condicionado aos
conglomerados sorteados, i, « = 1,2, ..., a, sdo aleatérios, uma
vez que de cada um daqueles sortear-se-30 em certo niimero de seus

elementos.
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Inferéncia

m Como a amostragem ¢é feita em dois estdgios, ou seja, primeiro
selecionam-se os conglomerados e, depois, os elementos dentro de
cada conglomerado, podemos calcular a esperanca e a variancia
usando resultados de distribuicdes condicionais.

m Por exemplo, para o par (1 G, temos que S(C1 G) = {12,13,14},
de sorte que: [ipc1[12] = 8,25, fi2c1[13] = 9,75 e [iac1[14] = 13,5
(valores possiveis do estimador fipc1).

m Usando-se o indice 2 para indicar o valor esperado condicional ao

particular par de conglomerados, tem-se.

~ ~ 1
52(u2c1) = 5(M2c1|C1 C2) = §
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Inferéncia

m Estendendo-se os desenvolvimentos para dos demais pares, teremos
a seguinte distribuicdo condicional (note que estamos relaxando a
notacdo apropriada para distribuicGes de probabilidade e, também,

estamos condicionando nos pares de conglomerados C;C;):

Sc - Cl C2 Cl C3 Cz Cl C2 C3 C3 C1 C3 C2
E(ea| G C) 105 75 105 12 75 12

P(E(ficg =r|CC)) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
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Inferéncia

m Usando-se, agora, o indice 1 para indicar a esperanca calculada no

espaco amostral gerado pelos conglomerados, tem-se

(10,5+7,5+10,5+1247,5+12) =10

[N

&1 (i) =

m Esse modus operandi é bastante (til quando se tem varios niveis de

selecdo no plano amostral.

Prof. Caio Azevedo



Notacoes

m As notacdes serdo basicamente aquelas que foram utilizadas na AC e
o planejamento amostral ja fora descrito na pagina 4.
T AT T
m Lembrando - média populacional: p=y=—=—= ==
pop L=y N AB B
1B
m Estimador (utilizado): fipc1 = — Z — o, €m que fi, é a média
a a=1 B

dos elementos selecionados do conglomerado a (que também fora

selecionado).

m Para outros estimadores veja as referéncias, incluindo o livro

Bolfarine & Bussab (2005).
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Inferéncia

m Valor esperado e variancia.

m Sejam X e Y duas varidveis aleatérias definidas no mesmo espaco de

probabilidade. Ent3o

Ex(X) = Ev(Exy(X]Y))

V(X) = Ey(Vx )y (XIY)) + Vy (Ex|y (X]Y)).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_Inf_Mest_2S_2022.pdf
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Inferéncia

m Vamos utilizar as notacdes definidas anteriormente, ou seja,
E(()ISc(U)) = &((.)) (entre os elementos, condicionado no espago
amostral gerado pelos elementos dentro dos conglomerados) e &;(.)
(esperanga em func¢do do espaco amostral gerado pelos

conglomerados).

m Assim, temos que

E(fac1) = E1(E(fiacr))- (1)
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Inferéncia

m Dentro do a—ésimo conglomerado (sorteado e com B, unidades),
os b, elementos s3o selecionados segundo uma AAS.. Assim, dessa
parte, vem que:

Ea(fl2c1) (2)

m\»—l

oo A 1
Efz 52

oa\\g

m Atencdo: Note, no entanto, que i, € uma varidvel aleatdria que
representa a média do a—ésimo conglomerado sorteado, pois serdo

sorteados b, < B, elementos, daquele.
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Inferéncia

m Suponha uma populacdo formada de A elementos (conglomerados) e
. B
defina x, = ﬁaua, a=1,2..,A
m Assim, a média, sob uma amostra de a unidades (AAS.), digamos,

- 1< 1B,
X:;ZXQZEO;fua,etalque

a=1 \
&(X) = 2 Z %Na = (3)

a=1

(conforme visto aqui).
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Inferéncia

m Logo, de (2) e (3) em (1), vem que:

E(fizer) = &1(X ( Z — ua> = p.

m Portanto, Jioc1 € um estimador n3o viciado para p.

m Para a varidncia, temos que:

V(fizc1) = &1 (Va(fi2c1)) + Vi (E2(fi2e1)) (4)

m Primeiramente, note, pelos mesmos argumentos anteriores, que
- 1< B, 2 1 /B 2
VIX) = M [2) = | = 2= =l —
1(X) 1<aZB“> . aA;<Bu u)
= = (5)
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Inferéncia

m Por outro lado, pelo mesmos argumentos que nos levaram a
Equagdo (2) (sob AAS. e lembrando que tomaremos uma amostra

de b, elementos do conglomerado «), temos que:

_ 1 (B2, -
Vo(floc1) = 2 <B> Vo(fia)
a=1
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Inferéncia

m Com efeito, utilizando-se raciocinio andlogo aquele utilizado para

Xa, Vem que:

&1 (Va(izer))

— 1
em que V = —
a

1 SN (By\? o2 — 1
= 51(32 (B) )ZEI(V)ZVZAZVO‘

a

Z V. é a média de uma amostra de tamanho a de

a=1

uma populagdo com os valores Vi, ..., Va.
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Inferéncia

m Para a segunda parte, temos, de (2) e (5), que:

Vi) = vy B ) enm = &
1(c2(H2c1 = 1 aQZIEMa =W =7,
A 2
a2 (G )
= A (B (7)
aAa:1 B
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Inferéncia

m De (6) e (7), em (4), finalmente, temos que:

Viize1) = AZ( ) aAZ<B>bi

ou seja, a variancia do estimador é a soma da variancia entre e a
variancia dentro dos conglomerados, diferentemente do mesmo
estimador sob AC (um Unico estdgio), cuja varidncia dependia

apenas da varidncia entre conglomerados.
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Inferéncia

m Podemos, ainda, escrever a variancia acima como

2 2
g O2dc

V(fize1) = fcr + oy

A 2 A
1 B, \? ¢ 1
em que U%dc = Z E (B) ng e w = Z E ba.
a=1 « a=1
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Inferéncia

m Estimadores n3o viciados, para as duas varidncias acima, sdo dados,

respectivamente, por

a
=2 1 e
B 05y = — =) 52, em que G2 é a varidncia amostral do
B

a b
a=1 @

conglomerado o = 1,2, ..., A, dividida por b

~ 2
~2 2 Glde 1 B ~
B Oect = O2ect — » €m que JZect =L 1 = /Jfa — H2c1

s
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Intervalos de confianca, testes de hipdtese e tamanho

amostral

m Assim como no caso de AC, os resultados assintdticos usuais s3o
vélidos ndo somente quando a e A s3o suficientemente grandes, mas

também quando b, o foram, a =1,2,..., A.

b
m Tais resultados podem ser utilizados para construir IC's, testes de
hipdteses e determinar tamanhos de amostra de modo semelhante

ao que foi feito para AC, veja aqui.
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Coeficiente de correlacao intraclasse e EPA

m Pesquisar sobre os dois outros estimadores (usuais) e como os trés se
comportam sob conglomerados de igual tamanho (populacional e
amostralmente), bem como sob conglomerados de tamanhos

diferentes.

m Sob conglomerados de mesmo tamanho (B, = B) (populacional) e

(by = b) (sorteado), Vo, temos que

(AC2E)EPA(fizc) = 1+ pime(b—1)

(AC)EPA() = 1+ pim(B—1)
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Coeficiente de correlacao intraclasse e EPA

m Em que iy e fic sdo, respectivamente, o estimador (aos quais se
igualam os trés) sob os planos AC2E e AC, quando todos os
conglomerados (populacionais e amostrais) possuem o mesmo
tamanho.

m Note que, se pj,r > 0, em que B e b s3o, respectivamente, o
tamanho de cada conglomerado, e o tamanho da amostra sorteada

em cada conglomerado sorteado, ent3o:

<1

VAC2E1(ﬁ2C) o 1+ pint(b -1
1

)
Vac (Bic) 1 + pint(B — 1)

m Pesquisar sobre como os resultados se apresentam no caso de
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