Amostragem aleatéria simples sem reposicao

(parte 2)
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Estimacao da proporcao populacional

m Populacdo: observagdes univariadas - yi, ..., yy (varidveis ndo
aleatdrias), em que y; é a observacdo relativa ao individuo i
(podemos também considerar observagdes multivariadas).

m Temos que y; = 1 se o individuo / possui a caracteristica de interesse

e 0 caso contrdrio.
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Estimacao da proporcao

m Exemplos: presenca de alguma doenca, procedéncia (1 se é oriundo
de determinado lugar, 0, caso contrario), inadimpléncia (1 se

inadimplente, 0 caso contrario).

m Os procedimentos definidos anteriormente, em principio, se mantém
(slides AAS; parte 1, link). A principal diferenca, de forma geral,

reside na estrutura da varidvel de interesse.
A . oy LN
m Pardmetro de interesse: p= 5 > i, yi.

m Lembremos que y; = y¥, Vk € R*.
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Estimacao da proporcao

m Estimador “natural”:

L1 y 1
p = ;; i—;Z}’i

i€S
N
1
= *ZFM
n <
i=1

m Note que, neste caso, a variancia populacional

o2 = L5V (v — p)? toma a seguinte forma:

N
1 1
o? = 5> (7 —2mp+p?) = (Np— Np?)
i=1
= p(l—=p)=pg,q=1-p

m Consequentemente, 52 = ﬁ vazl (vi — P)2 = %02 = %Pq
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Propriedades do estimador

m Note que, essencialmente, p é uma média amostral (de varidveis
bindrias), semelhante a i (aqui).
m Portanto, as propriedades de p sdo semelhantes as de [i (lembrando
que f = ), sob AAS;, por exemplo:
n Ey(P) = Ey (1) = 3 XL Vi€ (F) = 3 X1, Vi = 1 Yoiea ¥Yi = P
B VA (B) = Va(R) = (1- ) 5 = (1 - ) gy 5 = R=1e,

imativa: B N
m Estimativa: p=2Y. yi =131 fiyi
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Propriedades do estimador

m Vimos também que um estimador n3o viciado para a variancia

populacional (s? = %pq) é dado por

1 < 1 <
~2 ~\2 ~2
e M P
N
1 o
= Fi(yi —
1 (vi —P)

i=1
m Note, no entanto, que neste caso

n

. 1 o
s = nfl,;(yfz—”iﬁf):

n—1 (nﬁ— nﬁz)

no .

= A:l—/\
——Pa:q p
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Propriedades do estimador

m Consequentemente, um estimador n3o viciado para a variancia do

estimador é dado por:

~2 A~ A~

G npq pq
1-f)—=1-f)———=(1-f
(=07 =P =002
m Analogamente ao caso da média, temos que
PP oy 2w
N:’i’p—,? N—n—soco (1 — f) (n‘fll) N—n—oco
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Comparacao dos estimadores sob os planos A; e A,

m O estimador para a proporcdo sob AAS. ou AAS;, é o mesmo.
m Temos que E4,(p) = p, i =1,2.
m Portanto, o efeito do planejamento (EPA), do estimador sob o plano

A, em relacdo ao plano Ay, é dado por:

_ Va(p) (1) gg i _ N
EPA= o B = %q = (1)~

m Assim, quando N — 00, Va,(P) — Va,(P) (semelhante ao que

ocorre com [i).
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Comparacao dos estimadores sob os planos A; e A,

m Consequentemente, temos que o plano AASs é melhor do que AAS,,
tendendo ambos a serem equivalentes, a medida que o tamanho da

populacdo tende a infinito.

m Exercicio: Calcular o EPA para 7.

m Defina um estimador para o EPA, da seguinte forma: EPA = ?2%'
A1

em que 6 é um estimador escolhido, para o parametro de interesse

(0) e 9A(§) é o estimador da variancia do estimador de 8. Exercicio:

calcular o EPA para os estimadores [i, T e p.

m OBS: Se for necesssario, é possivel ser mais especifico com relacdo a

notacdo do EPA (EFZ\) ou seja, escrevendo EPA(O)(EPT‘\(G)).
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Intervalo de Confianca

m Erro-padrdo do estimador: EPa,(p) = \/Va,(P).
= Um estimador da variancia do estimador: Va,(p) = (1 — f) 561'

n—

m Um estimador do erro-padrdo do estimador: EF’AZ(;/)\) =/Va,(P).

Prof. Caio Azevedo




Intervalo de Confianca

m Assim, dois intervalos de confian¢a (assintéticos) com coeficiente de

confianca de aproximadamente -y, sdo dados por

IC(p,7) [5_27\/@;5*27 (1—f)n'3_61](1)
IC(n,y) = [ﬁ—zw\/ﬁiﬁﬁ-?/m} (2)

em que P(Z < z,) = e Z ~ N(0,1).

m Erro da estimativa: 27\/(1? ou z, 4(1,, f1)

m O comprimento do intervalo (2) sempre serd maior (ou igual) ao

Q

comprimento do intervalo (1).
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Testes de Hipétese

m Hipdteses usuais (pg conhecido, go = 1 — pyo)
Ho:p=povs Hi:p < po.
Ho:p=povs Ho:p > po.

Ho: p=povs Ho:p# po.

P—po .
VI(N=n)/(N=1)lpoqo/n
m Sob Hp, vimos que Z; ~ N(0,1), para n e N-n suficientemente

m Estatistica do teste Z; =

grandes.

m Defina z; = b—Po o valor calculado da estatistica do
VI(N=n)/(N=1)]pogo/n

teste e z. o(s) valor(es) critico(s).

m Defina ainda Z ~ N(0,1). Os procedimentos s3o andlogos ao caso

da média, com as devidas adaptacoes.
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Determinacao do tamanho amostral: erro da estimativa

Analogamente ao caso da média populacional, temos que

(3)

d =z, (171‘)p—:ﬁn:762

Podemos usar estimativas de p obtidas em pesquisas anteriores, sob uma

amostra piloto ou, considerar o pior caso, em termos da variabilidade dos

dados. Neste Ultimo caso, temos que:
1

462 1
Z TN
v

n= (4)
Isto vale para qualquer um dos dois critérios: erro da estimativa e
precisio. Note que o tamanho da amostra fornecido por (4) serd maior

ou igual aquele fornecido por (3).
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Estudos de simulacao

m Distribuicdo assintética do estimador para a propor¢do. Tamanho da
populagcdo N = 100.000.
m Vdrios cendrios, variando em func3o do valor verdadeiro da

propor¢ao populacional p.

mp=
(0,01;0,05;0,10;0,25; 0, 35; 0, 50; 0, 65; 0,75; 0,9; 0,95; 0,99) .

m A distribuicdo, (em principio), da varidvel de interesse é Bernoulli(p).
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Estudos de simulacao

m Quatro tamanhos amostrais (30, 50,100, 1000), em termos
percentuais, com relagdo ao tamanho da populagdo
(0,03%,0,05%,0,1%,1%).

m Estudar a distribuigdo amostral (empirica) com base em R = 1.000

réplicas (amostras selecionadas da populagdo de interesse).
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Otimalidade dos estimadores

m Vamos nos concentrar na média amostral e na classe de estimadores

nao viciados que sejam combinagdes lineares das varidveis aleatérias
(Y1, .ery Ya).
m Os resultados para os outros pardmetros sdo andlogos.

m A forma geral do estimador em questdo é dada por
n
//Zsc = Z GV
i=1

m Note que, sob AAS:(Az) temos que Y/s ndo sdo mais independentes
(embora ainda sejam “identicamente distribuidas” (pelo menos em
relagdo a alguns momentos)) Exercicio 2.9, livro: “Elementos de
Amostragem”). Temos que E(Y;) = p, V(Y;) = X=2s2,

2 . .
Cov(Y,Y)) = =5, Vi #J.
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Otimalidade dos estimadores

= Note que E(fisc) = Y0, GE(Y)) = Y0, 6.
m Exercicio: provar que fisc € um estimador n3o viciado se e somente

se

ZC,’ZI (5)

m Definac=13%"", ¢. Pode-se provar que (usando (5) e

X g GG =1-30,¢)
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Otimalidade dos estimadores

m Assim, temos que:

Vi) = v+ Y CoraYigY)
i=1 ,'j:liz#,/,.,,N
N—-1 2 . 2 s
= S Y] ClC:l
N — N i
ij=1,2,..., N

m Devemos entdo minimizar g(c) =Y/ 2 — £+ A (X7 —1),

. o T
em ¢ = 1,2,...,”, C = (C17 -~-aCN) .
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Otimalidade dos estimadores

m Derivando g(c) com relacdo a A e ¢;,i =1,2,..,n, e igualando cada

uma das n+1 equacdes a 0, vem que

Zn:c,-—lzo (6)

2¢i+A=0 (7)

m De (6) vem que > 7, ¢; = 1(x). Assim, utilizando (*) em (7),
i=1,2,...,n, tem-se que X\ = —2(xx).

= Logo utilizando (**) em (7), tem-se que ¢; = 2, i=1,2,...,n. O
que implica que o estimador 6timo € dado por jisc = %27:1 Y.

m Utilizando desenvolvimentos analogos, obtemos resultados

semelhantes para a estimacdo de 7 e p.
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