Amostragem aleatéria simples sem reposicao

(parte 1)
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Estrutura geral

m Temos uma populagdo de interesse de tamanho N e desejamos
realizar inferéncias sobre algum pardmetro (média, total, proporcdo,
varidncia) dessa popula¢do, com base em uma amostra de tamanho

n.

m Com algumas adaptacdes, os resultados a serem vistos poderdo ser

utilizados mesmo se N for infinito.

m Populag3o: observa¢des univariadas - yi, ..., yy (varidveis ndo
aleatdrias), em que y; é a observagdo relativa ao individuo i
(podemos também considerar observacdes multivariadas
yi = (¥i1, -, Yip)"t). Exemplos: peso, altura, intengdo de voto,

conhecimento em alguma drea.
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Estrutura geral

m Objetivo: estimar pu = % Z,N:l yi (média, ou proporg¢do se os y/s
foram varidveis binarias), 7 = Z,N:l yi = Npu (total), varidncia
(0% = % Xy (i — w)?/s? = g il (vi — 1)) (esta, as vezes,
tem de ser estimada para se poder fazer inferéncia para parametros
de interesse como a média, total, propor¢do etc), com base na
amostra de tamanho n, com reposi¢3o.

m Amostragem aleatdria simples sem reposicdo (AASs = Ay).

m Amostra {yi,, Yk ---s Yk, 1» €m que k; € {1,2,..., N}. Por exemplo,
Se N =5 en =3, podemos ter {y», 3, y5}.
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Mecanismo de sorteio da amostra

Dado que os elementos da populacdo estdo numerados de 1 a N,
sorteia-se um elemento, segundo algum procedimento de geragdo de
ndmeros aleatérios (link 1, link 2).

O elemento selecionado é retirado da populagio.

Repete-se os procedimentos 1 e 2, n — 1 vezes.

No R:

m Fungdo “sample”.
m Pacote “sampling”.

m Pacote “survey”.
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https://www.amazon.com/Introducing-Monte-Carlo-Methods-Use/dp/1441915753/ref=sr_1_6?dchild=1&keywords=simulation+methods+in+R&qid=1629207807&sr=8-6&asin=1441915753&revisionId=&format=4&depth=1
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Sim_VA.pdf
https://statisticsglobe.com/sample-function-in-r/
https://cran.r-project.org/web/packages/sampling/index.html
http://r-survey.r-forge.r-project.org/survey/

Notagdes/exemplo (univariado)

m Populacdo:
m “Labels” - U ={1,...,N}.
m Varidvel (n3o aleatéria) - y = (y1, ..., yn)' (valores da caracteristica

de interesse para cada elemento na populag3o).

m Amostra
m “Labels” - {1,...,n}.
m indices dos elementos a serem selecionados: S = (K1, ..., Kn)
(varidvel aleatéria) e s = (ki, ..., kn) (0s respectivos valores

observados, indices sorteados).
m Varidvel (aleatéria) - Y = (Y1, ..., Y»)" (valores da caracteristica de

interesse para cada elemento sorteado).
m Exemplo: Suponha N=3, y = (y1,y2,y3)", n =2 e que s = (2,3).
Assim, kl = 2, k2 = 3, Yl =)y € Y2 = V3.
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Estimacao da média

m Estimador natural (sob duas formas diferentes):

n

o= Y=1yvi=lyy, (1)
i=1 i€S
1
no= YZ;ZA/W, (2)

1

em que, na Equagdo (1) V;,i=1,.,ne S = (K, ..., K,) sdo
varidveis (vetores) aleatdrios, enquanto que na Equacdo (2) A; é
uma v.a. que indica se o elemento / elemento da populagdo
apareceu na amostra, e s representa a amostra sorteada, ou seja:

A 1,se o individuo i foi selecionado
i= ‘.
0, caso contrario
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Estimacao da média

m Utilizar a forma (1) e considerarmos a distribuicdo das varidveis
Y =(Y1,..., Ya)! (esses desenvolvimentos dependem da distribuicdo

considerada para a amostra).

m Neste caso, Y;,i = 1,.., n sdo varidveis aleatérias. Esta abordagem é
vista nos cursos (usuais) de Inferéncia Estatistica e pode levar a
inferéncias exatas, desde que as suposi¢Ges sobre a distribuicdo de Y

sejam vilidas.

m Note que, neste caso, como n3o ha reposi¢do as varidveis Y/s ndo

sao independentes nem identicamente distribuidas.

m Utilizar a distribuicdo de S pode ser bem complicado.
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Estimacao da média

m Utilizar a forma (2) e considerarmos a distribuicdo das varidveis
A = (Aq,...,An)" (mais geral, ou seja, em principio, os resultados
se aplicam, independentemente da distribuicdo de Y).

m Neste caso, A;, i = 1,.., N s3o varidveis aleatérias (y;,i = 1,2,..., N
sdo varidveis n3o aleatdrias). Esta abordagem leva a inferéncias

won

aproximadas (“n" e “N — n"suficientemente grandes).

m Uma vantagem é que ela se aplica, em principio, independentemente

da forma da distribuicdo de Y.
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Estimacao da média

m Resultados (link 1, link 2, link 3) (i.d. - identicamente distribuidas):
Note que, nesse caso, A; = F;.

F; "< Bernoulli(n/N). Ou seja, P(F; = f) = pfi(1 — p)* 1013 (F),
E(F)=§ V(F)=7(1- %)

Cov(Fi, Fj) = — 1 =2

m; = 5 (probabilidade do i-ésimo elemento aparecer na amostra).
Prova
n
7r,-:P(F,-:1):N.
T = 5 N1 1 (probabilidade do i-ésimo e j-ésimo elementos

aparecerem na amostra).
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https://www.amazon.com.br/Probabilidade-Aplica%C3%A7%C3%B5es-Estat%C3%ADstica-Paul-Meyer/dp/8521602944
https://redeabe.org.br/site/livro/elementos-de-amostragem
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_7_ME414A_2S_2019.pdf

Demonstracoes

Sob a mesma probabilidade de selecio de cada individuo e usando

técnicas de contagem, temos que:

_ (N—1)!
(L) (1) _ o=

P(Fi=1) = N = NI
(n) nl(N—n)!
(N—=1)!
(n—1)t N
N(N-1)! T N

n(n—1)!
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Demonstracoes

Por outro lado, temos que
Cov(Fi, Fj) = E(FiF;) — E(F)E(F))

mas

1 1
E(FF) = Y D fifiP(Fi=fi.F=f)

’ ()
_ Eame _an-1(n-2)! _ (N-2)
AT (n—2)  N(N—1)(N-2)!
n(n—1)

N(N — 1)
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Demonstracoes

Assim
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS;

m Valor esperado

1 N 1 N 1N ny;
i=1 i=1 ;
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS;

m Variancia do estimador

N
=N 1
Va, () = ,12V<§ Fi}’i)
i—1

1
= 5 Zy?VAz(Fi)"" Z COVA2(Fiyivijj)

i=1 i#j,
ij=1,2,...,N

N
- w2 e-Rl- 2 ynyN"z(N_"f)

ij= 12

= nlz< T ) Zy,—i Z Yiyj

I#J
ij=1,2,.
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS;

m Cont.
Lembrando que (Exercicio) 3, yiyj = — SN VR N2 e
(i)=Y v - e denotando f = &), vem que
S (i — 2=,y — Np? (e d dof =) q

PTeY S )
= %(1* +) m (N;y?;y? N2u2+2y;2>

i=1
1 1 N
N & T A . 2 _ p2,2

- (%5 7 (ﬁ;y?—w) —a-nS
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS;

m O estimador para a média sob AAS. ou AAS;, é 0 mesmo.
m Temos que &4, (1) = p, i =1,2.

m Por outro lado, Va, (i) = 2 o Va, () = (1 — f)% em que

n
f=4€(0,1)eo?="N51s%
m Portanto, o efeito do planejamento (EPA), do estimador sob o plano

A, em relacdo ao plano Ay, é dado por:

Va, (ﬁ') § N

BPA= i — =Nz =0-1) ~(1-f)

~—
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS;

m Assim, se N — 0o, entdo Va, (1) — Va, ().

m Consequentemente, temos que o plano AAS; é melhor do que AAS,,
tendendo ambos a serem equivalentes, a medida que o tamanho da

populagdo (e o da amostra) tende(m) a infinito.
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Comparacao dos planos amostrais
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Comparacao dos planos amostrais
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Comparacao dos planos amostrais
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Comparacao dos planos amostrais
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS;

B Resumidamente, Ea, (1) = 1 e Va, (1) = (1 — f)s—n2 Podemos provar,
sob AAS;, que [i é consistente.

m A distribuigdo exata é bastante complicada de ser obtida (média de
uma combinagdo linear de um vetor aleatério com distribuicao
multinomial).

m Distribuigdo assintética: note que em {F;};>1 os F;'s sdo
identicamente distribuidos mas n3o independentes. O TCL padrao

ndo se aplica.

. e N
m Estimativa 1 = %Z,Es Yi= %E,-zl fiyi.
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS;

m Discutiremos, com mais detalhes (mais a frente), como se obter os
resultados assintéticos mas, por enquanto, sob certas condicdes,

entre elas, n e N-n suficientemente grandes, temos que

~

- D

I
V(L =1F)s?/n WSO

N(0,1) (4)

ou

i ~ N(u, (1 — f)s®/n), para n e N-n suficientemente grandes.

m Problema: s?, quase sempre, é desconhecido. Faz-se necesséario
considerar um estimador consistente (de preferéncia n3o viciado),

para se poder usar o Teorema de Slutsky.
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS;

m Vamos considerar o seguinte estimador
~ 1 ~\2 1 N ~\2
S =0 Y (Yi—m)= o1 2iea Fi lvi = 1)”

m Note que (lembrando que vazl y? = (N —1)s? + Np?)

~ 1 . .
EA2(52) = n_ 15A2 (E Yi2 - np’2>
i=1
1 N
_ 2 | ~2
T n_1 [gAz <’-§:1 Yi FI> ngAZ(ILL )

—_

continua no préximo slide.
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS;

Ep (52
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS;

m A prova de sua consisténcia, i.e.,

também serd discutida mais a frente.

m Portanto, dos resultados (4) e (5), temos que

[ R ey
VA =£)32/n /(1-F)s?/n

D

n— oo,
N—n— o0

N(0, 1)

s
5

pelo Teorema de Slutsky.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_TH_TA_Inf_Mest_2S_2019.pdf
https://www.amazon.com/Asymptotic-Statistics-Statistical-Probabilistic-Mathematics-ebook/dp/B01DM26QQ4/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=from+finite+samples+singer&qid=1629211450&sr=8-1

Intervalo de Confianca

C oty 2 1 ~\2 1 N 2
m Estimativa: 5° = 5>, (vi— )" = =3 > e fi(yi — 1)~
m Assim, um intervalo de confianca (assintético) com coeficiente de

confianca de aproximadamente ~y é dado por

IC(1,7) = [ﬁ—zM@;ﬁm\/@]

em que P(Z < z,) =" e Z ~ N(0,1).

m Erro da estimativa: z,4/(1 —f
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Testes de Hipétese

m Hipdteses usuais (o conhecido)
Ho:pp=po vs Hi:p < po.
Ho : = po vs Hi: > po.
Ho : po= po vs Hi: p # po.

m Estatistica do teste Z, = —L=£%  em que § = V/52.
N TV
m Sob Hp, vimos que Z; ~ N(0,1), para n e N-n suficientemente
grandes.
m Defina z; = L1t o valor calculado da estatistica do teste e z.

s/(—H/vn

o(s) valor(es) critico(s).

m Defina ainda Z ~ N(0,1).
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Testes de Hipétese

m Procedimento para testar o conjunto de hipdteses [1]

m Valor critico

m P(Z < z|Hp) = a.

m Se z: < z. rejeita-se Hp, caso contrario, ndo se rejeita.
m p-valor (nivel descritivo)

m p— valor = P(Z < z/|Hb)
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Testes de Hipétese

m Procedimento para testar o conjunto de hipdteses [2]

m Valor critico

m P(Z > z|Hp) = a.

m Se z: > z. rejeita-se Hp, caso contrario, ndo se rejeita.
m p-valor (nivel descritivo)

m p— valor = P(Z > z/|H)
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Testes de Hipétese

m Procedimento para testar o conjunto de hipdteses [3]

m Valor critico

B P(Z < z|Hp) = 2.

m Se |z| > z rejeita-se Hp, caso contrdrio, no se rejeita.
m p-valor (nivel descritivo)

m p—valor = 2[1 — P(Z < |z]||Ho)].
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Estudos de simulacao

m Distribuicao assintética do estimador para a média. Tamanho da

populagdo N = 100.000.

m Cinco cendrios, variando em fun¢3o da varidvel de interesse na
populagio (X).
m X ~ N(800,10.000)
= X ~ gama(5;0,00625), E(X) = 800,V/(X) = 128.000.
X ~ t7(800,5000), E(X) = 800, V(X) = 7.000.
X ~ U[400; 1.200].
X ~ 0.5N(200,5.000) -+ 0.5N(600, 5.000)
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Estudos de simulacao

m Quatro tamanhos amostrais (30,50, 100,1000), em termos
percentuais, com relacdo ao tamanho da populagao
(0,03%,0,05%,0,1%,1%).

m Estudar a distribuicdo amostral (empirica) com base em R = 1.000
réplicas (amostras selecionadas, sem reposicdo, da populagdo de

interesse).
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Procedimento para se gerar o grafico de envelopes

(quantil-quantil)

1) Simule n varidveis aleatérias independentes de interesse
(Vi S N(0,1)). Repita este processo m vezes.

2) Ao final teremos uma matriz com valores simulados dessas varidveis
aleatérias, digamos Vj;, i=1,...,n, (tamanho da amostra) j=1,...,m

(réplica).
Vi1 V12 e Vim

V21 Vo ... Wvom

Vnl V2 . Vom
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Cont.

3) Dentro de cada amostra, ordena-se, de modo crescente, os valores

simulados, obtendo-se v(;,; (estatisticas de ordem):

V(l)l V(1)2 . V(l)m

% V, e VO)\m
veo | Vo vee (@)

V(n)l V(n)2 e V(n)m

min v; max v(;

4) Pode-se obter os limites v(;; = 1<j<n €S = 1<iems

i=1,2,....n
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5) Porém, na prética considera-se v(j); = : e
i)(m— + i(m— . . .
V(s = ~Um=2 20D (para se gerar limites de confianga), em que

V(i)(r) € @ r-ésima estatistica de ordem dentro de cada linha,
i=1,2,.....n.
m Além disso, consideramos como a linha de referéncia

Vi) = Do iy i = 1,2,
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n = 30, p—valor (teste—KS) = 0.9922 § n = 30, p—valor (teste—KS) = 0.9922
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normal

n = 100, p—valor (teste—KS) = 0.9932 § n = 100, p—valor (teste—KS) = 0.9932
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t de Stude

n = 30, p—valor (teste—KS) = 0.9304 § n = 30, p—valor (teste—KS) = 0.9304
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t de Stude
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uniforme

n = 30, p—valor (teste—KS) = 0.8445 § n = 30, p—valor (teste—KS) = 0.8445
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uniforme

n = 100, p—valor (teste—KS) = 0.9864 § n = 100, p—valor (teste—KS) = 0.9864
£
3
§ o 2 o
S ™
S
= e
2 S g =
2
2 g 77
2 o
k=] - %
§ = T 1ofA%
S e s T T T T T T T
750 800 850 5 -3 -2 - o 1 2 3
=]
estimativas = quantil da N(0,1)
n = 1000 , p—valor (teste—KS) = 0.6529 § n = 1000 , p—valor (teste—KS) = 0.6529
£
2 o
o P/ 9
8
3 g
g€ - |- Bl
= 8 o 4
g o s
8 S ST A
=
= o
B b
8 S o o
[=3 r T T T 1 = ' f T T T T T T
780 790 800 810 820 5 -3 -2 -1 o 1 2 3
s
=

estimativas quantil da N(0,1)

Caio Azevedo



mistura de duas normais
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mistura de duas normais
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mistura de duas normais
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Determinacao do tamanho amostral

m Estabelece-se algum critério de interesse acerca da acurdcia/precisdo

na estimativa da média populacional.

m Sob o estimador proposto, calcula-se o tamanho da amostra, com

base em sua distribuicdo assintética e critério estabelecido.

—f)s2 . . .
(1=1)%*  Fixa-se um erro de estimativa de

m Erro de estimativa: z,

interesse.

m Precisdo - Probabilidade do médulo da diferenca:

P(li—pl <d)>7v,0>0v€(0,1).
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Determinacao do tamanho amostral: erro da estimativa

v n n NJ 2352 n  z2s2 N
1 52N + 2,352 Nz,%s2 1

— = = =
nooNER T TN AR T g

Em geral, o (um) valor de s? ¢ obtido através de pesquisas anteriores ou

de uma amostra piloto, de tamanho apropriado.
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Determinacao do tamanho amostral: precisao

. = p
Pa, ([0 —pl <d) >~ < PAz(' (1= f)o?/n

V/nd ) V/né
~ P Il < — | >7v¢ — =
A (| | v1—fo 7 Vv1—fo “

>

ﬁ5>

em que Z =~ N(0,1). O que leva ao mesmo procedimento oriundo de se
fixar o erro da estimativa.

Os tamanhos amostrais, sob os planos amostrais A; e A, sdo dados,

respectivamente, por na, = —— e na, = —~—. Assim, nota-se que
2 2ztw

na, > na,.
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Tamanhos amostrais

m Situgbes hipotéticas: cruzamento entre os niveis de diferentes fatores
de interesse
= §€{1,2,510}.
m v € {0,9;0,95;0,99}.
m 5% € {100, 500, 1000, 10000}.
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Tamanhos amostrais

s2 = 100, N = 10000 s2 = 500, N = 10000
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Tamanhos amostrais

s2 = 100, N = 50000 s2 = 500, N = 50000
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Tamanhos amostrais
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Tamanhos amostrais
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Comparagdo dos tamanhos amostrais (v = 0, 99)
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Comparagdo dos tamanhos amostrais (v = 0, 99)
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Comparagdo dos tamanhos amostrais (v = 0, 99)
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Comparagdo dos tamanhos amostrais (v = 0, 99)
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Estimacao do total populacional

N
mT=2yi=Nu
m Estimador “natural”: 7, = 27:1 Y;. Problema: se os y;'s foram

positivos, T, sempre subestimara 7.
m Alternativa 7 = Nji.

m Estimativa 7 = Np
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Propriedades do estimador

B Ea,(T) = Ea,(NI) = NE(j2) = Nu = 7 (n3o viciado).
BV, (T) = N2V, (1) = N?(1 — f)% (a imprecisdo associada a

estimacdo do total é maior do que aquela associada 3 média).
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Propriedades do estimador

m Normalidade assintética, como

lembrando que N € fixo, temos que

Ni = Nyt b, N0,1) — T 7 D

N2(1— £)2/n W2 N

N(0,1)
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Intervalo de Confianca

m Assim, um intervalo de confianca (assintético) com coeficiente de

confianca de aproximadamente ~ é dado por

IC(p, ) ~ [ﬂ— ZWNH;;%L z,Ny/ (1 — f)ﬂ

em que P(Z < z)) =2 e Z ~ N(0,1).

X

m Erro da estimativa: z,Ny/(1 — f)%
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Testes de Hipétese

m Hipdteses usuais (7o conhecido)
Ho:7=movs Hi : 7 < 70.
Hy:7=m9vs Hy: 7 > 70.
Ho:m=mvs Hy: 7 # 70.

m Estatistica do teste Z, = — =0 em que § = V32

N+/(1—F)s//n’

m Sob Hp, vimos que Z; ~ N(0,1), para n e N-n suficientemente

grandes.

7~'7T0
Ny/(1—F)3/ /7
z. o(s) valor(es) critico(s).

m Defina z; = o valor calculado da estatistica do teste e

m Defina ainda Z ~ N(0,1). Os procedimentos s3o andlogos ao caso

da média, com as devidas adaptacoes.
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Determinacao do tamanho amostral: erro da estimativa

v n n N z%szN2 n z%sQN2 N
1 824 2352N z,%szN2 1

— _= — — N = =
n 2252 N2 6% + 222N #225 +1

Em geral, o (um) valor de s? ¢ obtido através de pesquisas anteriores ou
de uma amostra piloto, de tamanho apropriado. Isto vale para qualquer

um dos dois critérios: erro da estimativa e precisdo.
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