Amostragem aleatdéria simples com reposicao

(parte 1)
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Estrutura geral

m Temos uma populagdo de interesse de tamanho N e desejamos
realizar inferéncias sobre algum pardmetro (média, total, proporcdo,
varidncia) dessa popula¢do, com base em uma amostra de tamanho

n.

m Com algumas adaptacdes, os resultados a serem vistos poderdo ser

utilizados mesmo se N for infinito.

m Populag3o: observa¢des univariadas - yi, ..., yy (varidveis ndo
aleatdrias), em que y; é a observagdo relativa ao individuo i
(podemos também considerar observacdes multivariadas
yi = (¥i1, -, Yip)"t). Exemplos: peso, altura, intengdo de voto,

conhecimento em alguma drea.
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Estrutura geral

m Objetivo: estimar pu = % Z,N:l yi (média, ou proporg¢do se os y/s
foram varidveis binarias), 7 = Z,N:l yi = Npu (total), varidncia
(02 = LM (y; — 1)?) (esta, as vezes, tem de ser estimada para se
poder fazer inferéncia para pardmetros de interesse como a média,
total, propor¢3o etc), com base na amostra de tamanho n, com
reposicao.

m Amostragem aleatéria simples com reposicdo (AAS. = A).

m Amostra {yi,, Yk ---s Yk, 1» €m que k; € {1,2,..., N}. Por exemplo,
Se N =5en =3, podemos ter {y», 3, y3}.
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Mecanismo de sorteio da amostra

Dado que os elementos da populacdo estdo numerados de 1 a N,
sorteia-se um elemento, segundo algum procedimento de geragdo de
ndmeros aleatérios (link 1, link 2).

Repoe-se esse elemento na populagao.

Repete-se os procedimentos 1 e 2, n — 1 vezes.

No R: ee

m Fungdo “sample”.
m Pacote “sampling”.

m Pacote “survey”.
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https://www.amazon.com/Introducing-Monte-Carlo-Methods-Use/dp/1441915753/ref=sr_1_6?dchild=1&keywords=simulation+methods+in+R&qid=1629207807&sr=8-6&asin=1441915753&revisionId=&format=4&depth=1
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Sim_VA.pdf
https://statisticsglobe.com/sample-function-in-r/
https://cran.r-project.org/web/packages/sampling/index.html
http://r-survey.r-forge.r-project.org/survey/

Notagdes/exemplo (univariado)

m Populacdo:
m “Labels” - U ={1,...,N}.
m Varidvel (n3o aleatéria) - y = (y1, ..., yn)' (valores da caracteristica

de interesse para cada elemento na populag3o).

m Amostra
m “Labels” - {1,...,n}.
m indices dos elementos a serem selecionados: S = (K1, ..., Kn)
(varidvel aleatéria) e s = (ki, ..., kn) (0s respectivos valores

observados, indices sorteados).
m Varidvel (aleatéria) - Y = (Y1, ..., Y»)" (valores da caracteristica de

interesse para cada elemento sorteado).
m Exemplo: Suponha N=3, y = (y1,y2,y3)", n =2 e que s = (2,3).
Assim, kl = 2, k2 = 3, Yl =)y € Y2 = V3.
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Estimacao da média

m Estimador natural (replicar na amostra a férmula do parametro de
interesse) (sob duas formas diferentes):

n
o= V=23 vi=1 Yy (1)
i=1 ieS
1
po= Y=-3 Fy, (2)
i=1

em que, na Equagdo (1) YV;,i=1,.,ne S = (K, ..., K,) sdo
varidveis (vetores) aleatdrios, enquanto que na Equagdo (2) F; é
uma v.a. que representa o niimero de vezes que o i-ésimo elemento
da populagdo apareceu na amostra.
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Estimacao da média

m Utilizar a forma (1) e considerarmos a distribuicdo das varidveis
Y =(Y1,..., Ya)! (esses desenvolvimentos dependem da distribuicdo
considerada para a amostra).

m Neste caso, Y,/ =1,..,n sdo varidveis aleatdrias. Esta abordagem é
vista nos cursos (usuais) de Inferéncia Estatistica e pode levar a
inferéncias exatas, desde que as suposicGes sobre a distribuicdo de Y
sejam vidlidas.

m Note que, neste caso, como hd reposicio Y; it D(6).

m Utilizar a distribuicdo de S pode ser bem complicado.
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Estimacao da média

m Utilizar a forma (2) e considerarmos a distribuicdo das varidveis
F = (Fy, ..., Fy)' (mais geral, ou seja, em principio, os resultados se
aplicam, independentemente da distribuicdo de Y).

m Neste caso, F;, i =1,.., N sdo varidveis aleatérias (y;,i =1,2,..., N
sdo varidveis n3o aleatdrias). Esta abordagem leva a inferéncias

won

aproximadas (“n" e “N — n"suficientemente grandes).

m Uma vantagem é que ela se aplica, em principio, independentemente

da forma da distribuicdo de Y.
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Estimacao da média

m Resultados (link 1, link 2, link 3) (i.d. - identicamente distribuidas):
F < binomial(n, 1/N). Ou seja,

n\ r n—f
P(Fi=f)= <f> Pf'(l -p) f'l{o,l,z,m,n}(fi)

(Fi, F}) g trinomial(n,1/N,1/N) (i # j), ou seja, os F/s s3o
dependentes e:

n! - f N f—f
P(Fi = fi, Fj = f) mp{’p{(l—pl—pz) it

X 1{0,1,2,...,n—)§'}(ﬁ)ﬂ{O,l,Z,.“,n}(fj-')
m Exercicio: obtenha a distribuic3o de (Fy,, Fy,, ..., Fx. )", em que
{k1, k2, ..., k,} é um subconjunto de {1,2,..., n}.

m Exercicio: obtenha a distribuicdo de (Fy, Fa, ..., Fy)t.
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https://www.amazon.com.br/Probabilidade-Aplica%C3%A7%C3%B5es-Estat%C3%ADstica-Paul-Meyer/dp/8521602944
https://redeabe.org.br/site/livro/elementos-de-amostragem
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_7_ME414A_2S_2019.pdf

Estimacao da média

m Prova (1): para um niimero n de repeti¢cdes, repetimos um
procedimento cujo a probabilidade de sucesso (selecionar o elemento

i) é constante (1/N) e contabilizamos o niimero de sucessos.

m Prova (2): para um nimero n de repetic3es, repetimos um
procedimento cujas probabilidades de interesse (selecionar os
elmentos i e j, i # j) sdo constantes (1/N,1/N) e contabilizamos o

nimero de ocorréncias de cada categoria.
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Propriedades dos F;

COVAl(F,'7 FJ) = —n
m=1-(1- %)n (probabilidade do i-ésimo elemento aparecer na
amostra). Prova
1 n
i=1-P(FF=0)=1—-(1——=] .
m=1-PFE=0=1-(1-)
mi=1-2(1-2%)"+ (1- 2)" (probabilidade do i-ésimo e j-ésimo
elementos aparecerem na amostra). Exercicio: provar esta
propriedade.

As provas dos resultados 1, 2 e 3 decorrem das respectivas distribuicoes
de Fi e (Fi, Fj)".

0
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS,

m Valor esperado

~ 1 N 1Y 1 ny;

Ean(i) = —&a Zﬁ-y,- =Y EalFyi=1 3
N i=1

- %

2\*

m Portanto fi é uma estimador n3o viciado (env)
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS,

m Variancia do estimador

N
=N 1
Va, (i) = ,,2V<E Fi)’i)
i=1

N
1
= S| D vValR)+ > Cova(Fiyi,Fiy)
= i#f,
ij=1,2,...,N

N
1 n(N —1) n
-7 Zy,( w) - X v

i=1 i#f,
ij=1,2,...,N

= Zy,—i > vy

i)
ij=1,2,...,N
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS,

m Cont.

Lembrando que (Exercicio) >, yiyj = — Zf\’zl y?+ N2p? e
N N

Simi(vi— )2 =>i_, y? — Np?, vem que

Va(i) = <Zy, L <N22 Zy,>>
= (/Xl,\,z< Z% ;y?—NzﬁJrZy?)

i=1

1 11 o2
= — [N 2_ N2l =2 = 2_ 2 = 2

Prof. Caio Azevedo




Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS,

. —~ —~ 2

m Resumidamente, €4, (1) = p e Va,(ji) = %-. Podemos provar, sob
AAS., que [i é consistente.

m A distribuicdo exata de i (sob A;) é bastante complicada de ser
obtida (média de uma combinagio linear de um vetor aleatério com
distribuicdo multinomial).

m Distribuicdo assintética: note que em {F;}i>1 os F;'s sdo
identicamente distribuidos mas n3o independentes. O TCL padrdo

nao se aplica.

L N
m Estimativa: p=1%. yi=1%" fiy.

Prof. Caio Azevedo



https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_TH_TA_Inf_Mest_2S_2019.pdf

Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS,

m Discutiremos, com mais detalhes (mais a frente), como se obter os
resultados assintéticos mas, por enquanto, sob certas condicdes,
entre elas, n e N-n suficientemente grandes, temos que

E—p D

—
v U2/" Nn e

N(0,1) (4)
ou
I~ N(u,az/n), para n e N-n suficientemente grandes.

Problema: &2, quase sempre, é desconhecido. Faz-se necessario
considerar um estimador consistente (de preferéncia n3o viciado), para se
poder usar o Teorema de Slutsky.

Prof. Caio Azevedo



https://www.amazon.com/Asymptotic-Statistics-Statistical-Probabilistic-Mathematics-ebook/dp/B01DM26QQ4/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=from+finite+samples+singer&qid=1629211450&sr=8-1

Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS,

m Vamos considerar o seguinte estimador
=L (Y- = R — )
Note que (lembrando que Zf\’:l y? = No? + Nu?)
1 n 1 N
En(@) o1th (; Y7 - ”/72>:n_1 Eay <,z; )/,'2/'_:') - nSAl(ﬂz)l

N
1 o~
= [Zy?«fm) - nép, w]
i=1

1 2 2\ 1 2 o?
n—1 [N(U +M)N n(u +7

2

= nil [no® + np? — np? — o®] = o
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Estimacdo da média : Propriedades do estimador sob AAS,

m A prova de sua consisténcia, i.e.,

também serd discutida mais a frente.

m Portanto, dos resultados (4) e (5), temos que

D

a
V32 2 nG o

N(0,1)

por Slutsky.
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Intervalo de Confianca

m Estimativa da variancia:
~ 2 N 2
2:$Zies(yi*U) = nil im fi (vi — 1)

m Assim, um intervalo de confianga (assintético) com coeficiente de

confianca de aproximadamente ~ é dado por

IC(k,7) [—Zw\/Tquer\/TZ]

em que P(Z < z,) =2 e Z ~ N(0,1).

m Erro da estimativa: zw/ﬁ2
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Testes de Hipétese

m Hipdteses usuais (o conhecido)
Ho:pp=po vs Hi:p < po.
Ho : = po vs Hi: > po.
Ho : po= po vs Hi: p # po.

m Estatistica do teste Z; = U/f em que ¢ = Vo2,

m Sob Hp, vimos que Z; ~ N(0,1), para n e N-n suficientemente

grandes.

m Defina z; = ~/\[ o valor calculado da estatistica do teste e z. o(s)

valor(es) critico(s).

m Defina ainda Z ~ N(0,1).
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Testes de Hipétese

m Procedimento para testar o conjunto de hipdteses [1]

m Valor critico

m P(Z < z|Hp) = a.

m Se z: < z. rejeita-se Hp, caso contrario, ndo se rejeita.
m p-valor (nivel descritivo)

m p— valor = P(Z < z/|Hb)
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Testes de Hipétese

m Procedimento para testar o conjunto de hipdteses [2]

m Valor critico

m P(Z > z|Hp) = a.

m Se z: > z. rejeita-se Hp, caso contrario, ndo se rejeita.
m p-valor (nivel descritivo)

m p— valor = P(Z > z/|H)
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Testes de Hipétese

m Procedimento para testar o conjunto de hipdteses [3]

m Valor critico

B P(Z < z|Hp) = 2.

m Se |z| > z rejeita-se Hp, caso contrdrio, no se rejeita.
m p-valor (nivel descritivo)

m p—valor = 2[1 — P(Z < |z]||Ho)].
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Estudos de simulacao

m Distribuicao assintética do estimador para a média. Tamanho da

populagdo N = 100.000.

m Cinco cendrios, variando em fun¢3o da varidvel de interesse na
populagio (X).
m X ~ N(800,10.000)
= X ~ gama(5;0,00625), E(X) = 800,V/(X) = 128.000.
X ~ t7(800,5.000), E(X) = 800, V(X) = 7.000.
X ~ U[400; 1.200].
X ~ 0,5N(200,5.000) + 0, 5N(600, 5.000)
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Estudos de simulacao

m Quatro tamanhos amostrais (30, 50,100, 1.000), em termos
percentuais, com relagdo ao tamanho da populagdo
(0,03%,0,05%,0,1%,1%).

m Estudar a distribuigdo amostral (empirica) com base em R = 1.000

réplicas (amostras selecionadas da populagdo de interesse).
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Determinacao do tamanho amostral

m Estabelece-se algum critério de interesse acerca da acurdcia/precisdo

na estimativa da média populacional.

m Sob o estimador proposto, calcula-se o tamanho da amostra, com
base em sua distribuicdo assintética e critério estabelecido.
m Critérios:
m Erro de estimativa: z, \/%72 Fixa-se um erro de estimativa de
interesse.

m Precisdo (Probabilidade do médulo da diferenca):

P(p—pl <68)>7,6>0,ve€(0,1) (fixa-se ).
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Determinacao do tamanho amostral: erro da estimativa

0=z ——=n=

Em geral, o (um) valor de o2 ¢ obtido através de pesquisas anteriores ou

de uma amostra piloto, de tamanho apropriado.
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Determinacao do tamanho amostral: precisao

>

~ nd
Pa, (| —p| <) >~ « PA1< > <f>
o?/n

o Pa(iZl< V) 0 Y

em que Z ~ N(0,1). O que leva ao mesmo procedimento oriundo de se

fixar o erro da estimativa.
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Tamanhos amostrais

m Situagdes hipotéticas: cruzamento entre os niveis de diferentes
fatores de interesse
m § € {1,2,5,10}.
m v € {0,9;0,95;0,99}.
mole {100, 500, 1.000, 10.000}.
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Estimacao do total populacional

N
mT=2yi=Nu
m Estimador “natural”: 7, = 27:1 Y;. Problema: se os y;'s foram

positivos, T, sempre subestimara 7.
m Alternativa 7 = Nji.

m Estimativa 7 = Np

Prof. Caio Azevedo




Propriedades do estimador

m Ep (T) = Ea (NZ) = NE(1) = Nu = 7 (n3o0 viciado).
B Vo (T) = N2Va, (1) = NQ%Z (a imprecisdo associada a estimagdo do

total é maior do que aquela associada a média).
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Propriedades do estimador

m Normalidade assintética, como

P2, N(o,1),
a2/n ok

lembrando que N € fixo, temos que

Ni— Nk b, no,1)— ——T b

N2G2/n o5 N2G2/n s

N(0, 1)
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Intervalo de Confianca

m Estimativa da variancia:
~ 2 N 2
=Y i— ) =AY i — )

m Assim, um intervalo de confianga (assintético) com coeficiente de

confianca de aproximadamente ~ é dado por

=2 =2
IC(1,7) = [?—ZA,N\/ %;?—i— z,Ny/ %

em que P(Z < z,) =2 e Z ~ N(0,1).

. . a2
m Erro da estimativa: z,Ny/%-.
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Testes de Hipétese

m Hipdteses usuais (7o conhecido)
Hy:7T=mvs Hi : 7 < 70.
Ho:7=m9vs Hy: 7> 70.
Ho:T:TovsHo:T;éTo.

m Estatistica do teste Z; = A/f, em que 0 = V02,

m Sob Hy, vimos que Z; =~ N(0,1), para n e N-n suficientemente

grandes.

NG /xf
valor(es) critico(s).

m Defina z; = o valor calculado da estatistica do teste e z. o(s)

m Defina ainda Z ~ N(0,1). Os procedimentos sdo andlogos ao caso

da média, com as devidas adaptacdes (Exercicio).
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Determinacao do tamanho amostral: erro da estimativa

Analogamente ao caso da média populacional, temos que

02 22N20?
0= z,yN\/j —n=—

Isto vale para qualquer um dos dois critérios: erro da estimativa e

precisdo.
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