Uniforme

Modelo Uniforme

m Dizemos que a v.a. X tem distribuicdo uniforme no intervalo [a, b],
a < b se a f.d.p. (fungdo densidade de probabilidade, ou densidade)
fx é dada por:

(%) ﬁ, a<x<b
x(x) =
0, caso contrario

ou fx(x) = 251, p(x). Notagdo: X ~ Ula, b] ou X ~ U(a, b)

m Exercicio: provar que f,(.) é, de fato, uma densidade.
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Uniforme

Modelo Uniforme

m Cilculo da f.d.a.:

07 x<a

* 1 1 Y x—a
F, = dt = t| = <x<b
x(3) /a b—a b—a b_a 7%=

17 x>b
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Uniforme

Mo

Notas de

delo Uniforme

m Gréficos da f.d.p. e f.d.a.

f R

1
(b-_a) e /

4 - -
o4 - -
x
o

No R dunif(x,min=a,max=b)(densidade), punif(x,min=a,max=b)(fda).

Simular um nimero aleatério (runif(n,min=a,max=b))
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Uniforme

Modelo Uniforme

m Célculo da E(X):

P 1 1 b> a®\ (b+a)(b—a) a+b
E(X)_/ax(b—a)dx_b—a(_>_ 2(b— a) T2

m Ciélculo da Var(X):

A P 1 _ (b—a)(&® + ab+ b?)
EXT) = /ax(bfa)dx_3(bfa) b -] = 3(b_ a)
(a® + ab + b?)

3
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Uniforme

Modelo Uniforme

2 2 9
Var(X) = E(X?)—[E(X)]? = (a +a3b+b ) (b—:a)
(3 +ab+b?) b 42ab+a  (b-a)

3 4 12
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Uniforme

Modelo Uniforme

m Exemplo: A temperatura T de destilacdo do petrdleo é crucial na
determinacdo da qualidade final do produto. T é considerada uma

v.a. com distribuicdo U[150°,300°]. Temos que

1

r(t) = 355/(

t), E(T) =75, V(X) = 1875
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Uniforme

fdp (linha) e valores simulados (histograma): uniforme
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Exponencial

Modelo Exponencial

m Dizemos que uma v.a. X possui distribuicdo exponencial com

pardmetro A (A > 0) se sua f.d.p. fx é dada por:

() de™™ x>0
x(X) =
0, caso contrério

ou fx(x) = Ae™1g ) (x). Notagdo: X ~ exp(}). Exercicio:

provar que, de fato, f,(.) é uma densidade.
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Exponencial

Modelo Exponencial

m Célculo da f.d.a. (y = At):

X A\t _pAx —y -y Ax o —Xx
Fe(x) = Jo e Mdt = [TeVdy=—e[gT=1—eM, x>0
0, caso contrério
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Exponencial

Modelo Exponencial

m Gréfico da f.d.p.

ol X

No R: dexp(x,rate=lambda) (densidade), pexp(x,rate=lambda) (fda),

rexp(n,rate=lambda) (gerar niimeros aleatérios).
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Exponencial

fdp (linha) e valores simulados (histograma): exponencial
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Exponencial

Modelo Exponencial

m Introduzindo a fun¢do gama:
M(u) :/ t"letdt, u>0
0

m Propriedades:
m [(u+1)=ul(u)
ml(n=(n-1) ,VneN
= [(1/2) =vm
m Essa fun¢do tem um papel importante na modelagem estatistica e
auxilia nos célculos de vérias quantidades relacionadas a varias

distribuicdes.
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Exponencial

Modelo Exponencial

m Célculo da E(X) (seja u= x\, x = ¥, du = \dx):

o 1 [ 1 1
E(X)= /0 xhe Mdx = X/o v leTidu = Xr(z) =3

m Célculo da Var(X) (seja u = xA, x = {, du = \dx):

i 1 [ 1 2
EX2 — 2)\ 7>\Xd :7/ 3-1 “Udy = —T _ =
(X?) /0 x“ e =13 A ule T du = 15 (3) 2
Logo
5 s 2 1 1
Var(X) = E(X) — [ECOF = 55 — 35 = 2
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Exponencial

Modelo Exponencial

m Exemplo: O tempo de vida (em horas) de um transistor é uma v.a.

L
500

T com distribuicdo exp(A) em que A =
m E(T) =500 horas
m P(T >500) = [, fr(t)dt = 0.3678 (1-pexp(500,rate=1/500))

(EXERCICIO - verificar)
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Normal

Modelo Normal

m Dizemos que uma v.a. X possui distribuicdo normal com pardmetros
e o2, peRe 02 >0, se sua f.d.p., fx é dada por:
1 _ 2
IR G Sl D
V2ro? 202

m Notagdo: X ~ N(u,0?)

fx(x) = } — 00 < X <00

m Devido a impossibilidade de calcular a f.d.a. analiticamente,

recorre-se a tabela da Normal Padrao (N(0, 1))
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Normal

Modelo Normal

m Gréfico da f.d.p.

E(X) = p: representa o ponto de simetria de fx

Var(X) = 0?: representa a dispersdo de fx
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Normal

Modelo Normal

X —
Afirmagdo: X ~ N(u,0?) se, e somente se Z = 2R N(0,1).
g

Prova: Sabemos que fx(x) = & Fx(x) (a volta fica como exercicio). Por

outro lado:
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Normal

Modelo Normal

m ® denota a f.d.a. da Normal padrdo:

o= [ Lo

e
oo V2T

m Temos, que se X ~ N(u,0?), entdo:

g g
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Normal

fdp (linha) e valores simulados (histograma): normal
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Normal

Densidade, esperanca e variancia

m Exercicio: Provar que fx(x) > 0,Vx.

= Além disso, seja f(.) uma fungdo, entdo [° f(x)dx =0, se f(.) for
uma fungdo impar (f(x) = —f(—x)) e [7_ f(x)dx =2 ] f(x)dx se
f(.) for uma fungdo par (f(x) = f(—x)).
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Normal

Densidade, esperanca e variancia

m Temos que (z = £, x = zo + p, dx = o0dz),

(y = 2%/2,z = \/2y,dy = zdz) e fx(.) é uma fung3o par:

ew [ O a2 [T ew ]3]
f(x)dx = exp |———=—|dx =2 exp |—— | dz
/3<e () /yre 2no? p[ 202 0 2m P 2

[y Vevdy = —T(1/2) =1
VerJo V2 ﬁ\w

T
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Normal

Densidade, esperanca e variancia

m E(X) e V(X). Note que se X = o0Z + p, em que Z ~ N(0,1). Entdo

E(Z)—/%zf(z)dz—/_(:z\/lz?e_(zj)dz—o

pois zf(z) é uma fungio impar.
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Normal

Densidade, esperanca e variancia

Além disso (y = z2/2,y = /27, dy = zdz e z>f(z) é uma fungdo par),

E(Z2) — /z2f(z)dz:/oo 22\/1—6(122)d2—\/22?/000 %yl/ge,ydy
_ Y321y gy = 21 B
= f/ dy = J72 ri/2) =1

Portanto, E(X) = 0E(Z) +p=pe V(X)=0?V(Z) = o2
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Normal

Modelo Normal

m Exercitando com a tabela da Normal:

®(0.2) = 0.5793 (pnorm(0.2, mean=0, sd=1))

m $(0.45) = 0.6736 (pnorm(0.45, mean=0, sd=1))

m $(1.98) = 0.9761 (pnorm(1.98, mean=0, sd=1))
(-

m ®(—0.45) =1 — $(0.45) = 0.3264 (pnorm(-0.45, mean=0, sd=1))
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Normal

Modelo Normal

Exemplos
m Z~ N(,1)
m Y ~ N(4,2%)
B Fy(6)=P(Y<6)=P (5<% =P(Z<1)=%(1)=0.8413
(pnorm(6,mean:4,sd:2))
B PR<Y<6)=P(F <A <) =P(-1<Z<1)=9(1)-
®(—1) = d(1) — [1 — d(1)] = 26(1) — 1 = 2(0.8413) — 1 = 0.6826
(pnorm(6,mean=4,sd=2) - (pnorm(2,mean=4,sd=2)))
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Normal

Modelo Normal

m Exemplo: As alturas dos individuos de uma populagido tém
distribuicdo Normal com média = 170cm e desvio padrdo
o = 5cm, ou seja, X ~ N(170,52), calcule:
P(X <182), P(X >167), P(165 < X <178), P(X > x) = 0,8754
No R pnorm(182,170,5) = 0.9918, 1-pnorm(167,170,5) = 0.7257,
pnorm(178,170,5)-pnorm(165,170,5) = 0.7865 e
gnorm(0.1246,170,5) = 164,24.
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Qui-Quadrado

Modelo Qui-Quadrado

m Dizemos que uma v.a X tem distribuigdo qui-quadrado com k (k >

0) graus de liberdade, se sua f.d.p, fx, é dada por:

1

=

(k/2)—1e—x/2]l(0700)(x); (x >0,k >0).

5. 2
m Notagdo: X ~ X(k).

m Exercicio: provar que, de fato, fx(.) é uma densidade.
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Qui-Quadrado

Modelo Qui-Quadrado

0.8 — k=1 _
L — k=2 i
I ko3 ]
I . ]
0.6 __ — k=5 __
04} .
02} .
ool . o L T : ———
0 2 4 6 8

Figura: f.d.p para diferentes valores de k.
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Qui-Quadrado

fdp (linha) e valores simulados (histograma): qui-quadrado
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Qui-Quadrado

Modelo Qui-Quadrado

m Esperanca e varidncia. Temos que (y = x/2,x = 2y, 2dy = dx)

o0 1
E(X" _ r+(k/2)—1 7x/2d
) = [ saram ¢

2 o0
_ o) k/2)-1 4y

2 /OO r+(k/2)—1 .~y J(r+k/2)
= y e Vdy=2"——"—+
(k/2) Jo r(k/2)

Entdo, E(X) = 2% = 2(k/2)FEZ§; =k
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Qui-Quadrado

Modelo Qui-Quadrado

m Além disso,

2 2l (24 k/2)
R TP

= 4(1 + k/2)(k/2) FEZ?; =(2+k)k

m Portanto V(X) = E(X?) — E?(X) = 2k + k?> — k? = 2k. A fda n3o
possui forma analitica (é preciso utilizar uma tabela apropriada).
m Propriedades: Se X ~ N(0,1), entdo X? ~ X7).
n
Se X; X N(0,1), entdo > X? ~ A2,

i=1
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Qui-Quadrado

Modelo Qui-Quadrado

m Exercitando com a tabela da qui-quadrado:

Se X ~ Xfg), P(X >2,558) = 0,99 (1-pchisq(2.558,df=10)) e
P(X > 18,307) = 0,05 (1-pchisq(18.307,df=10))

® Se X ~ Xp), P(X > 40,256) = 0,10 (1-pchisq(40.256,df=30))

m Se X ~ X(25), qual o valor de xo cuja P(X < xo) = 0,975?
R. xo = 12,833 (qchisq(0.975,df=5))

mSe X ~ X(23), qual o valor de xo cuja P(X < x0) = 0,957
R. xo = 7,815 (qchisq(0.95,df=3))
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t-Student

Modelo t-Student

m Dizemos que uma v.a X tem distribui¢do t-Student com v, (v > 0)

graus de liberdade, se sua f.d.p, fx, é dada por:

v+1
r 2\ (/2
fx(x) = ————4 (1 + 1/) 1 oo,00)(X); (x € (—00,00),v > 0).

m Notagdo: X ~ t,.
Y

m Origem. Seja Y ~ N(0,1) e W ~ x2, Y LW, entdo X =

VW /k
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t-Student

Modelo t-Student
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t-Student

fdp (linha) e valores simulados (histograma): t de Stude
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t-Student

Modelo t-Student

m Valor esperado:

14
EX)=E| —— | = VZE(V)E(W"Y2) =0
(X) (W) VVE(Y)E( )

m Varidncia: E(X?) = vE(Y?)E(W™!) =v x 1 x %, Logo

v

Var(X) = E(X?) — E*(X) = —

V> 2

OBS: para calcular E(W~1/2), E(W~1) use a férmula da E(X"),
em que X ~ X%z/)'
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t-Student

Modelo t-Student

m Exercitando com a tabela da t-Student:

m Se X ~ tg), P(X > 2,447) = 0,025 (1-pt(2.447,df=6)) e
P(—1,943 < X < 1,943) = 0,90 (pt(1.943,df=6)- pt(-1.943,df=6)

m Se X ~ t11), qual o valor de xo cuja P(X < x0) = 0,757
R. xo = 0,697 (qt(0.75,df=11))

B Se X ~ t(z0), qual o valor de xo cuja P(X > x0) = 0,107
R. xo = 1,325 (qt(0.90,df=20))
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F de Snedecor

Modelo F de Snedecor

m Dizemos que uma v.a X tem distribuicdo F de Snedecor com m e n

graus de liberdade se sua f.d.p, fx, é dada por:

fx(x) = ]'"T“ i 1 (0,00)(X)(x > 0,m,n > 0).

m Notagdo: X ~ F(m, n).

m Sejam Y ~ 2 e W ~ y2 YLW, entdo X = /7.
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F de Snedecor

Modelo F de Snedecor
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F de Snedecor

fdp (linha) e valores simulados (histograma): F de Snedcor
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F de Snedecor

Modelo F de Snedecor

m Valor esperado: E(X) = ZE(Y)E(W™!) =Lm-L = 1,

m Varidncia:

2 _ 2 2 m
E(X2) = WE( Y2)E(W 2) = F(2+m)m(nf2)1(n74) ~m (n£22_;_(n14)

Assim,

V(X) = n? (2+ m) n? 2n2(m+n—2)

T =28 (=27 mn—2p(n—4"""
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F de Snedecor

Modelo F de Snedecor

m Observacao: Em geral, as tabelas contém apenas os quantis da
cauda superior (F(a, m, n), P(X < F(a, m,n)) = «,
X ~ F(a,m,n), para o > 0,90). Os quantis da cauda inferior

F(1 — «, m, n) podem ser obtidos a partir da seguinte relag3o:

1
F(a,n,m)’

F(l—a,mn)=
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F de Snedecor

Modelo F de Snedecor

m Exercitando com a tabela da F de Snedecor:

m Se X ~ F(5,7), P(X > 3,97) = 0,05 (1-pf(3.97,df1=5, df2=7)) ou
entsio P(X < 3,97) = 0,95 (pf(3.97,5,7))

= Se X ~ F(3,8), P(X < 7,59) = 0,99 (pf(7.59,3,8))

m Se X ~ F(5,7), qual o valor de fy cuja P(X < fp) = 0,057
R. 0,05 = P(F(5,7) < fo) = P[1/F(7,5) < fo] = P[F(7,5) > 1/f].
Consultando a tabela, obtemos que 1/f, = 4,88 e, portanto,

f, = 0,205(qf(0.05,5,7)).
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