Fungdes geradoras de momentos

m Seja X uma v.a. qualquer (discreta ou continua), tal que seu n-ésimo

momento (centrado em 0) é dado por E(X")

x"f(x); se X é discreta
e | Z
J75 x"f(x)dx; se X é continua

m A funcdo geradora de momentos (fgm) de uma v.a. X é definida

como
> e¥f(x); se X é discreta
ox(t) == E(e¥) =

J75_e™f(x)dx; se X é continua
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m ¢x(t) é chamada de fgm pois, a partir dela, é possivel obter (todos)
os momentos de X (quando estes existem).

m Nem sempre a fgm de uma va existe.

m Nem sempre a fgm terd uma forma (til (expressdo fechada).

s

m E necessario apenas que a fgm existam Vt € (—a, a), para alguma

a>0.
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m Por exemplo,

d d
/ = T Ee™) — F | 9 otX| = E(xetX
) = EE) = | %] = )
Portanto ¢/ (0) = E(X).
m Similarmente,
d d
" _ 2 _ el tX| _ 2 tX
() = ol = £ | fxe| = E0ce)

Logo ¢4(0) = E(X?).
m Em geral, a n-ésima derivada de ¢x(t) avaliada em t = 0 é igual a
E(X™), pois
(n) E(X"e tX
o = L ox(t) = E(X7e)
Logo ¢)(0) = E(X"), n> 1.
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Fungoes geradoras de momentos de distribuicdes comuns

m Exemplo: Seja X ~ binomial(n, p), temos que (binémio de Newton)

ox(t) = E(e%)
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m Derivando ¢x(t) com relagio a t, segue que

¢ (t) = n(pe* +1 - p)"~'pe

m Portanto,

E(X) = 6(0) = np

m Derivando ¢/ (t), podemos obter o segundo momento de X, ou seja
¢x(t) = n(n —1)(pe* +1 — p)"~?(pe)* + n(pe’ + 1 — p)" ' pe’,
entdo E(X2) = ¢%(0) = n(n — 1)p? + np. Portanto

V(X) = E(X?) ~ E(X)? = np(1 - p)
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m Seja X ~ geométrica(p), temos que

ox(t) = Zef"p (1-p

= pz (1—p))"

pet
= — I t< —log(l—
=1 p)e og(1 - p)

m Derivando uma primeira e uma segunda vezes, obtemos,

respectivamente

/ _ pet Y/ — _pet ((P — l)et — 1)
Px(t) = (p—1)et + 1)2, x(t) (p—1D)et +1)°
m Portanto E(X) = ¢4(0) = p E(X?) = ¢%(0) = 2;2p;
V(X) = 2.
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m Seja X ~ Poisson(\), temos que

Il
[0
-
3
|
S| >
>
3

ox(t)

(e.¢]
)\ gyn t t
_ e—,\z( e') — e rere' — QAe-1)

m Derivando uma primeira e uma segunda vezes, obtemos,

respectivamente
¢X( ) te)\(e -1)

(t) — ()\e )2 A(ef—1) +)\et Aef—1)

m Portanto E(X) = ¢%(0) = \; E(X?) = ¢%(0) = X+ X\; V(X) = A
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m Seja X ~ uniforme[a, ],

B
ox(t) = /efx LIS

08—«

1 ﬂ tx
= ﬁ—a/a e™dx
etﬁieta
= ———, t#0
o) 7

m Exercicio: Calcule ¢ (t) e ¢ (t) e obtenha o primeiro momento e a

variancia de X.
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m Seja X ~ exponencial(),

ox(t) = / e™fe= " dx
0
- 0 —(0— t)xd _ . <0
[ e g
m Derivando obtemos que
0
’
t) =
¢X( ) (0 . t)2
,, 20
t) =
X( ) (9 _ t_)3
1
= Logo, E(X) = ¢4(0) = 7 E(X?) = 64(0) = 7
2 1 1
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X —
m Seja X ~ N(u,0%) e Z ~ N(0,1). Logo Z = 2= Por outro lado
o

1 2 2 1 2
t — E etZ :/ PN = Pt 4 /2dz: et /2/ 7e—(zft) /2dz
020 = EED= ) e Vi
1
_ et2/2
m Mas,
¢X(t) _ E(etX) _ E(etoZ-HM) _ etuE(e(ta)Z) _ et“¢z(t0)

2,2 2.2
_ etuea t°/2 _ etp,+o’ t°/2
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m Logo

Ox(t) = e (ut o)

¢>;,<(t) _ etu+02t2/2(u+0_2t)2_~_et,u+<72t2/2(0_2)
m Portanto

ox(0) = E(X)=e"(u)=p

ox(0) = E(X?)=e%?+e%0?) = + 0

V(X) = E(X?) — E%(X) = 42 + 02 — i = 02
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m Uma propriedade importante da funcdo geradora de momentos é a

seguinte:

Fungio geradora da soma de v.a’s independentes

Sejam Xi, ..., X, v.a's independentes, e defina S, = Xj + ... X,. Entdo

¢s,(t) = dx, () -+~ Px,(t)

m Ou seja, a f.g.m. da soma de v.a's independentes é igual ao produto

das f.g.m. de cada v.a.
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m Exemplo: Se Zj,...,Z, sdo v.a's iid com distribui¢do Normal(0, 1),
entdo S, = Z,'-’:l Z,-2 tem distribui¢do qui-quadrado com n- graus de
liberdade, denotada por an).

m Definindo X; = Z?, temos que

<1
ox(t) = / ——e™ e /2

I
—
—_
N
~
~
L
~
N

que corresponde a fgm de uma va qui-quadrado com n graus de liber-

dade.
m Portanto ¢s,(X) = [[/_; ¢x(t) = (1 —2t)~"/2.
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m Exercicio: calcular a fgm da distribuicdo binomial negativa e

qui-quadrado.
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