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Dados reais: estimacao do nimero médio de acidentes

m Descricdo: niimero de acidentes (com algum tipo de trauma para as
pessoas envolvidas) em 92 dias durante o ano de 1961, medidos em

algumas regibes da Suécia.

m Considerou-se apenas 43 dias, correspondendo aqueles em que n3o

havia limite de velocidade.

® Vamos assumir que
Xi|\ "5 Poisson()), i =1, ..., 43.

que representa o nlimero de acidentes observados no i-ésimo dia.

m Objetivo : testar hipiteses acerca de A.
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Dados reais: estimacao do nimero médio de acidentes

(cont.)

m Suponha que desejamos testar Hy : A < Ag vs Hi : A > Ag,
A€ ©=(0,00).
m Isto equivale 3 © = ©y U ©1, em que ©g = (0, \o] € ©1 = (N, 0).

m Sob o ponto de vista frequentista, podemos considerar a seguinte

estatistica do teste
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Dados reais: estimacao do nimero médio de acidentes

(cont.)

m Se A =)o, Z = N(0,1) para n suficientemente grande.

m Pode-se provar que, para que o teste tenha tamanho «, devemos

rejeitar Ho, quando zc > Z i, €M que zc € o valor calculado da

estatistica Z e

P(Z = zgyiticolA = 2o) = @

considerando-se a distribuigdo N(0,1).
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana

m Como testar tais hipdteses (e outras) sob a dtica bayesiana?

m Essencialmente, a teoria de testes de hipdteses estatisticas, sob a
Otica Bayesiana, baseia-se em calcular e comparar as probabilidades
de ocorréncia de cada hipdtese a priori e a posteriori.

m Pode-se inserir na priori graus de credibilidade para cada hipétese,

além de informacgdes sobre o préprio parametro.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Beta

1
b - - a—1 1— b—1
pl(X|av ) ﬁ(a, b)X ( X) 1(071)()()
m Beta (incluindo os valores 0 e 1 no suporte)
palxla, b) = 5oox 11— x)* Hp(x)
B(a, b) ’

m Mistura de uma beta com uma Bernoulli

1
B(a, b)
£ (- a1 — 0 L)

pa(xla,b.6.0) = azsx® (1 —x)" o (x)
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana

m Considere que © = Oy U O e que queremos testar
Hy: A€B©gvs H : A€ O,

m Especificamente no exemplo (lembre-se de que, neste caso, A é uma
vac), suponha que ©g e ©1 sdo conjuntos infinitos ndo enumeraveis,
por exemplo
©0 = (0, \o] € ©1 = (Ao, 20).

m Podemos testar tais hipdteses comparando-se as probabilidades a

priori e a posteriori de cada uma delas serem verdadeiras.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Defina:
m Probabilidades a priori (para cada hipétese): P(\ € ©) = P(Hp) e
P(A € ©1) = P(H1)
m Probabilidades a posteriori (para cada hipétese):

P(\ € ©ox) = P(Ho|x) e P() € ©1]x) = P(Hi|x).

m Chance a priori (entre as hipéteses): O(Hi, Ho) = P(Hl)_
P(Ho)
m Chance a posteriori (entre as hipSteses): O(Hy, Ho|x) = ﬁg:llz;
o

_ _ O(Hi, Holx) _ P(Hi|x)P(Ho)
m Fator de Bayes: B(x) = O(H1,:Io) - P(HO\X)P(H;)).

m Em geral, se O(Hy, Ho|x) > ¢1 e/ou B(x) > ¢, ¢; > 0,i =1,2,

rejeita-se Hy.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Questdes:

Como definir ¢i, ¢; para que tenhamos uma probabilidade razodvel
de tomar a decisdo correta?

Quando se utilizam prioris impréprias, a rigor, ndo se pode utilizar
O(Hi, Ho) e B(x). Pode-se usar O(Hi, Ho|x), desde que a posteriori
seja prépria.

Se )\ corresponde a uma varidvel aleatéria continua (ou mista) e ©q
e/ou ©; forem conjuntos finitos ou infinitos enumeraveis, os
procedimentos acima podem se tornar inviaveis.

B Se ) for discreto, em geral, podemos usar o procedimento acima sem
problemas.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Em relacdo a questdo 1), uma sugestdo para o fator de Bayes é:

Valor Evidéncia a favor de H;
<1 Contra
[1;3) Leve
[3;10) Moderada
[10; 30) Forte
[30; 100) Muito forte
> 100 Decisiva

a qual também pode ser usada para O(Hy, Hg|x), principalmente

quando se esta trabalhando com prioris improprias.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Essencialmente, em relagdo a questdo 3), vamos considerar
Ho: A= MXovs Hy : XA # X

m Contudo, as abordagens que serdo discutidas poderdo ser estendidas

para outros casos.

m Note que, para as hipdteses acima, se A for uma vac, entdo

P(Ho) = P(Ho‘x) =0e P(Hl) = P(H1|X) =1.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Basicamente, em relacdo a quest3o 3), existem quatro possibilidades

para resolvé-la:

1 Considerar que tais hipdteses ndo tém sentido pratico e substitui-las

por
Ho:)\e()\o—A,)\o-i-A) vs H; ¢()\0—A,>\0+A),

para algum A > 0.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

2 Considerar que tais hipdteses tém sentido pratico, ou seja o ponto
Ao (ou o conjunto ©g) é relevante e, a priori, atribuir massa positiva

para ele, por exemplo considerando:

P(A) = aho(MN) e, (A) + (1 — a)hi(M)le,(A)

em que h;(A\) é uma priori (ndo necessariamente uma distribuicdo de

probabilidade) em ©;,i = 1,2. Se ©g = Ao, entdo

p(A) = ally,(A) + (1 = a)h(N)Le-x (M)

em que a € (0,1) é conhecido.

Prof. Caio Azevedo

Testes de Hipéteses (Estatisticas) sob a Stica bayesiana (Parte 1)



Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

3 Utilizar (como visto anteriormente), intervalos de credibilidade para

testar as hipdteses.

4 Utilizar os testes de significdncia bayesianos plenos, FBST (Full

Bayesian Significance Tests), Pereira and Stern (1999).

Observagdo: O procedimento 2), também pode ser adotado quando os

conjuntos (©g, ©1) apresentam probabilidade positiva.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Nos concentraremos basicamente nos trés seguintes conjuntos de
hipdteses:
mHo: A< Xovs Hi : A> Xo.
mHo: A=Xovs Hi : A= )1,
| H()Z)\:)\()VS Hli)\#)\o.
m Além disso, a menos que se mencione o contrario, consideraremos

prioris préprias (no respectivo espaco paramétrico).
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Primeiramente, vamos considerar Hy : A < Ag vs Hy : A > ).

m Admita uma priori prépria com estrutura usual (sem se considerar
uma mistura).

m Defina: F(Ag) = P(A < Xo) e S(Ng) = P(A > Ag), respectivamente,
a fda a priori e a fds a priori, no ponto Ag.

m Defina também: F(Xg|x) = P(A < Ag|x) e S(Xo]x) = P(A > Ao|x),

respectivamente, a fda a posteriori e a fds a posteriori, no ponto Ag.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Assim,
S(Xo)
F(Xo)’

5(Aolx)
F(Xolx)

O(Hl,Ho) = O(Hl,H0|X) =

Bx) = OLHL ol _ S(olx)F(Ao)
O(H1, Ho) F(Mo[x)S(No)

m Tais resultados s3o aplicdveis se A\ for uma va continua, discreta ou

mista.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Voltando ao exemplo do nimero de acidentes, vamos considerar que
A\ ~ gama(a, b~1), em que a ~ 0,6784 e b ~ 0,02605 (pela analise
feita anteriormente e para garantir que a priori seja prépria).

m Suponha que queremos testar Hy : A <30 e H; : A > 30.

m Assim, como n = 43, temos que \|x ~ gama(a*, (b*)~!), em que
a* ~ 1120,6784 e b* ~ 43,02605.

m Podemos utilizar a funcdo ggamma do R para calcular O(Hy, Hp),
O(H1, Ho|x) e B(x).

m Neste caso, temos que: O(Hs, Hp) = 0,4283; O(Hy, Hy|x) < 0,0001
e B(x) < 0,0001 (n&o se rejeita Hp)./Cg(A,0,95) = [24,54;27,59]
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Suponha que desejamos testar agora Hy : A = Ag vs H; : A = A1. Ou
seja, eo = )\0 € @1 = )\1.

m Neste caso, vamos assumir que

p(A) = ally(A) + (1 — a)1y, ()

m Neste caso, precisamos obter uma “nova” posteriori, pois, uma vez
que a priori corresponde a uma mistura de distribui¢cdes, também o

serd a posteriori.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Assim, tem-se

> p(xIA)p(A) = p(x|A0)p(Xo) + p(x[A1)p(A1)
A

= p(x[Ao)a+ p(x|A1)(1 - a)

p(x)

m Agora, note que

p(Ao|x) = P(x[A0)P(Ro) = p(x|)\0)oz. Analogamente para A\;

p(x) p(x)
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Consequentemente,

p(AX) = %[p(xuo)anxo(A)+p(x|m(1—a)nh(x)l

= po(AP)Ir(A) + pr(Aa[x) T, (A)

p(x|Ai)p(Ai)
p(x)

em que p;(Ax) =
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Portanto, temos que:

_ P(Hi)) PA=X) 1-a
Ot ) = Biriy) ~ =)

se « = 1/2, entdo O(Hy, Hp) = 1.
m Além disso:

Ok Hop) = PR _ PG =) p(x)  _ p(xA)(1 — o)

P(Ho|x) p(x) p(x|Ao)a p(x|xo)a
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Finalmente, temos que:

_ O(H1, Holx) _ p(x|\1)
B = Ot Ho) ~ plxho)

neste caso, B(.) coincide tanto como a estatistica do teste da raz&o

de verossimilhangas quanto com aquela relacionado ao teste MP.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Voltemos agora as seguintes hipdteses
Ho: A< Xgvs Hy: X > A

Ouseja, ©g ={A: A< o} eO1={A: A >N}

] Agora, vamos assumir que

P(A) = apo(A) e, (A) + (1 — a)pr(M)Le, (1)

e, por simplicidade, considere que p;(.) é uma fdp em ©;, i=1,2.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Portanto, concluimos que

(o) = PO < Do) =a [ m(N)dA=a
(SN 1

p(H1) = P(A> Xo) =(1— a)/@ pr(AN)dA=1—«

m Assim, vem que:
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Por outro lado,

p) = [ pxN)p(N)AA = o [ plxA)en(n) e, ()
+ (1= a) [ pxip (VL6 (VA
o
= apo(x) + (1 — a)pi(x)
em que p;(x fe (x| \)pi(A)dA, é uma tipo de distribuicdo

preditiva a priori em ©;.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

= Logo:
p(A\x) = ﬁ [p(xI\)Po(\) Loy (A) + p(xIA)pr(A)Te, (V)]
p(x)

= 20 [Po(M\)Le,(A) + p1(A)Le, (N)]

m Portanto, analogamente as probabilidades a priori, teremos

_a . _apo(x)

P(Hol) = 7 /e P = T
laf (- a)mx)
PR = s /. P () = R
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Portanto, temos que

_(1-op) px) _p(91l-a
O(H1, Holx) = p(x) apo(x)  po(x) «

m Finalmente,

_ pi(x)
Po(x)
m Tais resultados sdo aplicdveis se A\ for uma va continua, discreta ou

B(x)

mista.
m Consideraremos suas aplicacdes ao exemplo em questdo mais a

frente.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Finalmente, vamos considerar as as hipéteses:
Hoi)\:/\ovs Hlik#)\o.

m Neste caso, vamos assumir

p(A) = allin;(A) + (1 — a)pi(M)Le, (A)
em que ©; = O — {\o}.

m Note que, se A for uma vac e p;(.) uma densidade em ©, ent3o

p1(A) Loy (A) = p1(N) Lo, (A)-
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Neste caso, temos que:

P(/\E@o)ZP(A:/\o):Ot

m Analogamente,

P()\ S 91)

/(1 —a)p (Mo, (\)dA = (1 — a)/ pr(\)dA
(€] [SH
1

= l-«a

m Portanto, O(Hi, Hp) = =2

[e3

Prof. Caio Azevedo

Testes de Hipéteses (Estatisticas) sob a Stica bayesiana (Parte 1)



Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Além disso:

p(x) = /@ p(xIN)P(\)dA = p(xAo)p(Ao) + (1 — ) /@ p(x|A)p(A)dA

= ap(x|Ao) + (1 —a)pi(x)

em que pp(x fe (x|A)p(A)dX é um tipo de distribuicdo preditiva
a priori (sob Hl). A rigor, tal distribuicdo é igual a esta distribuicdo

preditiva a priori obtida considerando-se todo o espagco paramétrico.
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Assim,
X|A
P = 2572 [l ) () + (1.~ ) ()T, (V)]
= Logo,
P(boi) = 20
Pt = 220N
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

pi(x) 1—a
Portanto, O(Hy, Ho|x) =
m Portanto, O(Hi, Ho|x) p(x|Ao) «
p1(x)
m Logo, B(x) =
22 Bl = 2xio)
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Testes de hipdteses sob a dtica bayesiana (cont.)

m Voltando ao exemplo, temos que:

e—bAo)\nY

Xo) = =2

P(x|Xo) Tt

e
o] e—bA/\nY ba b
= —_ AP Nt DY
A=) T T
= Logo,

b T(nx+a) e™o
B = =Y —
™) = T tn + By 2

m Neste caso é mais conveniente calcular In B(x), assim, temos que

In B(x) = 7,91 > log(100) = 4,61. Portanto, seguindo o critério
apresentado na tabela anterior, tem-se uma evidéncia “definitiva”

em favor de Hj.
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