MI 602A - Métodos computacionais em Estatistica
Primeiro semestre de 2012

Prova I
Data: 16/04/2012

Nome: RA:

Leia atentamente as instrugoes abaixo:

Coloque seu nome completo e RA em todas as folhas que vocé recebeu, inclusive nesta.
Utilize somente um dos lados de cada folha.

Leia atentamente cada uma das questoes.

Enuncie, claramente, todos os resultados que vocé utilizar.

Justifique, adequadamente, seus desenvolvimentos, sem, no entanto, escrever excessiva-
mente.

O(a) aluno(a) sé6 podera sair da sala apés as 10h30, mesmo que ji tenha finalizado a
prova. Ap6s a saida do(a) primeiro(a) aluno(a) nao sera permitido a entrada de nenhum(a)
outro(a) aluno(a).

Nao é permitdo empréstimo de material.

Nao serao dirimidas diuvidas de quaisquer natureza, apds os 20 minutos iniciais.

Resolva a prova, preferencialmente, a caneta, e procure ser organizado(a). Se fizer a lapis,
destaque, & caneta, sua resposta.

O(a) aluno(a) devera portar sua carteira de estudante e apresenti-la, quando for solicitada
sua assinatura.

Contestagoes a respeito da nota, s6 serao consideradas se estiverem por escrito.

A nota do aluno(a) sera % x 10, em que NP é o ntimero de pontos obtidos na prova e NT

é o0 numero total de pontos da prova.
Use somente um lado de cada folha de resolugao.
Os resultados numéricos finais devem ser apresentados com duas casas decimais, apenas.

A prova terd duragao de 120 minutos, das 10h00 as 12h00, improrrogaveis.

Faca uma excelente Proval!



Parte a ser resolvida em sala

1. Seja X ~ t4(v),v > 0,a < b, ou seja, uma varidvel aleatéria com distribui¢ao t de Student padrao
truncada no intervalo [a, b]. Responda os itens.

F
a) Prove que a fun¢ao distribui¢do acumulada (fda) de X é dada por Fx (z) = —(,
Fy (b) — Fy(a)
Fy é a fda de uma distribuigao t de Student padrao nao truncada (60 pontos).
b) Obtenha a funcao densidade de probabilidade (fdp) de X (20 pontos).

¢) Para simular uma amostra aleatéria (aa) de tamanho n de X, proponha um algoritmo da transfor-
mada inversa (120 pontos).

2. Considere que X ~ beta-binomial(m, a,b),m € IN,a,b > 0. Responda os itens.

a) Prove que fx(x / f(zly) f(y)dy, em que X|y ~ Binomial(m,y) e Y ~ beta(a, b) (50 pontos).

b) Obtenha £(X) e V(X) usando as propriedades de esperanga e varidncia condicionais (90 pontos).

c¢) Para simular uma aa de tamanho n de X, proponha um algoritmo baseado na representacao es-
tocastica do item a). Para simular das duas varidveis envolvidas, escolha qualquer um dos métodos
vistos (60 pontos).

1 1
3. Considere a seguinte integral h = / (/ x2y4(1 —x— y)3dx) dy. Responda os itens
0 0

1 1
a) Escreva h como Elw(z,y)] = / </ w(x,y)f(x)f(y)dx) dy, em que X e Y sdo duas varidveis
o \Jo

aleatdrias independentes ambas com distribuigdo beta (20 pontos).

b) Para calcular a integral acima, proponha um algoritmo de integracao de Monte Carlo, usando o
resultado obtido no item a) (90 pontos).

c) Para calular a integral acima, proponha um algoritmo de integragdo por amostragem por im-
portancia considerando que g(x,y) ~ Dirichlets(3,5,2), ou seja

I'(10)

RORORON 2yt (1—a—y) 0,1y (@)L 0,1y (1),

g(z,y) = 21/4(1—55—y)11(0,1)(x)ﬂ(o,l—m)(y) =

usando o resultado do item a) (90 pontos).

4. Considere Xi,..., X, uma amostra aleatéria de X ~ exp(\),A > 0, em que A\ = e?,0 € (—o0,00).
Desejamos estimar 6, com base nessa amostra, via maxima verossimilhanca. Responda os itens.

a) Obtenha a log-verossimilhanca, a funcao escore, a fun¢ao Hessiana e a informagao de Fisher (100
pontos).

b) Descreva os algoritmos de Newton-Raphson e Escore de Fisher, para a obtencao da estimativa de
méxima verossimilhanga (80 pontos).

¢) Como o erro-padrao assintético associado & estimativa pode ser obtido? (20 pontos).



Formulério

DEE) (2
. Se X ~t(v) entao fx(x) = —=7 < (1 + ) 1 oo,00) (%)
VT (5) v (
|
. Se X ~ binomial(m,0),m € IN,0 € (0,1) entdo, fx(z) = ﬁ(f”(l = 0)" " o12,..my(2),

E(X)=mh, V(X)=ml(1—-0).
. Se X ~ gama(r,\),r > 0,\ > 0, entdao fx(z) = ﬁme’§xr’lﬂ(o7w)(x),5(X) =7\ V(X) =72

. Fazendo-se r = 1, tem-se que X ~ exp(\).

. Se X ~ beta(a,b),a > 0,b > 0, entdo fx(z)= B(;,b) 21— )" M o,1)(2), Bla, b) = Fr(?gig;), E(X) =
V(X)

_ ab
— (a+b)2(at+b+1)"

. Se X|(a,b,c) = (X1, X2)|(a, b, ¢) ~ Dirichlets(a, b, ¢), a,b, ¢ > 0, entao

_a
a+b’

Tla+b+c)

p(a:\cu b, C) = Wm?*lxlg*l(l —x1 — :1:2)0_1]1(0,1)(371)11(071711)(!L‘Q)
Pla+b+c) 44 po o
= Ww? 13;3 1(1 — 1 — 22) 1]1(0’1)(.7;2)]1(071712)(1‘1)_

. Relativo a distribuigdo de Dirichlet temos que X1|(a,b,c) ~ Beta(a,b+ ¢) e Xs|(a,b,c) ~ Beta(b,a + ¢).

. beta(a,b) = 11:((?—1;(2 — /O 1‘a71(1 _ l')bildl’.

CD(r) = [Ca" e de, T(r) = (r = )I'(r — 1). Se r € IN,I'(r) = (r — 1)!
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Parte a ser resolvida em casa: entrega até dia 23/04/2012 as 18h00, junto com a

resolucao das questoes acima. As resolugoes das questao acima poderao ser entregues
manuscritas. A parte a ser resolvida em casa devera ser digitada e entregue impressa e

por e-mail em PDF.

. Com relagao a Questao 1 acima (200 pontos):

a) Implemente o algoritmo proposto na linguagem R.

b) Considere v = 8. Gere uma amostra da distribuigdo em questao, usando o programa desenvolvido no

item a), para cada um dos seguintes valores de n = {20,30,50,100}. Verifique se os valores simulados
correspondem a distribuicao de interesse comparando os histogramas com as curvas verdadeiras, bem
como as médias e variancias empiricas com os verdadeiros valores.

. Com relagdo & Questdo 2 acima (200 pontos):

a) Implemente o algoritmo proposto na linguagem R.

b) Considere m = 9,a = 4,b = 0, 1. Gere uma amostra da distribui¢do em questao, usando o programa

desenvolvido no item a), para cada um dos seguintes valores de n = {20,30,50,100}. Verifique se
os valores simulados correspondem a distribuigao de interesse comparando os histogramas com as
curvas verdadeiras, bem como as médias e variancias empiricas com os verdadeiros valores.

. Com relagao a Questao 3 acima (200 pontos):

a) Implemente os algoritmo propostos na linguagem R.

b) Compare os valores obtidos da integral, através dos dois algoritmos, entre si e com o verdadeiro

valor para m € {1000, 2000, 3000, ..., 10.000}

. Com relagao a Questao 4 acima (200 pontos):

a) Implemente os algoritmos propostos na linguagem R.
b) Implemente o algoritmo BFGS usando a fungao optim da linguagem R.

¢) Considere que n € {10,30,50,200} e § € {—2,0,2}. Para cada um dos tamanhos amostrais e

valores de 6, simule R = 500 conjuntos de respostas com base nos 3 algoritmos construidos, obtenha
as estimativas de méaxima verossimilhanca e os respectivos erros-padrao assintéticos. Faca um
histograma para cada um dos conjuntos de estimativas, para cada um dos algoritmos. O que ocorre
com a distribuicao do emv, sua média e seu erro-padrao? Qual dos algoritmos gera as melhores
estimativas?

OBS: Sera atribuida uma nota entre 0 e 10 para cada parte. As partes feitas em classe e em
casa terao o mesmo peso na composigao final da nota da prova.



