ME 705A - Inferéncia Bayesiana
Segundo semestre de 2013

Prova I
Data: 09/09/2013

Nome: RA:

Leia atentamente as instrugoes abaixo:

Coloque seu nome completo e RA em todas as folhas que vocé recebeu, inclusive nesta.
Utilize somente um dos lados de cada folha.

Leia atentamente cada uma das questoes.

Enuncie, claramente, todos os resultados que vocé utilizar.

Justifique, adequadamente, seus desenvolvimentos, sem, no entanto, escrever excessiva-
mente.

O(a) aluno(a) sé6 podera sair da sala apés as 10h30, mesmo que ji tenha finalizado a
prova. Ap6s a saida do(a) primeiro(a) aluno(a) nao sera permitido a entrada de nenhum(a)
outro(a) aluno(a).

Nao é permitdo empréstimo de material.

Nao serao dirimidas diuvidas de quaisquer natureza, apds os 20 minutos iniciais.

Resolva a prova, preferencialmente, a caneta, e procure ser organizado(a). Se fizer a lapis,
destaque, & caneta, sua resposta.

O(a) aluno(a) devera portar sua carteira de estudante e apresenti-la, quando for solicitada
sua assinatura.

Utilize somente um lado de cada folha de resolugao.

Contestagoes a respeito c]lvapnota, s6 serao consideradas se estiverem por escrito.

A nota do aluno(a) serd 57 x 10, em que NP é o niimero de pontos obtidos na prova e NT

é o numero total de pontos da prova.
Os resultados numéricos finais devem ser apresentados com duas casas decimais, apenas.

A prova tera duragao de 120 minutos, das 10h as 12h, improrrogaveis.

Faca uma excelente Proval!



1. Seja uma amostra aleatéria, de tamanho n, de X |0 ~ Bernoulli(6),6 € (0,1). Responda
o0s itens:

a) Prove que a familia conjugada natural de prioris para o modelo em questao corres-
ponde a distribui¢ao beta(a, ). (50 pontos)

b) Obtenha a priori de Jeffreys para 6 e prove que ela é prépria. (100 pontos)

c¢) Obtenha a distribuicao a posteriori de # utilizando a priori encontrada no item a)
(familia conjugada natural). (50 pontos)

d) Obtenha o estimador EAP de 6, ou seja §E AP, bem como o desvio-padrao a posteriori,
ou seja o DPAP(0), utilizando a posteriori obtida no item ¢). O que ocorre com o
DPAP(0) quando n — oo? (100 pontos)

e) Paraa = 0 (admita que seja possivel considerar esse valor) e b = 1 (em relagao a priori
do item a)) obtenha a variancia e o erro quadratico médio frequentistas do estimador
EAP. Compare seu EQM com o EQM do estimador de maxima verossimilhanca neste
caso e considerando € = 1/2. Qual deles vocé utilizaria? Justifique, adequadamente,

o(1—0)

sua resposta. Voceé pode utilizar o fato de que EFQMp (é\MV) = , em que §MV

¢ o emv de 6. (200 pontos)
2. Considere uma tnica observacao da distribuigao Binomial-Poisson:
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Responda os itens:

a) Prove que a verossimilhanga é separavel. (50 pontos)

b) Determine a familia conjugada natural de prioris para o modelo. (100 pontos)

c¢) Determine as distribuigoes: X|(Y = y,0) e Y0, em que 8 = (v,¢). Além disso,
obtenha a priori de Jeffreys verificando se ela é prépria. (200 pontos)

d) Obtenha as posterioris conjunta e marginais, sob a priori de Jeffreys. Neste caso, as
trés posterioris sao préprias? Justifique, adequadamente, sua resposta. (150 pontos)



3. Seja uma amostra aleatéria, de tamanho n, de X|(a,0) ~ Galenshore(a,0), (a,0) €
(0,00)2, com a seguinte densidade:
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Responda os itens considerando a = 1/2 (lembre que I'(1/2) = /7):

a) Determine a familia conjugada natural de prioris para o modelo em questao. (150
pontos)

b) Obtenha a priori de Jeffreys para 6 e verifique se ela é prépria. Sugestao: veja o
formulario. (150 pontos)

¢) Obtenha a distribui¢do a posteriori de # com base na priori encontrada no item a)
(familia conjugada natural). (100 pontos)

d) Obtenha a distribui¢do a posteriori de # com base na priori encontrada no item b)
(priori de Jeffreys). (100 pontos)

Formulério

1. Se X|(m,0) ~ Binomial(m,0),m € {1,2,3,...},6 € (0,1), entao
p(z|m, 8) = ( ZL ) 0% (1 —0)" *lyo1,..m}(X), E(X]|m,0) =mb,V(X|m,0) =mb(1—0).

Se m = 1, obtem-se a distribui¢ao de Bernoulli(6).

2. Se X[ ~ Poisson(\), A > 0, p(z|\) = e_;fmn{o,w,m}(x), E(XIA) = A, V(X|A) = .

3. Se X|(r,0) ~ gama(r,0),r > 0,0 > 0, entao p(x|r,0) = 9”;(7") e_%xr_l]l(o,oo)(a:) e
E(Xk|r,0) = W

4. Se X|(a,b) ~ beta(a,b),a > 0,b > 0, entao p(x|a,b) = 5(; b N1 —2)" o) (),
B(a,b) = % E(X|a,b) = GLM,V(XM, b= g 6)2&b+ =

5.0(r) = [y a" e ®dx, T(r) = (r — D(r — 1).

X
6. Se X|(a, ) ~ gama(a,f!) entao Y = Vg~ Galenshore(a, 0)



