ME 705A - Inferéncia Bayesiana
Segundo semestre de 2013
Prova II

Data: 16/10/2013

Nome: RA:

Leia atentamente as instrugoes abaixo:

Coloque seu nome completo e RA em todas as folhas que vocé recebeu, inclusive nesta.
Utilize somente um dos lados de cada folha.

Leia atentamente cada uma das questoes.

Enuncie, claramente, todos os resultados que vocé utilizar.

Justifique, adequadamente, seus desenvolvimentos, sem, no entanto, escrever excessiva-
mente.

O(a) aluno(a) sé6 podera sair da sala apés as 10h30, mesmo que ji tenha finalizado a
prova. Ap6s a saida do(a) primeiro(a) aluno(a) nao sera permitido a entrada de nenhum(a)
outro(a) aluno(a).

Nao é permitdo empréstimo de material.

Nao serao dirimidas diuvidas de quaisquer natureza, apds os 20 minutos iniciais.

Resolva a prova, preferencialmente, a caneta, e procure ser organizado(a). Se fizer a lapis,
destaque, & caneta, sua resposta.

O(a) aluno(a) devera portar sua carteira de estudante e apresenti-la, quando for solicitada
sua assinatura.

Utilize somente um lado de cada folha de resolugao.

Contestagoes a respeito c]lvapnota, s6 serao consideradas se estiverem por escrito.

A nota do aluno(a) serd 57 x 10, em que NP é o niimero de pontos obtidos na prova e NT

é o numero total de pontos da prova.
Os resultados numéricos finais devem ser apresentados com duas casas decimais, apenas.

A prova tera duragao de 120 minutos, das 10h as 12h, improrrogaveis.

Faca uma excelente Proval!



1. Seja uma amostra aleatéria de tamanho n de X |0 ~ Upg,6 > 0 e considere
6 ~ Pareto(a,b) (b menor que y, = maximo{xy,...,z,}). Responda os itens abaixo:

a) Encontre a distribuigdo a posteriori de # com base na priori proposta e obtenha

Opap = E(0|X). Sugestao: use o fato de que H[[O,g] (2;) = Ny, 00y (@) 104,71 (1), em
i=1
que y; = minimo{zy, ..., z,}. (100 pontos)
b) Compare o @\EAP (considerando a = 1) com o emv de 6, ou seja, com (?MV =Y,, em
termos dos seus EQM’s frequentistas, em fungao de n (tamanho da amostra). Qual
dos dois estimadores vocé escolheria? Justifique, adequadamente, suas conclusoes.

Sugestao: use o fato de que E(Y,*|0) = %Qk,‘v’k > 0. (150 pontos)
n

¢) Obtenha a F(.|z) (funcao de distribui¢do acumulada) relativa a posteriori obtida
no item a). Depois, construa um intervalo de credibilidade 7 (simétrico), para 6.
Considerando n = 9,y, = 16,7 = 0,95 e a = 1, particularize tal intervalo. (150
pontos)

d) Encontre O(Hy, Ho|x) para testar Hy : 0 < 6y vs Hy : 0 > 6y, 0y > 0 conhecido.
Utilizando 0y = 20 e as informagoes do item c), qual sua conclus@o sobre as hip6teses
em questao, com base na O(Hy, Hy|x) calculada (veja a Tabela no formulério)? Ela
estd em concordancia com a conclusao obtida através do /Cp simétrico encontrado
no item c)? Justifique, adequadamente, suas respostas. (100 pontos)

2. Seja uma amostra aleatéria de tamanho n de X |0 ~ Rayleigh(6),0 > 0, com a seguinte
densidade:
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p(z|0) = 02z 3° I10,00)(2)

Responda os itens abaixo:

a) Prove que a familia conjugada natural de prioris para o modelo em questao corres-
ponde a distribuigao Galenshore(a,b). Sugestao: veja o formulario. (50 pontos)

b) Obtenha a priori de Jeffreys para 6 e verifique se ela é prépria. Sugestao: veja o
formuldrio. (100 pontos)

c¢) Obtenha a posteriori com base na priori obtida no item a) (familia conjugada). (100
pontos)

d) Considere a posteriori obtida no item c). Obtenha um intervalo de credibilidade ~
(simétrico) para 6 em funcao de uma transformacgao para este parametro que apre-
sente distribuicao X%r)7 em que r sao os respectivos graus de liberdade. Ou seja,
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primeiramente vocé devera obter um ICp simétrico para uma transformacao de 6
cuja posteriori corresponda a distribuigao X%r) e, a partir deste intervalo, obter o ICp

simétrico para 6.(200 pontos)

3. Considere uma unica observagao da distribuicao binomial bivariada, ou seja:

Responda os itens:

a) Determine a familia conjugada natural para o o modelo. (100 pontos)

b) Considere as hipdteses Hy : 0 = 0y vs Hy : 0 # 0y, 0y € (0,1) conhecido. Suponha a
seguinte priori:

p(0,0) = h(0)g(¢) = |allig,y(0) + (1 — a)ha(0)Le,, (0)| 9(4),06, = (0,1) — {60},
em que a € (0,1) (conhecido), g(¢) = L1y(¢) e hi(0) = 1, (note que g(.) e hy(.)

sao distribui¢oes de probabilidade, em O4 = (0,1) e Oy, , respectivamente). Obtenha
B(r, s) (fator de Bayes)(250 pontos).

c¢) Suponha fy =1/2, m =8, r ="7es = 3. Qual sua conclusao a respeito das hipéteses,

usando o fator de Bayes? Justifique, adequadamente, sua resposta. (150 pontos).

Formulério

~ 1
1. Se X0 ~ Upp,g), entao p(x|) = 5]1[0,0]@)-

2. Se X|(a,b) ~ Pareto(a, b), entio p(z|a,b) = “”H Tjoo) () € E(X|a,b) = abl, sea > 1.
:I;a ’ a —
3. I'(r) = fooo e %dx, T(r) = (r — )I'(r — 1), T(1/2) = /7.
I'(a)I'(b) ' -1 b—1
4, = a=l(] — .
B(a,b) T(atb) /o (1 —x) de



5. Se X|(a,b) ~ Galenshore(a, b) entdo:
1 T'(a+k/2)

2 a 2a—1_ —z2b?
e p(x|a,b) = me 2o lem b Lo,00) () € E(X*|a,b) = M I(a)

0
e Para a =1 e b= ——, obtemos a distribuigdo de Rayleigh().

V2
o Se W =20°X? W|(a,b) ~ Xy,

Teste de Hipoteses Bayesianos

e Formulas gerais:

O(H., Hy) = ]P;EZ;;

P(H|z)

O(Hl, H0|ZB>
P(Holz)

,B(CU): O(Hl,Ho) :

7O(H1,H0|33) =

e Para as hipoteses Hy : 0 < 0y vs Hy : 0 > 6, temos que
S(bo|x)
F(6|)

e Para as hipéteses Hy : 0 = 0y vs Hy : 0 # 09,0 € Oy, temos

O<H17H0|£U> =

(Dois parametros (6, ¢))

Priori p(ea ¢) = h(e)g(¢) = [a]l{eo}(e) + (1 - a)hl(e)]l@gl (0)]g(¢>7 @91 = @9 - {90}7
hy(.) ¢ uma distribui¢do de probabilidade em Oy, ¢ g(¢) é uma distribui¢ao de pro-
babilidade em .

B@) = Sy @ = [ pem o) i) = | et oo

e Para o Fator de Bayes e O(Hy, Ho|x)

Valor Evidéncia a favor de H;

<1 Contra
[1;3) Leve
[3;10) Moderada
[10; 30) Forte
[30; 100) Muito forte
> 100 Decisiva




