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Motivagio

Exemplo: dados da poténcia de turbina de avides

m Conjuntos de dados relativos ao desempenho de 5 tipos de turbina
de avido. Tempo (em unidade de milhdes de ciclos) até a perda de
velocidade.

m Objetivo inicial: comparar os tipos de turbinas.

m Por enquanto, vamos considerar que as turbinas sdo de um dnico
tipo.

m Seja x; o tempo (observado) até a perda de velocidade da i-ésima
turbina.

m Objetivo: fazer inferéncia sobre o tempo médio até a perda da

velocidade.
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Motivagio

Histograma dos dados das turbinas
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Motivagio

Modelagem

m Vamos assumir que X;|r g gama(r, A) com A conhecido (por

enquanto). Neste caso E(Xi|r) = rA.

m Assim
(xIF) = 2 e ) (%)
PN = N0 (0:0)
m Verossimilhanca:
p(x|r) = L e”’;”‘lﬂ[x.’_1
)\nrr(r)n P /

1 . r—1
AT (r)n HXi
1

P
m Qual é a familia conjugada de prioris?

Prof. Caio Azevedo

Métodos ana e numéricos para a obtengdo de E emplos univariados



Motivagio

Modelagem

m Posteriori :

AIGR _”X”H,f, p(r)

prlx) = — .
—nx/)\ X dr
/(; )\nrr(r)n H

)\"'F( )" [T x ™ (r) B WHLI X,-r_lp(r)
o 0o 1 n B = p(x)
- r d
/0 )\nrr( )n HX: p(r) r
i=1

m Independentemente da priori escolhida n3o é possivel obter a

posteriori de forma analitica (exata).
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Motivagio

Modelagem

m A integral correspondente a constante de normalizagdo nao tem
solugcdo analitica exata, independentemente da escolha da priori.
m Pode-se obter aproximacoes:

m Para a posteriori (sem se se obter momentos e quantis).
m Somente para os momentos e quantis (sem se obter aproximagio
para a posteriori).

m Posteriori, momentos e quantis.
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Métodos de aproximacdo

Obtencdo das posterioris (marginais)

m Métodos Analiticos:
m Aproximacgdo a distribui¢do normal.

m Método de Laplace.

m Métodos Numéricos:

m Integragio/Maximiza¢do numéricas.

m Metddos de simulagdo estocastica ndo iterativos (como no problema
da comparagdo das médias de duas dist. de Poisson e da
comparacdo das médias de duas dist. normais com variancias
desconhecidas e diferentes).

m Métodos de simulacio estocdstica de Monte Carlo via Cadeias de

Markov (MCMC).
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Métodos de aproximacdo

Caracteristicas (Métodos Analiticos)

m Aproximacgdo a distribuicdo normal: fornece, simultaneamente,
aproximacao da prépria posteriori bem como dos momentos e

quantis.

m Aproximacgdo de Laplace: fornece aproximagao da posteriori mas os

momentos e quantis tem de ser calculados posteriormente.
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Métodos de aproximacdo

Caracteristicas (Métodos Numéricos)

m Integracdo/Maximizagdo numéricas: fornecem aproximagdo da
posteriori mas os momentos e quantis tem de ser calculados
posteriormente.

m Metddos de simulagdo estocéstica (ndo iterativos e MCMC):
fornecem uma amostra aleatéria das posteriores e, de posse desta,
pode-se estimar (ndo parametricamente) as posteriories e calcular
medidas -resumo para estimar os momentos e quantis.

m As vezes, tem-se de usar métodos analiticos e numéricos em

conjunto.
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Métodos de aproximacdo

Voltando ao exemplo

m Suponha que o pesquisador (responsével pelo experimento) tenha

fornecido as seguintes informacdes:

m De experimentos anteriores: A 2,66.

= A priori: £(r) = 100 e V(r) = 5000.

m Assim, vamos assumir que : r ~ gama(a, ), (o =2,y = 50).
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Métodos de aproximacdo

Priori
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Métodos analiticos

Aproximacao a distribuicdo normal (univariada)

m Lembrando: p(@) : priori, p(x|0) : verossimilhanga e p(6|x)

(posteriori).

m Sob certas condi¢Bes de regularidade (expansdo em séries de Taylor),

pode-se aproximar a distribuicdo a posteriori de interesse como:

P00 = 2 ep {12 (0 - )}

em que h, = ho + h(0), m, = h;! (homo + h(g)g)
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Métodos analiticos

m mg é a moda da distribuicdo a priori (calculada, eventualmente, de
modo numérico).
m 0 é a estimativa de mdxima verossimilhanca de 6 (calculada,

eventualmente, de modo numérico).

d?In p(0)
"= g ’e:mo
~ d?In p(x|0)
" 0 = |,
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Métodos analiticos

Caracteristica da AN (aproximagdo a distribuicdo normal)

m Relativamente rapida.

= Util quando as obtencdes da moda da priori e do estimador de MV
sdo simples.
m Os estimadores (EAP,MAP,MeAP, EPAP) e intervalos de

credibilidade n3o, necessariamente, respeitardo o espaco paramétrico.

m Quanto mais distante da dist. normal for a posteriori, maior tem de

ser o tamanho da amostra para que a aproximacdo seja satisfatéria.
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Métodos analiticos

Voltando ao exemplo

m Lembremos que r ~ gama(a, ), ou seja,

P(r) = setaye ™" M o,00)(r)

m Assim

~dInp(r) _ (a—1)

dr? r2

5 [P = (F()°] = mw'(r)

_d2|np(x|r) _ .
dr? (r(r))

m Neste caso, my = y(« — 1). contudo, a estimativa de mv de r ndo é

obtenivel analitacamente. Assim, alguma método numérico de

maximizacdo deve ser empregado.
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Métodos analiticos

Usando o programa R

m A funcdo optim, do programa R, permite maximizar fungdes
utilizando algum algoritmo numérico (otimizador). Particularmente,
pode-se usar o método BFGS (ver notas de aula de Métodos

Computacionais em Estatistica).
m Tal fungdo ja vem pré instalada no R.

m Para utilizar os algoritmos de Newtom-Raphson ou Escore de Fisher,

pode-se recorrer ao pacote maxLik (usando a fung¢do maxLik).
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Métodos analiticos

Fungao optim

m Comandos no R: obten¢do da estimativa de maxima verossimilhanca
) ComoptimIBl
# funcdo optim

fr<- function(r,lambda,n,v.x)
Togl<- -n*1gamma(r)-n*r*log(lambda) +

(r-D*sum(log(v.x))
;eturn(—]og])

# Aproximacao pela normal

resultlik<-optim((mean(v.x)A2/var(v.x)),fr,lambda=
Tambda,n=n,v.x=v.x,method="BFGS", hess1an-T)

r.mv <- resu1t11k$par

h.r <- resultlik$hessian
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Métodos analiticos

Aplicacao da aproximacao a normal

Neste caso, mg = 50, ¥ = 3,78, hg = 0,0004, h(r) = 15,12

Assim, r|x ~ N(3,78,0,07).

Portanto, 7EAP ~ 7MAP ~ ?MeAP ~ 3, 78, EPAP(r) ~ 07 26.

ICs(r,95%) ~ [3,28;4,29].
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Métodos analiticos

Aproximacao a normal
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Métodos analiticos

Aproximacdo de Laplace (AL)

m Suponha que desejamos calcular f eMX)dx. Admita que exista um
nico maximo global para f(.)

m Seja xg 0 maximo global de f(.). Ent&o :

f(x) = f(x) + f'(x0)(x — xo)2 + %f”(xo)(x — x0)2 +R

R = O[(x — x0)*]

m Portanto:

) = r0) = 17" (o)l (x — )?
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m Aproximac¢ao de Laplace:

b b
/ M) gy~ eMf(x) / e~ MIF" (x0)1(x=x0)?/2 gy,
a a

oo (25%)-+(25%)

o =V02,0% = (M|f"(x)])”", ®(.) é a fda da normal padro.
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Caracteristica da AL

m Relativamente rapida.

m Apropriada quando o integrando é unimodal e 0 maximo pode ser
obtido facilmente (ainda que seja necessério utilizar métodos
numéricos).

m Inapropriada: em integrais multiplas a medida que a dimensao
aumenta e/ou o maximo é complicado de ser obtido.

m Os estimadores (EAP,MAP,MeAP, EPAP) e intervalos de

credibilidade n3o, necessariamente, respeitardo o espaco paramétrico.
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Cont. do exemplo da distribuicao gama

m Nosso objetivo é utilizar a aproximacao de Laplace para calcular:

I g(r)dr = [;° e'dr, em que f(r) =Ing(r),M =1

P(X|r)P(r):g(r) )\n? —nX/A er 1 'Y —r/’yra—l

m Note que, neste caso, o ponto de maximo ry corresponde a moda da
posteriori (MAP).

= Além disso, f/(r) = — [nW'(r) + 2]
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Aproximacao de Laplace no R

Prof. Caio Azevedo

fpost<- function(r,lambda,n,v.x,alphap,gammap)

Togl<- -n*1gamma(r)-n*r*log(lambda) - n*mean(v.x)/lambda
+ (r-D*sum(log(v.x)) -r/gammap +(alphap-1)*Tog(r) -
alphap*log(gammap) - Tgamma(alphap)

return(-Togl)

resultpost<-optim((mean(v.x)A2/var(v.x)),fpost, Tambda=Tam
bda,n=n,v.x=v.x,alphap=alphap, gammap=gammap,method="BFGS"
,hessian=T)

r0 <- resultpost$par

h.r0 <- resultpost$hessian

HEHBHBH R BH B RH R R RS

# Aproximacdo da constante de normalizacao

sigma <- solve(sqrt(abs(h.r0)))

cn <-
sqrt(2*pi)*exp(-fpost(ro,lambda,n,v.x,alphap,gammap))*sig
ma*(1l-pnorm(-r0/sigma))

auxpost <- seq(2.5,4.8,0.01)

fpostAL <-
exp(-fpost(auxpost,lambda,n,v.x,alphap,gammap))/cn
plot(auxpost, fpostAL,type="1",x1ab="valores",ylab="densid
ade",main="",cex=1.3,cex.lab=1.3,cex.axis=1.3, Twd=4)
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Cont. do exemplo da distribuicao gama

m Assim / g(r)dr ~ e")\/2r (F"(ry)) " = 1,526686€ — 67
0

1.5

densidade

0.5
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Comentarios

m Note que obtivemos apenas uma aproximagao para a constante de

normalizagdo.
m Lembre, ainda, que

fooo h(r)X,%(r)ne*"i/)‘ H7_1 x.’_lp(r)dr fooo h(r)g(r)dr

Jo ,\nrr() e[y x/ " p(r)dr [y g(r)dr

m Assim, para obtermos, por exemplo, o EAP, terifamos que também

E(h(r)lx) =

aproximar fooo rg(r)dr. Para obter o DPAP teriamos também que

aproximar [ r’g(r)dr.
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Comentarios

m Posteriori:

< wr)n ‘”X“Hm ~p(r) g(r)
o=/ r—1 fo (r)dr
/ )\nrr ! EX; p(r)dr

m Para obtermos o estimador MAP, teriamos que maximizar g(r).

p(rlx)

m Para obtermos a MeAP, temos que encontrar o valor “q" , solucao
da sequinte equacao
F(glx) =1/2« [ g(r)=1/2 [; g(r)dr.

m Nesse caso, métodos numéricos devem ser empregados para se obter

o MAP e o MdAP. Falaremos sobre eles adiante.
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Integragdo por Quadratura

Integracdo por Quadratura

m Substituir (no caso univariado) o célculo da area sob a curva pela

soma das areas de um ndmero finito de retangulos.

m Substituir (no caso multivarido) o calculo da area sob a curva pela

soma das areas de um nimero finito de paralelepipedos.
m Ponto-chave: Definir os pontos e pesos de quadratura.
m Formas de calculo dos pontos e pesos:

m N3o-adaptativa: mantem-se fixo os pontos e pesos.

m Adaptativa: muda-se os pontos e/ou os pesos.
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Graficamente
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Caracteristicas

m Em geral, na Estatistica, deseja-se calcular
Ew(X)) = [P w(x)f(x)dx, onde f(.) & alguma fdp.

m Sendo assim, f(.) terd massa relevante em apenas um subconjunto
de R.

m Define-se um conjunto de pontos, x1, X2, ..., Xy, € 0S respectivos
pesos associados Aj, Ay, ..., Am, A; = A(x;). Via de regra, os pesos
correspondem aos comprimentos dos intervalos determinados pelos
pontos de quadraturas.

m Pode-se imaginar que cada ponto corresponde ao valor médio de

intervalos de mesmo comprimento.

aio Azevedo
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Cont.

m Assim

b
/ w(x)f(x)dx ~ ZA w(x;)f(x;)

m Existem varias formas de se determinar os pontos e pesos. Em geral,
isto é feito a partir do miximo (moda) de f(.). Pontos Stimos, em

muitos casos, s3o obtidos através de certos polindmios.

m Polindmios de Gauss-Hermite, Gauss-Legendre, Jacobi, Legendre,

Gauss-Laguerre etc. Veja Abramowitz & Stegun (1972).
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Quadratura Adptativa

m Atualizagdo dos pontos e/ou dos pesos de quadratura.

. . b
= Nosso interesse continua sendo calcular h = " w(x)f(x)dx.
m Algoritmo

m Calcule duas aproximagdes para h,
§1 = 5(f(x):a,b) = L7, Aw(x)f(x) e
S = S(f(x); a,(a+ b)/2) + S(f(x); (a+ b)/2, b)
m Calcule e = |51 — S|
m Se e < T, pare, caso contrdrio, aplique o passo 1, recursivamente, até

que a precisdo requerida seja atingida.
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Quadratura Adptativa no R

m Funcido integrate (ja vem instalada nas versBes mais recentes).

m Permite calcular integrais, usando a quadratura adaptativa, para

funcoes pré-definidas pelo usuario, em um dado intervalo.
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Voltando ao exemplo

m Posteriori :

sy Ui %7 p(r)
plriX) = -5 =
fo ()" [Tz xi " p(r)dr

m Momentos a posteriori

Jo h(r)W [Ty X~ p(r)dr
fooo ,\nrrl(r)n T Xirilp(r)df

E(h(r)lx) =

m Numericamente
—1
> h(’j)m [Ty 7 p(r)A;
1 —1
erll XTI ()" [T %" p(r)

E(h(r)lx) =~
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Funcao integrate: comandos no R

Prof. Caio Azevedo

fpost<- function(r,lambda,n,v.x,alphap,gammap)

Togl<- -n*1gamma(r)-n*r*log(lambda) + (r-1)*sum(log(v.x))
-r/gammap +(alphap-1)*1og(r) - (alphap-1)*1og(gammap)
#logl<- -n*1gamma(r)-n*r*log(lambda) - n*mean(v.x)/lambda
+ (r-D*sum(log(v.x)) -r/gammap +(alphap-1)*Tog(r) -
a1phap*1og(%ammap) - lgamma(alphap)

geturn(exp( og1))

cn<-integrate(fpost,0,Inf,lambda,n,v.x,alphap,gammap)$val
ue

auxpost <- seq(2.5,4.8,0.01)

fpostQA <- (fpost(auxpost,lambda,n,v.x,alphap,gammap))/cn
plot(auxpost, fpostQA, type="1",xTab="valores",ylab="densid
ade",main="",cex=1.3,cex.lab=1.3,cex.axis=1.3, Twd=4)
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Funcao integrate

m Comandos no R: célculo da esperanga a posteriori
ComointegrateEAPIB1

EpostEAP<- function(r,lambda,n,v.x,alphap,gammap)
logl<- -n*1gamma(r)-n*r*log(lambda) +
(r-D*sum(Tog(v.x)) -r/gammap +(alphap-1)*Tog(r) -
(alphap-1)*Tog(gammap)
#logl<- -n*1gamma(r)-n*r*Tog(lambda) -
n*mean(v.x)/lambda + (r-1)*sum(log(v.x)) -r/gammap
+(alphap-1)*log(r) - alphap*log(gammap) -
Tgamma(alphap)
;eturn(r*exp(]og]))

EAP<-integrate(fpostEAP,0,Inf,lambda,n,v.x,alphap,
gammap) $value/cn




Funcao integrate

m Comandos no R: célculo do desvio-padrdo a posteriori
ComointegrateEPAPIBL
fpostEAP2<- function(r,lambda,n,v.x,alphap,gammap)

logl<- -n*1gamma(r)-n*r*log(Tambda) +
(r-1)*sum(Tog(v.x)) -r/gammap +(alphap-1)*Tog(r) -
(alphap-1)*Tog(gammap)

#logl<- -n*T1gamma(r)-n*r*Tog(lambda) -
n*mean(v.x)/lambda + (r-1)*sum(log(v.x)) -r/gammap
+(alphap-1)*Tog(r) - (alphap-1)*1og(gammap)
;eturn((rAZ)*exp((1og1)))

EPAP<-sqrt(integrate(fpostEAP2,0,Inf,lambda,n,v.x,
alphap,gammap) $value/cn -EAPA2)




Funcao integrate: posteriori, EAP e DPAP

m reap &~ 3,81, EPAP(r) = 0, 26.

densidade
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Prof. Caio Azevedo

Métodos ana emplos univariados



Continuac3o: Moda a Posteriori

m Maximiza¢do numérica da posteriori (para obter o MAP) usando a
funcdo optim. Note que, é equivalente a maximizar o log da

posteriori, ou seja:

Inp(r|x) = Inp(x|r) +Inp(r) + cn
cn = constante de normalizac3o.
P np(rx))) "2 . -
m Pode-se usar — (%) ‘r = rp como medida de precisio
associada ao MAP, em que ry é a estimativa MAP.

u ?MAP ~ 3,80
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Funcdo optim (obten¢do da moda a posteriori)

Prof. Caio Azevedo

ComoptimModaIBl
fpost<- function(r,lambda,n,v.x,alphap,gammap)

Togl<- -n*1gamma(r)-n*r*log(lambda) -
n*mean(v.x)/lambda + (r-1)*sum(log(v.x)) -r/gammap
+(alphap-1)*Tog(r) - alphap*log(gammap) -
Tgamma(alphap)

return(-logTl)

resultpost<-optim((mean(v.x)A2/var(v.x)),fpost,lam
bda=Tambda,n=n,v.x=v.x,alphap=alphap,gammap=gammap
,method="BFGS" ,hessian=T)

r0 <- resultpost$par

h.r0 <- resultpost$hessian
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Continuacdo: Mediana a Posteriori

m Por definicdo

F(rMeAp|X) = 0, 5

m Podemos resolver a equagdo acima usando o algoritmo de Newton

Raphson:

-1
10 = 6 (p(r D)) R, £ =12,

n 7MdAP ~ 3,80.
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Comandos no R: cdlculo da mediana a posteriori

Métodos

CcomoobterMed
ql0<-4
iter <-1
while(iter<=10)

grl <-
integrate(fpost,0,q10,Tambda,n,v.x,alphap,gammap)$
value/cn -0.5

hrl <- fpost(ql0,lambda,n,v.x,alphap,gammap)/cn
glt <- q10 - solve(hrl)*grl

iter <- iter +1

910 <- qlt
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Método de Monte Carlo

Integracao por Monte Carlo

m Lei Forte dos Grandes Nimeros: Seja X1, X3, ... uma sequéncia i.i.d.
(condicionada em um vetor de pardmetros ), tal que

E(X;|0) = p, |p| < 00,Vi. Entdo

m Integracdo por Monte Carlo.

Gere um conjunto de m varidveis aleatérias i.i.d, digamos
X1y X2y eeey Xm-

~ 1 Nm .
Calcule h~ = >7, w(xi).
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Método de Monte Carlo

Integracao por Monte Carlo

m Em outras palavras, as integrais de interesse devem ser escritas
como o valor esperado de alguma variadvel aleatéria com distribuicao

conhecida.

m Voltando ao exemplo. Obtendo a constante de normaliza¢3o:

o 1 . o 1 2 e /et
I:/ —_— x.rflprdr:/ —_— x{flidr
; A"fr(r)".gl' (dr = | sy LI rayse
—r/¢
= xItemr/vpetgper/? (e ) dr
/0 )\"’F H ¢

- [ w(r)‘fZS dr = EW(R)Y)
0
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Método de Monte Carlo

Integracao por Monte Carlo

m Em que ¢ = 3,78 (estimativa de mv) e

1
w(r) = )\"’F HXF 1¢e—r(1/7+1/¢)ra L

m Entdo, | = ( ( )|;z$) em que R|¢p ~ exp(¢).
m Portanto, para aproximar a integral acima, podemos simular uma
amostra aleatdria de tamanho m de uma va exp(¢), digamos

M, ..., rm, € calcular
1 1 n
~ A - ri—1 —f'(l/’y—‘rl/qﬁ) a—1
T3 i | L
— e}

j= i=
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Integracao por Monte Carlo

Método de Monte Carlo

m Para o cdlculo de &(r|x) e £(r?|x), os desenvolvimentos sdo

andlogos. Mais espeficicamente.

oo efr/¢7
h=E&(rlx) = /0 wi(r) 3 dr = &(W(R)|¢)

ef"/q5

hL=¢&(Px) = /Ooom(r) p dr = E(W(R)|¢)

1 n
1 - r=1,—r(1/v+1/¢) ,a—1 2
m(r):mil:[lxi e~/ po-1,2
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Método de Monte Carlo

Integracao por Monte Carlo

m Portanto, tais integrais podem ser aproximadas por, respectivamente

n

~ 1 1 =1 _ —r(1/v+1/¢) ,a—1,2
’”%ZWHW e /Aty
j=1 i

=1
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Método de Monte Carlo

Integracao por Monte Carlo : posteriori, EAP e DPAP

m reap &~ 3,80, EPAP(r) = 0, 26.

1.5

densidade
1.0

0.5

0.0
L

25 3.0 35 4.0 45
valores
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Método de Monte Carlo

Comparacao entre as aproximacoes da posteriori

0
9]
Aproximagdo MCMC

(=} . ~

< Aproximagéo pela normal
% Aproximagéo de Laplace
2 Quadratura adaptativa
5 Monte Carlo
o

0

@4

ol — — S,

[=] — ——

valores




Método de Monte Carlo

Comparacao entre o modelo gama ajustado e os dados

(estimativas via quadratura adaptativa)

@
o -
(=]

0.06
I

frequéncia relativa
0.02 0.04
L L

0.00
L
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