ME - 310 Probabilidade II

Segundo semestre de 2009

Lista de exercicios VI

Entrega: Exercicios 8 e 10 em 14/12/2009

1. Sejam {X,}, -, umas.v.a (sequéncia de varidveis aleatérias) e r um nimero real positivo,
tais que £(|X|") < oo e E(|X,|") < 00, ¥n > 1 (note que isso implica que os valores
esperados em mddulo existem Vk < r. Dizemos que a sequéncia {X,}, -, converge em

n—o0 n

média de ordem r para X se £(|X,, — X|") "= 0. Notacdo X,, =5 X. Responda aos
itens:

a) Se X, ™% X, entdo X, . x.
b) Se 2% £(|X, — X|") < 00, entdo X,, +% X.

2. Sejam {X,}, -, uma sequéncia de varidveis aleatérias tais que Cov(X;, X;) = 0, Vi #

j com variancias uniformemente limitadas (i.e., existe uma constante ¢ > 0, tal que

V(X,) <e,V¥n>1leS, = Z?Zl X;, Vn > 1. Prove que %(S”) 0.

3. Seja {X,},>, uma sequéncia de varidveis aleatérias com distribuigoes de probabilidade
dadas por:

P(X,=0)=1--eP(X,=0)=-,Vn>2
Prove que X, %, 0 mas X, 25 0,vr > 0.

4. Seja {X,},>, uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e identicamente dis-
tribufdas com £(X,,) = p e V(X,,) = 0%,0% > co. Prove que

Z?:l Xj q.c. %
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5. Seja {X,},~, uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes cujas distribuicoes de
probabilidade sao dadas por:

Prove que, se 0 < a < 1/2; entdao n™* S X, ac .

6. Decida se a Lei dos Grandes Numeros (fraca e forte) vale para as sequéncias de varidveis
aleatérias independentes {X,,}, -, cujas distribuigoes de probabilidade sao dadas por:
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a) P(X, =+2") =1
@) P(X, =0)=1—272"
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7. Considere n ensaios de Bernoulli independentes com probabilidade de sucesso p (0 < p <

1) em cada ensaio. Seja T,, o numero de vezes dentre os n ensaios em que um sucesso

Tn

P ,
= C, onde ¢ é uma constante.

¢ imediatamente seguido de um fracasso. Prove que
Identifique a constante c.

8. Sejam {X,},, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas com £(X,,) = 0 e £(X,,)? = 1, {Y,.},~, uma sequéncia de varidveis aleatérias
independentes cujas distribuicoes de probabilidade sao dadas por:

1

o
n2

1

e suponhamos que {X,}, ., seja independente de {Y,},.,. Seja T,, = X7 | (X; +Yj).
Prove que:

TnD
— — N(0,1).
TN

9. Seja {X,},~, uma sequéncia de varidveis aleatérias tais que X,, ~ Binomial(n,p), 0 <
p <1 SeTn:%,Vnzl.

a) Prove que v/n (T, — p) L2, N(0,p(1 — p)).
b) Determine o limite em distribuigao de y/n <Tin - %) e n(T,(1-T,)—p(1—p)).

10. Seja {Xn}n21 uma s.v.a, i.i.d., com X,, ~ UJ0,1]. Ache o limite quase certo de:

n 1/n
(i)
=1

Sugestao: tome o logaritmo natural de Y.



