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1. Seja X ∼ NA(0, 1, λ), em que NA(µ, ψ, λ), µ ∈ (−∞,∞), ψ ∈ (0,∞), λ ∈ (−∞,∞), denota uma distri-
buição normal assimétrica com parâmetro de localização µ, de escala ψ e de assimetria λ. Pesquise a
representaçãpo estocástica da NA(0, 1, λ) em termos das distribuições N(0, 1) e HN(0, 1) (normal (0,1)
truncada à esquerda do zero). A fdp de uma va X ∼ NA(µ, ψ, λ) é dada por:
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em que φ e Φ denotam, respectivamente, a fdp e fda de uma distribuição N(0,1). Desejamos estimar λ
com base em uma amostra aleatória de X. Responda os itens.

a) Usando a representação estocástica mencionada para a normal assimétrica e uma reparametrização
adequada para λ (se ncessário), desenvolva o algoritmo EM, para estimar λ por máxima verossimi-
lhança, de modo que o passo M seja anaĺıtico. Implemente o algoritmo desenvolvido na linguagem
R.

b Considere λ ∈ (−4, 0, 4). Gere R = 500 réplicas da distribuição em questão, para cada um dos
seguintes valores de n ={20,30,50,100}. Você pode escolhar o método de simulação e, inclusive,
usar algum pacote do R para simular. Descreva o comportamento da distribuição emṕırica, do
v́ıcio, da variância e do EQM do estimador, em função dos valores verdadeiros do parâmetro bem
como dos tamanhos da amostra, calculadas em função das réplicas.

c) Comente sobre os posśıveis problemas de convergência encontrados nas simulações/estimações do
item anterior.

2. Em relação à questão 1), considere agora que os três parâmetros são desconhecidos. Refaça os itens a),b)
e c), considerando os mesmos tamanhos de amostra e valores de λ. Utilize µ = 2 e σ = 4.

3. Seja Y1, ..., Yn uma amostra de Yi ∼ Bernoulli(pi), i = 1, .., n, mutuamente independentes. Considere
que pi = Fν(X ′iβ), em que Fν(.) denota a fda de uma distribuição t padrão com ν graus de liberdade
(conhecido), Xi = (1, Xi1, ..., Xip) é um vetor p× 1 de covariáveis conhecidas e β = (β0, β1, ..., βp) é um
vetor com p+ 1 parâmetros (desconhecidos). Responda os itens:

a) Escreva a verossimilhança aumentada, em função da representação estocástica da distribuição t
padrão, em função das distribuições normal e gama.

b) Desenvolva o algoritmo CADEM para estimar β, em que os dois tipos de variáveis aumentadas são
aqueles definidos no item b). Implemente o algoritmo desenvolvido na linguagem R.

c) Considere ν = 7 e β = (1; 0, 3;−2). Simule R = 500 réplicas do modelo acima, para cada um dos
seguintes valores de n ={20,30,50,100}. Você pode escolhar o método de simulação e, inclusive, usar
algum pacote do R para simular. Descreva o comportamento das distribuições emṕıricas marginais,
dos v́ıcios, das variâncias e dos EQMs dos estimadores, em função dos valores verdadeiros dos
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parâmetros bem como dos tamanhos da amostra, calculadas em função das réplicas. Você pode
fixar os valores das covariáveis ou simulá-las através de U(0, 1).

4. Seja Y1, ..., Yn uma amostra de Yi ∼ gama(µi, φ), i = 1, .., n, mutuamente independentes, em que
E(Yi|bi) = µi = exp[X ′iβ + bi], bi ∼ N(0, σ2), mutuamente independentes, φ é o parâmetro de dis-
persão, e as outras componentes são como na questão 3. Ou seja, tem-se um modelo de regressão linear
generalizado misto, com distribuição gama e função de ligação canônica.

b) Desenvolva o algoritmo ECEM para estimar β e φ. Implemente o algoritmo desenvolvido na lin-
guagem R.

c) Considere ψ = 50 e β = (1; 0, 3;−2). Simule R = 500 réplicas do modelo acima, para cada um dos
seguintes valores de n ={20,30,50,100}. Você pode escolhar o método de simulação e, inclusive, usar
algum pacote do R para simular. Descreva o comportamento das distribuições emṕıricas marginais,
dos v́ıcios, das variâncias e dos EQMs dos estimadores, em função dos valores verdadeiros dos
parâmetros bem como dos tamanhos da amostra, calculadas em função das réplicas. Você pode
fixar os valores das covariáveis ou simulá-las através de U(0, 1).
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