ME 705 A - Inferéncia Bayesiana
Segundo semestre de 2013
Lista de Exercicios I

OBS: A menos que o contrario seja mencionado, nos exercicios vocé deve considerar uma amostra aleatéria

X110, ..., X,,|0 de X|0.

OBS: A menos que o contrario seja mencionado, variancia do estimador Bayesiano deve ser calculada sob
a Otica frequentista.

OBS: Sempre construa graficos das posteriores (para valores especificos dos hiperparametros e para alguma

amostra).

Caso tais valores nao sejam fornecidos, escolha-os, usando algum critério.

1. Resolva os exercicios deixados em sala.

2. Seja X |0 ~ bin(m, d),0 € (0,1), m conhecido. Considere § ~ beta(a,b), (a,b) conhecidos. Responda os

itens

Considere m=1. Qual seria a estimativa de maxima verossimilhanca de # quando x; = 0,Vi? E
quanto x; = 1,Vi?

Encontre a distribui¢ao 6|z calculando diretamente a constante de normalizagao.
Obtenha Ogap, Opo € Oarq € Suas respectivas variancias.

Como fica a posteriori considerando o cenério do item a)? E possivel obter estimativas dentro do
espaco paramétrico?

Considere que a = b = 1. Qual seria a “crenca” a priori com relagdo a 0 neste caso?

Compare os estimadores de maxima verossimilhaga, EAP e MAP, através de seus EQM’s. Consi-
derando a = b = 1, qual dos estimadores vocé escolheria? Justifique, adequadamente, sua resposta.

Determine a familia conjugada natural para o o modelo probabilistico em questao.

Suponha que, a priori, vocé acredite que 8 € {0y, 01,62}, em que 6; € (0,1),4 = 0,1,2,. Obtenha a
posteriori e calcule o EAP e o MAP neste caso.

3. Seja X |0 ~ gama(r, ), A > 0, em que E[X]|A] = rA, r conhecido.
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Determine a familia conjugada natural para o modelo em questao.
Ache a distribuigdo a posteriori de A com base na priori determinada no item a).
Obtenha os estimadores EAP e MAP de )\ e suas variancias.

Compare os estimadores de méxima verossimilhaga, EAP e MAP, através de seus EQM’s. Qual dos
estimadores vocé escolheria? Justifique, adequadamente, sua resposta.

A priori encontrada no item a) depende de dois paradmetros. Considerando que os dois so iguais a
1, repita a compragao feita no item d).

Considere que p(A) o< 1L (g,o0)(A). Verifique se a posteriori é prépria.

4. Seja X |6 ~ Poisson(6),6 > 0.



Determine a familia conjugada natural para o modelo me questao.
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Ache a distribuigdo a posteriori de # com base na priori encontrada no item a).

Obtenha os estimadores EAP ¢ MAP de 6 e suas variancias.

Qo

Compare os estimadores de méxima verossimilhaga, EAP e MAP, através de seus EQM’s. Qual dos
estimadores vocé escolheria? Justifique, adequadamente, sua resposta.

e) A priori encontrada no item a) depende de dois pardmetros. Considerando que os dois sdo iguais a
1, repita a compracao feita no item d).

f) Considere que p(6) o 1 (g,00)(0). Verifique se a posteriori é prépria.

5. Aplique os resultados da questao anterior nos dados da Tabela 2.2 pag 69 do livro Bayesian data analysis.
Considere, primeiramente, o numero de acidentes fatais como variavel resposta e, depois, o nimero de
passageiros mortos. Resolva os exercicio tanto com priori do item a) quanto a do item f).

6. Considere X ~ fx(x;0) em que

p(z|0) = G0~ L1)(x)
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Determine a familia conjugada natural para o o modelo.
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Ache a distribuigao a posteriori de 6 com base na priori encontrada no item a).

Obtenha os estimadores EAP e MAP de 6 e suas variancias.

o

o

Compare os estimadores de méxima verossimilhaga, EAP e MAP, através de seus EQM’s. Qual dos
estimadores vocé escolheria? Justifique, adequadamente, sua resposta.

e) A priori encontrada no item a) depende de dois parametros. Considerando que os dois sdo iguais a
1, repita a compragao feita no item d).

f) Considere que p(0) o< 1L (g,00) (). Verifique se a posteriori é prépria.
7. Considere X ~ Upg g),0 > 0.

a) Determine a familia conjugada natural para o o modelo.
b
¢

d

Ache a distribuicao a posteriori de 6 com base na priori encontrada no item a).
Obtenha os estimadores EAP, MAAP e MAP de 0 e suas variancias.

Compare os estimadores de méxima verossimilhaca, EAP, MAAP e MAP, através de seus EQM’s.
Qual dos estimadores vocé escolheria? Justifique, adequadamente, sua resposta.
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e) A priori encontrada no item a) depende de dois parametros. Considerando que os dois sao iguais a
1, repita a compragao feita no item d).

f) Considere que p(0) o< 1 (g,o0) (). Verifique se a posteriori é prépria.
8. Como seria a férmula geral da posteriori se o espago amostral fosse finito? E se fosse infinito enumeravel?
9. Considere a férmula da atualizacio da posteriori. Como ela ficaria se X'|01.X"60?

10. Ainda em relagio & formula da atualizagao da posteriori, considere:



11.

12.

a) Considere uma amostra aleatérioa de tamanho n de p(z|f) = ;6% 11 ) (x),0 € (0,1) e p(d) =
beta(a, b), a,b conhecidos. Encontre: a verossimilhanga associada ao modelo e a posteriori de 6.
Suponha que uma novo conjunto de observagoes X, y1,..., Xnt+m estd disponivel. Como ficaria
posteriori atualizada?

b) Considere o modelo Y; = 0Y;_1 + &;,i = 2,..,n, Y1 ~ N(0,1),& ~ N(0,1),Y;—11&,0 € (—1,1).
Assuma que 6 ~ U[_; 1;. Encontre: a verossimilhanca associada ao modelo e a posteriori de 6. Supo-
nha que uma novo conjunto de observacoes Y, 1, ..., Ynt+m estd disponivel. Como ficaria posteriori
atualizada?

Os dados disponiveis no site (DadosLampadallB2013.txt) dizem respeito ao tempo de vida de n = 60
lampadas, de uma nova versao de um modelo comercial, medidos em horas. Além disso, traz informacoes
sobre as médias dos tempos de vida de 30 (DadosLampada2IB2013.txt) outras versdes anteriores da
lampada em questdo. Considere que o tempo de vida de cada lampada (da nova versao) possa ser
modelado por uma distribuigdo exponencial £(X) = . Desejamos estimar 6.

a) Faca uma andlise descritiva completa dos dados (inclusive calculando medidas descritivas). Vocé
acredita que a suposigao de distribuicao exponencial para os dados é razoavel? Justifique, adequa-
damente, sua resposta.

b) Proponha uma priori, com base nas informagdes das 20 estimativas. Justifique, adequadamente,
sua escolha.

¢) Como base nessa priori, encontre a posteriori e fornega uma estimativa Bayesiana para 6.

Um laboratério que pesquisa o cancer esta estimando a taxa de tumorigénese em duas espécias de ratos
(A e B). Eles tem dados de contagem de tumor para 10 ratos da espécie A e 13 da espécie B. A literatura
sugere que a tumorigénese para ratos do tipo A pode ser adequadamente modelada usando uma distri-
buigao de Poisson(f4), enquanto que para os ratos da espécie B a distribuigdo Binomial-Negativa(r, 0g),
com r conhecido, é mais apropriada. Suponha que, condicionado em 64 e 0p, as observagoes sdao condi-
cionalmente independentes inter e intra grupos. Os dados se encontram abaixo:

ya = (12;9;12;14;13;13; 15;8; 15; 6)
yp = (11;11;10;9;9;8; 7; 10; 6; 8; 8; 9; 7)

Responda os itens:

a) Obtenha a verossimilhanca conjunta de (ya,ys).

b) Considereando, & priori, 84 ~ Beta(a,b) e O ~ Beta(c,d) em que 04105 e (a,b,c,d) conhecidos.
Encontre a posteriori conjunta e as marginais.

¢) Encontre a distribuigao a posteriori de A = QAQ%GB com base na posteriori conjunta de (64,65)".

d) Utilizando a distribuigdo & posteriori obtida no item c¢), os dados fornecedidos e considerando

r = 15, em sua opniao, qual das duas espécies apresenta maior taxa de tumorigénese? Justifique,
adequadamente, sua resposta.



