MI427/ME913 - Analise de dados Hierarquicos
Segundo semestre de 2020
Lista de Exercicios I

1. Resolva TODOS os exercicios deixados em sala.

2. Con51dere o modelo Y; = By + fix; + &, = 1,2,....,n, em que & ~ xS N(O 0?). Defina
Y /60 +ﬂ1$z, em que ﬁj,j = 0,1 é o estimador de MQO de 8,7 =0,1¢ fl Y, - Y.
Prove que:

a) Nesse caso, os estimadores de MV coincidem com os estimadores de MQO.
b) Z?:I gz =0.

) 2 zi& = 0.
d) X V& = 0.

C

3. Considere o modelo Y; = By + fi(z; — T) + &,i = 1,2,...,n, em que £Z i~ " N(0,0%).
Encontre a forma escalar dos estimadores de minimos quadrados ordindrios (MQO) de
B = (Bo, 51)" e as respectivas distribuigdes marginais. Compare esses estimadores com

aqueles obtibos no modelo Y; = ag + ayx; + &;. Calcule COV(E@, Bl) e Cov(ap,ay). O que
voceé pode dizer sobre a independéncia entre Sy e 31 e entre ag e a;?

4. Nas questoes de 2 e 3, proponha um teste para testar Hy : 0 = 6y vs Hy : 0 # 6y, em que
0y é um valor conhec1do e 6 reresenta cada um dos parametros do modelo em questao. Por
exemplo, no modelo da questao 2), 6 corresponde a [y ou ;. Propor um teste significa:
constuir uma estatistica do teste que faca sentido em termos do problema, apresentar sua
distribuicao (exata ou assintética) sob Hp, apresentar as regides critica e de aceitagao,
bem como o p-valor associado. Considere um nivel de significancia de o. Considere o
conhecido e depois desconhecido.

5. Seja A(mxm) uma matriz real e simétrica (sugestao: utilize a decomposicao espectral).
Mostre que:

a) tr(A) =" N, em que \;,i = 1,...,m sdo os autovalores de A.
b) det(A) = [[%, A

¢) Se P for uma matriz ortogonal, os autovalores de PAP’ sio os mesmos de A.

6. Seja X = (X1, Xo, X3)" uma vetor aleatorio tal que



10.

Couo(X)=1 2 0,5 0

Responda os itens:

a) Calcule a variancia de X; — 4X;, + 3.X5.
b) Calcule OOU(Z) em que Z = (Zl, Zg) com Zl = X1 + XQ e Z2 = X1 + X2 + Xg.

Considere o modelo de regressao linear normal homocedastico usual em sua forma ma-
tricial, ou seja, Y (ux1) = X (nup)Bpx1) + Emxi), em que & ~ N, (0,0°I). Defina 8 =
(X'X)'X'Y, H=X(X'X)'XY=XBR=Y -Y ¢, =C;3— M, em que
Ci(a;xp) 580 matrizes nao-aleatérias tais que r(C;) = a; < p e M (4,x1) Sa0 vetores nao

aleatérios, i = 1,2... . Obtenha as distribuigdes conjuntas de i) 3, ii) 6, iii) (?/, R, iv)
~ ~/ I~/
(6,,0,) ev) (8,6,)"

. Se X ~ Np(p, %) e Y = Ayup) X + Bgx1), em que A, B sao matrizes nao aleatdrias,

obtenha (demonstrando) a distribui¢ao de Y.

- Considere que Y (nx1) = X nxp)Bpx1) T Emx1) € Bpx1) = Wipxa) Y (gx1) T U(px1), €m que

€~ N,0,X), u~ Ny0,¥), £Lu, X, W, ~ sao quantidades nao aleatérias. Responda
os itens:

a) Obtenha, demonstrando, a distribuigao condicional Y |u.
b) Obtenha, demonstrando, a distribuigdo marginal de Y.

¢) Obtenha, demonstrando, a distribui¢ao condicional B|Y = y.

Considere o seguinte modelo hierarquicos de dois niveis:

Y;'i = /60]' + ﬁljxji —Fsz‘, (DI/VGI 1),] == 1, 2, ,50,2 == 1, 2, ...,TLj
Boj = oo + uoj, (nivel 2),

Bi; = o+ uy, (nivel 2),
i~ N(U,UQ),Uij%N(07¢i)>§jiiuij,Vi,j

Responda os itens:

a) Obtenha as esperancas marginal e condicional (dado w; = (ug;, u1;)") de Yj;.
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b) Obtenha as variancias marginal e condicional (dado w; = (ugj, u1;)") de Y.
c) Obtenha Cov(Y};,Yji) e Corre(Yj;,Yj), Vj e Vi # ',
)
)

i
d) Obtenha a distribuicao marginal de Y; = (Yj1, ..., Yjn,)".

e) Interprete todos os parametros (efeitos fixos, aleatdrios e componentes de variancia).

11. Considere o conjunto de dados “tutorial” disponivel no pacote do R “R2MLwiN” (veja
a descrigao das varidveis no respectivo help (7tutorial). Considere as varidveis “norme-
xam” (resposta), “school” (explicativa, grupo) e “standlrt” (explicativa). O objetivo é
comparar o desempenho (aos 16 anos, normexam) dos alunos entre as escolas (school),
considerando a variavel standlrt (desempenho aos 11 anos). Para esta questao, responda
os itens abaixo considerando apenas as duas primeiras variaveis.

a) Faca uma anédlise descritiva completa, apresentado os comentérios apropriados. O
que os resultados sugerem?

b) Defina (intepretando-o adequamente) e ajuste um MRLNH apropriado, apresentando
todos os resultados numéricos (com as devidas interpretacoes). O que as conclusoes
indicam? Lembre-se de que a verificacao da qualidade de ajuste do modelo é a etapa
imediamente posterior ao ajuste. Comente sobre o ajuste, indicando, também com
base na descricao do problema e andlise descritiva, se vocé entende que um outro
modelo poderia ser mais apropriado do que este.

¢) Com base na resposta do item c), defina, intepretando-o adequamente, pelo menos
um modelo que vocé entende ser mais apropriado.

12. Repita a questao 11), considerando as trés variaveis, de forma adequada.



