Processos de média méveis: parte 2
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Estimacao - método dos momentos

m Considere {Y;} um processo MA(q) de média p (link).

m Uma vez que a média do processo é 1, entdo o EMM (estimador pelo
método dos momentos) para p é dado por fi = Y (semelhante ao

processo AR(p), link).

m Por outro lado, para 61,...,0, os respectivos EMM's sdo obtidos
resolvendo-se as equagdes definidas pelas auto-correlagdes amostrais.
m Por exemplo, considere o modelo MA(1) de média p: Yy = pu+

Oci_1 + €, em que ¢; ~ RB(0,0°). Para este processo temos que

7(0) = o?(1 + 6?), v(1) = 020 e portanto p(1) = 0/(1 + 63).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_MA_ST_ME607_1S_2024.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_AR_P3_ST_ME607_1S_2024.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_MA_ST_ME607_1S_2024.pdf

Estimacao - método dos momentos

m Ent3o um estimador para 6 é encontrado resolvendo-se:

A1) =

1402

a qual é uma equacdo do 2° grau.
m Nesse caso, devemos escolher a solugdo cujo valor de 8 torne o pro-
o0

cesso invertivel (ser possivel escrever e; = E (—=0Y Yez)).
Jj=0
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Estimacao - método dos momentos

m Além disso, as solugdes serdo nilimeros reais se e somente se |p(1)] <

1/2 (para esse caso).

m Se [p(1)| < 1/2, resolvendo a equacdo (1) temos que a solugdo in-

vertivel é dada por:

G_ 1= VI-40)

- 25(1)
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Estimacao - maxima verossimilhanca

m Diferentemente do modelo AR(p), para um modelo MA(q) é dtil es-
crevermos a verossimilhanca associada em termos dos erros de pre-
visdo a um passo a frente Y; — Y¢(1) (veremos adiante que pode ser
calculada tanto por (3) no slide 14 quanto por (4) no slide 17) uma
vez que temos uma verossimilhanga mais tratdvel neste caso.

m Para um modelo MA(q), seja 3 = (i, 01, . ..,6,)" o vetor de dimensio
g+ 1 de pardmetros. Temos que a respectiva verossimilhanca é dada

por:

n

L(ﬁ702) = H f(}/l’|yl’—17 cee 7}/1)-

t=1
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Estimacao - maxima verossimilhanca

m Com efeito, temos que a distribuicdo de Yi|Yi—1 = yi1,-.-, Y1 =n
é normal com média y/ ; e varidncia Var(P{, ;) = 0. Portanto a

verossimilhan¢a pode ser escrita como:

L(B.0%) = Gz o {—23, S0 - y:+1)2} SNC)
t=1

em que y;,; é fungdo somente de 3 (como veremos adiante).

m Por fim os estimadores sdo obtidos maximizando-se a equacdo (2)

com respeito a 3 e o2.
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Estimacao - minimos quadrados condicionais

m Podemos escrever um modelo MA(q) de média p em termos de seus

€rros:

q
€= Yr—p— Zekft—k-
k=1

m Neste método de estimagao aproximamos a soma dos quadrados dos
erros pelo condicionamento em ¢g = €; = --- = €;_4 = 0. Portanto,

os estimadores de 3 = (61,...,0,) sdo dados minimizando-se:

Se(B) = Z 6%
t=1

m Exercicio (expanda o somatério acima).
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Comentarios

m Essencialmente, os comentdrios feitos aqui, slides 21, 24 e 41.

m S30 necessdrios métodos numéricos para obter as estimativas (MQC
e MV).

m Erros-padrdo, intervalos de confianca e testes de hipétese podem ser

obtidos/construidos através de teoria assintética ou métodos numéricos.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_AR_P3_ST_ME607_1S_2024.pdf

Previsao - Método 1

m Considere {Y;} um processo MA(q) invertivel. Sem perda de gene-
ralidade assuma que média zero. Caso n3o o tenha, basta centra-lo
em sua média Y; = X; — u. Logo temos que Y; = 0(B)e;, em que
e+ ~ RB(0,02).

m Desejamos obter previsdes m passos a frente para esse processo (se-

melhante ao que fora feiro para o processo AR(p)).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_AR_P4_ST_ME607_1S_2024.pdf

Previsao Método 1

m Para isso consideraremos Y,(m) = E(Yiotm|Yas ..., Y1) o preditor
Stimo sob o erro quadratico médio, baseado na amostra finita (Y1,..., Y;),
e \N/,,(m) = E(Yotm| Y-+, Y1, Yo, Y_1,...) o preditor correspon-
dente, baseado na amostra infinita (..., Y_1, Yo, Y1,..., Y,) ou sim-
plesmente (Y, ...).

m Utilizaremos ?n(m) pois as respectivas contas sdo mais simples se
comparadas aquelas relativas a Y,(m) (para os processos MA(q) e
também para os processos ARMA(p,q), que veremos adiante).

= Uma vez encontrado Y,(m) ele & truncado para o caso finito (amostra

de tamanho n).
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Previsao - Método 1

m Primeiramente, temos que como {Y;} é invertivel, logo

Yn+m = 0(3)6n+m
S

€Entm = Zﬂ'j Yn+m—j7 o = 1a
Jj=0

Eenim| Yoy Yor,..)

S TEYnimil Yoo, Yor,. )
j=0

0 = Zﬂ-js;n(m_j)

J=0
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Previsao - Método 1

m Continuando:

0 = Yo(m)+ > mYa(m—j)
j=1
B [e) N m—1 . 00 "
Yo(m) = =Y mYa(m—j)==> mYa(m—j)=> m¥Ya(m—j).
j=1 j=1 Jj=m

Porém note que Y;(0) = &(Y4|Yn,...,Y_1,...) = Y, para t < n,

devido a forma do processo MA (exercicio). Logo (Ya(m — j) =

Y,H,mfj) e

m—1 e’}
Yo(m) = = mYa(m=5) =Y 1 Yoim j,
j=1 j=m
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Previsao - Método 1

m Dessa forma, comegcando com m = 1, temos um procedimento recur-
sivo para obtermos previsdes para um modelo MA(q).

m Por definicdo, esse procedimento também pode ser utilizado para
acharmos previsdes para um processo ARMA(p, q), o qual estuda-
remos adiante.

m Note que esse método necessita que o modelo seja invertivel e que
seja facil a obtengdo de ;.

m Na prética fazemos:

m—1 n
Yom) = = mYa(m—=5) =Y mYoim
j=1 j=m
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Estrutura - Previsao - Método 1

?n(l) - Zﬂj Yot1—j (3)

\7,,(2) 771’1Y ZWJ n+2—j

\7,,(3) = 771’1\7,,( 77T2Y ZWJ n+3—j
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Exemplo - Previsao - Método 1

m Considere o modelo MA(1) em que Y; = —0,3€;1 + €, € ~
RB(0,02).
m Sabemos que Y; = (1—0,3B)e;reque§(z) =1-0,3z=0<=z~
3,33 > 1, logo {Y:} é invertivel e portanto:
€t =

1_0 TR Zo IYe _ijyt_J,

em que m; = 0,3

Prof. Caio Azevedo




Exemplo - Previsao - Método 1

m Logo, a previsao a m passos é dada recursivamente por:

m—1 n
Yo(m) = =) 0,3Yo(m—j)=> 0,3Ypim .
j=1

j=m
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Previsao - Método 2

m Do processo MA(g) temos que:

Yoem = Ot€nym_1+ -+ 04€nim_g+ €nym
EVnim Yo ) = 01&(ensm|Yn )+ -+ 05 (Entm—g|Ynr---)
+ E(ensm|Yn,...)
Yo(m) = 01 (m—1)+-+04,(m—q) +en(m), (4)

notando (devido a causalidade e a invertibilidade) que €,(t) = E(€¢| Ya,...) =

E(€tlen,...) = € para t < n (exercicio).

m Mas como imputar ¢; na pratica dado que ele é estocastico?
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Previsao - Método 2

m Note que do processo MA(q): e = Yi — b16im1 — -+ — Oger_g,
portanto assumindo que y; = 0 e ¢; = 0 para i < 0, podemos proceder

recursivamente, ou seja:

€T = N
€ = y»—btig
€3 = y3— 01— bre;

€s = Y4 —bhes —Orer — 0361
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Exemplo - Previsao - Método 2

m Considere novamente o modelo MA(1) em que Y; = —0,3¢;-1 + €,
€+ ~ RB(0,02).

m Dito isso, temos que Y,(m) = —0,3¢,(m — 1) + €,(m), e portanto:

Ya(1) = —0,35,(0) = —0,3e,
Ya(k) = 0,k>2,

em que (préximo slide)
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Exemplo - Previsao - Método 2
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€1

€2

€3

€n

y1
Y2+ 0,361 =y + 0,3)’1
y3+ 0,362 = y3 + 0,3(y2 + 0, 3y1)

y3+0,3y2 +0,3%y;

> 0,37y,
j=1



Erro de previsao

m O erro de previsdo para m passos a frente de 1 < m < g é dado por

(veja slides anteriores):

P"(m) = Yn+m - S;n(m) - (01€n+m—1 + -+ 0q€n+m—q + 6n+m)
—  (Orén(m = 1) + -+ +0gen(m — q) + €,(m)
m—1
= Z Oj€ntm—j, Bo = 1.
j=0

m A respectiva variancia entdo é dada por:

m—1

o2(m) = Var(P,(m)) = o? Z 07,

Jj=0
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Erro de previsao

m E a covaridncia é dada por:
Cou(Palm). Po(m+ ) = o 3 00,11

Jj=0

logo, temos que os erros de previsdo sao correlacionados.
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Propriedades

m Considere {X;} um processo MA(q) de média . e que desejamos fazer
previses para X, . Dessa forma podemos trabalhar com Y; = X; —
w, realizar previsdes para Y,., de interesse e recuperar as previsoes
para X,.m tal que X,(m) = Yo(m) + p.

m Além disso, sabemos que X,(m) = 1+ b1¢p(m—1)+--- + Og€n(m—
q) + €,(m). Logo quando m — oo, )~(,,(m) — |4 e consequentemente
Var(Pp(m)) = vx(0).

m Portanto, temos que a previsdo para um processo MA(qg) a longo

prazo torna-se a prépria média do processo.
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