Processos autoregressivos (parte 4)
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Introducao

m Discutiremos a respeito de diagnéstico do modelo e previsdo (para os

instantes observados e futuros).

m Métodos de diagndsticos sdo de fundamental importancia no processo
inferencial. Essencialmente, caso as suposi¢cées do modelo ndo sejam
satisfeitas:

Os resultados desenvolvidos (EP, IC, TH etc) ndo sdo vilidos, parcial
ou totalmente e outro modelo deve ser utilizado (modelo ndo robusto).
Os resultados desenvolvidos (EP, IC, TH etc) continuam validos, ainda
que com alguma perda e pode-se continuar, ainda que com ressalvas,

com o modelo em questdo (modelo robusto).
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https://www.amazon.com/Robust-Statistics-Theory-Methods-Probability/dp/1119214688/ref=sr_1_2?crid=9P9XBW7P7RM9&keywords=robust+statistics&qid=1651262915&sprefix=robust+statistic%2Caps%2C213&sr=8-2

Introducao

m Uma revisdo sobre residuos para MRNLH (modelos de regress3o nor-
mais lineares homocedisticos) e para MLG (modelos lineares genera-

lizados) podem ser vistas aqui e aqui, respectivamente.

m Por outro lado, um modelo de regressdo (probabilistico) precisa ser
capaz de reproduzir de forma adequada os dados observados (meca-
nismo gerador), bem como (em particular para ST) prever observacdes
futuras (dado que o regime da série ndo mudara e/ou fatores no con-

templados, ndo venham afetar seu comportamento).

m Primeiramente, falaremos sobre anilise de diagnéstico (residuos).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_Reg_POS_1S_2021.htm
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_MLG_1S_2016.htm

Analise de residual em ST

m Lembrando que o modelo AR(p) (Gaussiano) é dado por:
YVi=p+d1(Yeer —p)+ -+ dp (Yeep — 1) + €, €6~ N/D(O,Uz).

m Essencialmente para os modelos AR(p) (e para as outras classes de
modelos de ST que veremos), temos de verificar se os erros (através
de pelo menos um tipo residuo apropriado) sdo um ruido branco Gaus-
siano.

m Ou seja, temos que verificar se os residuos sdo ndo correlacionados,

homoceddsticos e normalmente distribuidos.
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Analise de residual em ST

m Basicamente, ha dois tipos de residuos (valor predito do erro) utili-
zados para os modelos que estudaremos: os residuos ordinarios e os
padronizados.

m Residuo ordindrio: € = Y; — \7:, t=1,2,..,n
-

m Residuo padronizado (RP): & = Sy, - Yot = 1,2,..,n em

VP,
que :
m Ve=fit 61 (Yeor =) + o+ Gp (Yeop — ),
n I3t é o erro estimado associado a € e
= (4, q@l,...,éb\p)' € o vetor de estimadores obtidos através de algum

método (MM, MQC, MV, aqui).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_AR_P3_ST_ME607_1S_2024.pdf

Andlise residual em ST

m Falaremos sobre P; mais a frente (que estd associado ao, assim cha-

mado, erro de previsdo).
m Com relagdo a Vt temos que:
n \/;1 = L.
s Vo=j+é(Vi—f)
] ?3 :ﬁ+$l(yl —ﬁ)-i—tgz(yz—ﬁ)

2 Yo=i+a(Yi—A)+ b (Vo) + .+ 6p (Yor— 1)
m Se as hipdteses forem satisfeitas, para uma dada ST, entdo, para n

suficientemente grande:
€ ~ NID(0,1)
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Analise residual e ST

m Para verificar a validade do resultado acima, podemos utilizar:

m Gréfico do RP x indice (aqui).

m Gréfico do RP X valores ajustados (aqui).

m Histograma, Box-plot (aqui).

m Gréfico de quantil-quantil com envelope (aqui). Neste caso, ndo é
imprescindivel construir um envelope simulado, pois a distribui¢cdo de
referéncia do residuo é conhecida.

m Teste de ruido branco com gréficos (aqui).

m Testes para estacionariedade (n3o vistos): Dickey-Fuller, Dickey-Fuller
aumentado, Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS), Phillips-Perron

entre outros (aqui).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Diag_REG_Pos_1S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Diag_REG_Pos_1S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Diag_REG_Pos_1S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Diag_REG_Pos_1S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_ST_Explorat%C3%B3ria_P3_mais_sobre_ST_ME607_1S_2022.pdf
https://www.amazon.com/Univariate-Models-Quantitative-Applications-Sciences/dp/080394991X/ref=sr_1_1?crid=VZWWZSTKCB09&keywords=Univariate+Tests+for+Time+Series+Models&qid=1651519198&sprefix=univariate+tests+for+time+series+models%2Caps%2C175&sr=8-1

Previsao

m Voltemos ao modelo AR(p) estacionario e causal.

m O problema de previsio consiste em determinar um valor para Y, «
com k > 0, dada a informagdo: F, = {Y,, Ya_1, ..., Y1} Denotemos
a respectiva previsdo por Y,(k) onde k é o horizonte de previsio. A

v.a. que representa o valor a ser observado é Y.

m Previsdes sdo calculadas de forma que alguma funcdo de perda seja

minimizada.
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Previsao

m Neste curso adotaremos a minimizacdo do Erro Quadratico médio de

previs3o.

m Assim, temos que minimizar £(e2(k)) onde €,(k) = Yok — Ya(k) é

o erro de previsao para o horizonte k.

m Pode ser demonstrado que o preditor 6timo é a esperanc¢a condicional:

Yo(k) = E(Vork| Fa).
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Previsdo para o AR(1)

m Seja o processo AR(1) estaciondrio e causal (com p = 0):

Y: = ¢Yi 1 + e, e ~ RB(0,0°).

m Para k=1, como Y, 1 = @Y, + €541, entdo:

Yn(l) = E(Yn+1|]:n) = ¢5(Yn|fn) + g(€n+1|]:n) =Y,

pois o processo é causal (epy1-LF7)
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Previsdo para o AR(1)

m Para k =2, como Y12 = ¢Yst1 + €ns2, entdo

Yn(2) = S(Yn+2|}—n) = ¢5(Yn+1|fn) + <c/‘("in+2|-7'—n) = ¢Yn(1) = ¢2 Y.

m Por inducdo, para k geral, temos que:

Yo(k) = ¢*Y,.
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Previsdo para o AR(1)

m Varidncia dos erros de previsio. Seja

entao

V(en(1)) = VI(Yarr = Ya(1))] = VI¢Yn + €n1 — 9Yi]

= V]ept1] = 2.




Previsdo para o AR(1)

m Analogamente:
205\ _ _ 2 2
O'n(2) = V(¢€n+1 + €n+2) =0 (l + qf) )

m Por inducdo, temos que:

1_¢)2k
1-¢2°

o2(k) = o?(1 + ¢ + ... + ¢2 1) = 2

m A longo prazo (k — o0), temos que:

1

2 2
Yn(k) — O,Un(k) — 0 177(252
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Previsdo para o AR(1)

m Para os processos AR(1) com média diferente de zero ou com drift,
primeiro defina o processo: X; = Y;—pu. Depois, obtenha as previsGes

Xa(k) e, posteriormente, calcule:

yn(k) = Xn(k) + W,

(substituindo u por [i se aquele for desconhecido)

m Outra forma € aplicar diretamente a esperan¢a condicional no modelo

definido com drift (ou p # 0) (exercicio).
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Previsdo para o AR(1)

m Supondo que o processo é Gaussiano (e; ~ NID(0,5?)), intervalos de

previsdo de 7% de confianca para Y, «, sdo da forma:
IP(York) = Ya(k) £ Ziy a?(k),

em que P (z < ZL) Z ~ N(0,1).

m Se os pardmetros (j, @', 02)’ forem conhecidos, o IP acima é exato. Se
pelo menos um n3o for, mesmo sob a validade das hipéteses (incluso
a normalidade) eles s3o assintéticos.

= A medida que as suposicoes deixarem de ser validas, os resultados

apresentados também o deixam.
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Previsdo para o AR(2)

m Seja o processo AR(2) estaciondrio e causal (com p = 0):
Yi=¢1Yio1+ ¢V o+ e, 60~ RB(0702)~
m Para k=1, como Y 11 = 1Y, + ¢2Yao1 + €411, entdo

Yn(l) = E(Yn+1|}—n) = ¢15(Yn|}—n) + ¢25( Yn71|]'—n) + g(€n+1|}—n)

= ¢1Yn +¢2Yn—17

pois o processo é causal (€,11LF}).
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Previsdo para o AR(2)

m Para k=2, como Y12 = ¢1Yat1 + &2 Yn + €ny2, entdo

Y,,(2) = E(Yn+2|-7:n) = ¢18(Yn+1|-7:n) + ¢25(Yn|}—n) + g(€n+2|-7:n)

= 01Yn(1) + d2Yo

m Para k= 3, como Y13 = ¢1 Yoo + &2 Yar1 + €ny3, entdo

Yo(3) = EYnislFn) = 01E(YnialFn) + 626 (Yni1l Fn) + E(ensalFn)

= $1Ya(2) + 2 Yn(1).
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Previsdo para o AR(2)

m Para o caso geral temos que resolver a equagdo em diferencas de

segunda ordem

Yn(k) = ¢l Yn(k - 1) + ¢2 Yn(k - 2) (1)
0.

(1— B = B?) Y,(k)

m Dadas estimativas dos pardmetros, a Equagdo (1) pode ser resolvida

de forma recursiva, k=1,2,....
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Previsdo para o AR(2)

m Varidncias dos erros de previsio. Exercicio: calcule o2(k) = V(en(k)),
k=1,2.
m Para os processos AR(2) com média diferente de zero ou drift, valem

as observa¢des apresentadas para os modelos AR(1). Idem para os

intervalos de previs3o.
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Previsdo para o AR(p)

m Seja o processo AR(p) estaciondrio e causal (com u = 0):

Ye=01Yee1+P2Yeo+ .+ 0pYiep + €, 60 ~ RB(0702)-

m Pode-se provar que:

Yi(k) = b1 Ya(k — 1) + oo + bp Yal(k — p),

em que Y,(s) = Y,—s, s <0.
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Previsdo para o AR(p)

m Para os processos AR(p) com média diferente de zero ou drift, valem
as observagdes apresentadas para os modelos AR(1). ldem para os
intervalos de previsdo.

2
n

m Expressdes para o4(k) serdo discutidas no parte de Processos ARMA

(mais a frente, no curso).
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Pacote astsa

m astsa: acrdnimo para “Applied Statistical Time Series Analysis”.

m apresenta diversas funcdes para: andlise exploratéria, estimacio, tes-
tes de hipdtese, critérios de informacdo, diagndstico e previsdo para
diversas classes de modelos de ST (e outras).

m “Encapsula” algumas fungdes existentes no R como a fun¢do “sa-
rima”.

m Links de interesse se encontram na pagina do curso na se¢do Links/Material

adicional.
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https://cran.r-project.org/web/packages/astsa/index.html
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_ST_ME607_1S_2024.htm
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_ST_ME607_1S_2024.htm

Pacote astsa

m Por enquanto utilizaremos (estimag&o e diagnéstico):

m sarima(xdata,p,d,q,...) (deixaremos o restante dos argumentos como
default)

B xdata: ST de interesse.

B p,d,q: respectivamente ordem do processo AR, grau de diferencia¢do
(processos ARIMA), ordem do processo MA (média movel). Por en-
quanto, assumiremos d=0,q=0.

B Essencialmente utiliza estimativas de MQC (n3o iterativas), como va-
lores iniciais em um processo iterativo para obter as estimativas de
MQC. De posso destas, performa outro processo iterativo a fim de
obter as estimativas de MV.

m Tem implementado os mecanismos inferenciais vistos até o momento

(e outros).
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Pacote astsa

m Por enquanto utilizaremos (previs3o):

m sarima.for(xdata,n.ahead,p,d,q,...) (deixaremos o restante dos argu-

mentos como default)

B Todos os argumentos sdo como para a fungdo sarima, exceto n.ahead
que corresponde a janela de previs3o.
m Fornece as previsdes com barras de erro correspondentes 3 +/- 1 e 2

erros de previsdo.
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Aplicacao 1: dados sobre o hormonio luteinizante

m Disponivel no pacote R (default) sob o nome “Ih".

m Uma série temporal regular relativa a concentra¢do (unidade de me-
dida n3o especificada) do hormdnio luteinizante em amostras de san-
gue, medidas em intervalos de 10 minutos, de uma mulher , n = 48

(amostras).
m Assim, temos medidas para 0, 10, 20,..., até 470 minutos.
m Veja também aqui.

m Estudar o comportamento da ST, incluso fazendo previsdes.
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https://www.amazon.com/Time-Biostatistical-Introduction-Statistical-Science/dp/0198522266/ref=sr_1_1?keywords=Time+Series%3A+A+Biostatistical+Introduction.&qid=1651707957&sr=8-1

Andlise exploratéria

30 35
| |

nivel de hl
25

=
<

Prof. Caio Azevedo

minuto

Figura: Gréfico de ST sobre os dados de hl.




Andlise exploratéria
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Figura: FAC para a ST sobre o hl.
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Figura: FACP para a ST sobre o hl.




Andlise exploratéria
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Figura: P-valores para o teste de Ljung-Box a ST sobre o hl.
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Andlise exploratéria
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Figura: Suavizag3o por kernel (b=6) para a ST sobre o hl.
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Model: (1,0,0)

Standardized Residuals
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Comentérios (RP)

m Auto-correlagles, essencialmente, ndo significativas.

m Aparentemente n3o hd tendéncia nem indicacdo de heterocedastici-

dade (talvez, de forma leve).
m Os residuos parecem se aproximar de um ruido branco.
m Contudo, os residuos apresentam assimetria positiva.

m O modelo apresenta uma ajuste minimamente razoavel mas, pode ser
melhorado.
m Sugestdo: apenas modificar a distribuicdo condicional ( Y;|y;—1) (dis-

tribuicdo positiva).
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Séries temporais observada e predita
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Figura: Preto - observado, vermelho - predito.
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Prev. para uma janela de 50 min. (intervalo ndo

observado)

previsao para 480, 490, 500, 510 e 520 minutos
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Prev. para uma janela de 50 min. (intervalo observado)

previsao para 430, 440, 450, 460 e 470 minutos
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Estimativas

Parametro Est. EP 1C(95%) Est. t  p-valor

¢ 057 012 [0,35;0,80] 4,94 < 0,0001
[ 241 015 [2,13:270] 1646 < 0,0001
02 020 - - - -

A correlag3o entre as observacdes (¢) mostrou-se significativa e positiva.
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Figura: Preto - observado, vermelho - predito.
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Comparacao com o modelo AR2

m Estimativas (AR(2))

Parametro  Est.  EP IC(95%)  Est. t  p-valor

b1 070 0,14 [0,42;097] 5,00 < 0,0001
b2 021 0,14 [-0,49,0,06] -1,52  0,13439
[ 240 012 [2,17;2,64] 20,03 < 0,0001
o2 019 - - - -

m Critérios de informacao
Modelo AIC  AlICc BIC
AR1 1,349 1,355 1,466
AR2 1,344 1,355 1,500
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_ST_Explorat%C3%B3ria_ST_ME607_1S_2024.pdf

Comentarios

m A predicdo dos valores observados pode (e precisa) melhorar em se

utilizando um modelo mais apropriado.

m Em relacdo a previsdo (intervalos observado e n3o observado) o mo-

delo se comportou aquém do esperado.

m E possivel melhorar o ajuste usando um modelo da classe ARMA,

considerando uma distribuicdo positiva para as observacoes.
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Aplicagao 2: dados sobre indice de emprego no Canada

= indice de emprego trimestral (IET) no Canads (1960 a 1993), n =
136.

m Os dados foram ajustados sazonalmente (retirou-se a sazonalidade).

m Os dados n3o apresentam tendéncia (aparentemente) mas continuam

a apresentar autocorrelac3o.
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https://www150.statcan.gc.ca/n1/dai-quo/btd-add/btd-add-eng.htm#two
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Figura: Gréfico de ST sobre os dados de IET.




Andlise exploratéria
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Andlise exploratéria
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Figura: FACP para a ST sobre os dados de IET.
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Andlise exploratéria
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Figura: p-valores para o teste Ljung-Box para a ST sobre os dados de IET.

Prof. Caio Azevedo




Andlise exploratéria
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Figura: Suavizag3o por kernel (b=12) para a ST sobre o IET.
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Model: (2,0,0) Standardized Residuals
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Comentérios (RP)

m Auto-correlagles, essencialmente, ndo significativas.

m Aparentemente n3o hd tendéncia nem indicacdo de heterocedastici-

dade (talvez, de forma leve).
m Os residuos parecem se aproximar de um ruido branco.

m Contudo, os residuos apresentam assimetria positiva e/ou caudas pe-

sadas.
m O modelo n3o parece estar satisfatoriamente ajustado.

m Sugestdo: apenas modificar a distribuicdo condicional ( Y;|yi—1, ¥i—2)

(distribuicdo positiva e/ou assimétrica com caudas pesadas).
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Séries temporais observada e predita
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Figura: Preto - observado, vermelho - predito.
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Prev. para 8 trimestres (2 anos), dados futuros

previsao para 8 trimestres
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Prev. para 8 trimestres (2 anos), dados observados
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Estimativas

Pardmetro  Est.  EP 1C(95%) Est. t  p-valor
01 1,45 0,07 [1,30;1,60] 19,36 < 0,0001
P2 -048 0,08 [-0,63-0,33] -6,25 < 0,0001
I 97,50 4,39 [88,89;106,11] 22,19 < 0,0001
o? 2,02 - - - -

A correlagdo entre as observacdes (¢1, ¢2) mostrou-se significativa e

positiva.

Prof. Caio Azevedo




Comparacao com os modelos AR1 e AR3

m Estimativas

Pardmetro  Est.  EP 1C(95%) Est. t  p-valor
1) 099 0,01 0,96 ; 1,01 79,68 < 0,0001
7 93,93 7,19 79,84;108,03 13,06 < 0,0001
01 1,42 0,09 1,25 ;1,59 16,67 < 0,0001
®2 -0,38 015 -066;-0,09 -259  0,0106
3 -0,07 0,09 -0,24;0,10 -0,79 0,4309

I 97,81 4,10 89,78;10585 23,86 < 0,0001
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Comparacao com os modelos AR1 e AR3

m Critérios de informacao
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Modelo AIC  AlICc BIC
AR1 3,867 3,868 3,931
AR2 3,629 3,631 3,715
AR3 3,639 3,642 3,746



https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_ST_Explorat%C3%B3ria_ST_ME607_1S_2022.pdf

Comentarios

m As previsdes (para os valores observados e futoros) goi bastante sati-

fatéria.

m Entretanto, é possivel ainda melhorar o ajuste usando um modelo da
classe ARMA, utilizando uma distribuicdo positiva e/ou assimétrica

de caudas pesadas.
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