Processos autoregressivos (parte 3)
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Introducao

®m Vimos como estimar, supondo apenas a estacionariedade fraca, de
um dado processo, sua média, funcdo de auto-covaridncia (FACV) e

func3o de auto-correlagdo (FAC) (aqui).

m Usualmente, quando outras caracteristicas desse processo sao levadas
em consideracdo, por exemplo, no processo de estimacdo, podemos

obter melhores resultados (menor(es), viés, varidncia, eqm).

m Vamos considerar, neste momento, processos AR(p).
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Introducao

m Um processo estocdstico {Y;} é dito ser um processo AR(p) (essen-

cialmente) se:
Ye=¢1Yeo1 4+ + @pYip + € (1)

m Algumas propriedades foram discutidas (ao menos para casos particu-

lares) aqui, aqui e aqui.

m Vamos s focar no caso em que o processo (1) é estacionario, causal

e que ¢; ~ RB(0,0?).
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Introducao

m Nio é dificil verificar que £(Y:) =0, Vt.

m A vers3o do processo (1) de média p (E(Y:) = p, Vt) é dada por:

Ye=p+¢1(Yeer—p) 4+ 8p (Yep— 1) + €, €0 ~ RB(0,07).

m Considere, inicialmente, o problema de estimar a FACV e FAC de um

processo AR(p), com p = 0.
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FAC

m Note que (multiplicando-se ambos os lados da primeira Equacdo (1)

por Y;):

Yo = 01Yer+ -4+ 0pYept+ e
Yt2 = (bl Yt Yt—] + e + ¢P Yt Yt*P + Yth
E(Y?) = ¢1E(YeYeo1)+ -+ 0pE(YeYeop) + E(Yeer)

7(0) = &1v(1) + -+ dpy(p) + E(Vier). (2)

m Lembrando que y(h) é a fun¢do de auto-covaridncia do processo.
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FAC

m Além disso, como o processo é causal entdo E(e;Yi—x) = O para

k > 1, logo (multiplicando-se ambos os lados da primeira Equacdo

(1) por €):
Y: = ¢1Yt—1+"'+¢pyt—p+€t
€&Y: = 1€Y1 +--+ (bpet Yt—p + 6?
E(etYs) = d1E(eYe-1)+ -+ E(dpetYep) + E(7)
E(e:Y:y) = E(&) =02 (3)
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m Portanto, aplicando (3) em (2), temos que:

(0) = G1y(1)+ -+ ¢py(p) + 07
-1 = ¢1p(1)+--~+¢pp(P)+%
—+7(0) = ? (4)

1—¢1p(1) = — dpp(p)




m Por outro lado, temos que (multiplicando-se ambos os lados da Equaggo

(5) por Y;— e dividindo-se ambos os lados da Equagdo (6) por (0)):

Yo = o1Yiei o+ pYep e
YYo= 01YeuYe1+ o+ dpYerYep+ Yeker (5)
E(YikY:) = OE(YerYe1)+ -+ dpE(YerYeop) + E(Yeoker)
(k) = ¢k =1)+ -+ dpy(k —p) (6)
p(k) = drp(k =1)+ -+ dpp(k — p) (7)
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h
m Lembrando que, em um processo estaciondrio, p(h) = M

7(0)’
m Em termos matriciais, a Equagdo (7), para k =1,..., p temos que:
p(0) p(1) ... plp—1) b1 p(1)

p(1) p(0) ... p(p—2) ¢2 p(2)

p(p—1) p(p—2) ...  p(0) bp p(p)




m Esse sistema de equagdes (Equagdo (8)) é conhecido na literatura

como equacoes de Yule-Walker.

m De posse de ¢ = (¢1,...,¢p) e de p = (p(1),...,p(p)) podemos

obter 02 através de (4), ou seja:

7 = 3(0) (1= 317(1) = .. = Gpi(p) ) - 9)

m Como estimar p e ¢?
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Exemplo

m Considere o seguinte processo:

Y, = 0,33Y,1+0,5Y;: »+e, e ~ RB(0,0?)

— (1-0,33B-0,5B?)Y; = e,

m Fazendo ¢(z) =1 — 0,33z — 0,52z% = 0 temos que z = —1,78221 e
7=1,12221.

m Logo o processo é estaciondrio e causal e, de (8), temos que:

p(k) = 0,33p(k — 1) + 0,5p(k — 2)
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Exemplo

m Portanto, temos que as equacoes de Yule-Walker sao dadas por:

p(1) 0,33+ 0,5p(1)

p(2) = 0,33p(1)+0,5.

m Resolvendo o sistema de equagdes acima, temos que p(1) = 0,66 e

p(2) = 0,7178 e portanto v(0) = 2,36239102 (da Equacdo (9)).
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Exemplo

m Para resolver as equacoes em diferenca
p(k) =0,33p(k —1) +0,5p(k — 2),

precisamos calcular as raizes de ¢(z) = 1 — 0,33z — 0,522 = 0, que
sao my = —1,78221 e my, = 1,12221. Adicionalmente, como elas

sdo reais e diferentes, temos que:
k k
1 1
k) = - ) .
oK) = (m) fa (m)

m Para obter ¢; e ¢ utilizamos as primeiras autocorrela¢Ges estimadas,

ou seja p(1) = 0,66 e p(2) =0,7178.
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Exemplo

m Dito isso, temos que:

1 1
0766 = agl|l— ]|+l —
m my

12 1\?

0,7178 = al|l— ) +tol|l— ) .
m my

m Resolvendo a equacdo acima temos que ¢; = 0,159143 e ¢, =

0, 840867, portanto:
k

k
1 1
k) =0,159143 ([ ——— 4 —— ) . (10
p(k) = 0,159 3( 1’78221) +0,8 0867(1’12221) (10)

m Através a Equagdo (10) é possivel calcular as demais auto-correlagdes

(k > 2).
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Estimacdo (usando o modelo) - Introdugdo

m Considere {Y;} um processo AR(p) com média p, estaciondrio e cau-

sal:

Yi=p+ ¢1(Yt71 - M) +o ¢p(yt7p - M) + €¢, €~ RB(O,Uz)-

m Dada uma amostra (y1,...,¥s)" (ST observada), como podemos es-
timar os pardmetros 0 = (u, ¢1,. .., ¢p,02) = (,u,d)’,a2)/, em que
¢ = (1, 0p) "7

m H4& algumas opgdes como : métodos dos momentos, minimos quadra-
dos condicionais, maxima verossimilhanca e métodos bayesianos ref1,

ref2. Discutiremos os trés primeiros.
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Estimacdo - Método dos momentos (MM)

m Consiste em igualar os momentos populacionais aos amostrais, resol-
vendo o respectivo sistema de equagdes resultante (aqui).
m Para p, como este é a média do processo, o estimador pelo métodos

dos momentos (EMM) é i =Y.
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Estimacdo - Método dos momentos (MM)

m Para ¢ = (¢1,...,¢p) podemos usar o sistema de Yule-Walker, subs-
tituindo p(1), ..., p(p) pelas autocorrelagdes amostrais p(1), ..., p(p)

de sorte que:

p(0) p(1) ... plp-1) 1 p(1)
p(1) p(0) ... plp-2) 2 p(2)
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Estimacao - Método dos momentos

m Portanto, temos que o EMM para ¢ é dado por $ = R7!r, em que

é=(01,....00) ., r=(p(1),....5(p)) e
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Estimacao - Método dos momentos - Exemplos

= AR(1): para o modelo AR(1) temos que ¢ = (1)~15(1) = p(1).

m AR(2): para o modelo AR(2) temos que:

Wl [ o] [
%2 A1) 1 7(2)

_ 1 1 =p(1) || A1)
1—ﬁ(1)2__ﬁ(1) 1 7(2)

1 [ e - s)ae)
L=p(? | p@-p1 |




Estimacao - Método dos momentos

m Para 02, uma vez que:

©) i
7(0) = ;

1= 1p(1) = -+ = dpp(p)
entdo um estimador para o2 é:

52 = S*(1 = ¢1p(1) — -~ — dp(p)), (11)
1 n
em que S? = 1 (Y; — 1i)? ¢ a variancia amostral dos valores
n —

i=1
observados do processo.
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Estimacao - Método dos momentos

m Para obter outros resultados inferenciais (EP, IC, TH), o seguinte re-

sultado assintético € dtil: sob certas condi¢des de regularidade (aqui):

~

V(¢ — ¢) —"— N(0,5*R7Y).

n—oo

m Note que, uma vez que estamos estimando pardmetros associados
a um modelo de regressdo, utilizando determinados métodos de es-
timagdo, os estimadores da média () e da fun¢do de auto-covariancia/
auto-correlacdo (y(h), ¢(h)), podem ser diferentes daqueles propostos

aqui.

Prof. Caio Azevedo



https://www.amazon.com/Time-Theory-Methods-Springer-Statistics/dp/1441903194/ref=sr_1_1?crid=3P5R502RI9SXA&keywords=brockwell+and+davis&qid=1651103582&sprefix=brockwell+and+davis%2Caps%2C201&sr=8-1
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_ST_e_PE_ME607_1S_2024.pdf

Estimacdo - Minimos quadrados condicionais (MQCQC)

m Assemelha-se ao método de minimos quadrados (aqui), no sentido de

minimizar uma soma de quadrados.

m Para um modelo AR(p) podemos escrever os erros como:

e =Ye—pp—d1(Yeor—p)— - — (bp(ytfp — ).

m Contudo, no método de MQC, considera-se apenas as os erros cujas
esperancas condicionais de Y;|( Y1, ..., Yp) sdo observaveis (t > p).

m Por exemplo, se p = 1 (AR(1)), n3o se observa (Yp). Logo, Y =
w+ ¢Yo+ €1 e, assim E(Yi|yo) = i+ ¢yo ndo é observavel.
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Estimacdo - Minimos quadrados condicionais (MQCQC)

m Logo, os estimadores de minimos quadrados condicionais de 6 =

(1, @1, ..., Pp) = (11, @") sdo obtidos minimizando:

em relagdo a (i, @').

m Note que se utiliza n — p observacdes no processo de estimac3o.
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Estimacdo - Minimos quadrados condicionais (MQCQC)

Se u for conhecido, os estimadores de MQC de ¢, possuem forma

fechada.

Se pu for desconhecido, os estimadores de MQC de ¢ n3o possuem
forma explicita. Assim, ou métodos numéricos (resolucio de sistemas
de equacdes nao lineares, como Newton-Raphson, Escore de Fisher,
BFGS etc), ou aproximacdes analiticas/assintdticas como expansdo

em série de Taylor, convergéncia estocastica, devem ser utilizados.

Uma alternativa é utilizar o EMM de p (7i = Y), na expressdo de (E

mencionada no item 1).

Para mais detalhes veja aqui e aqui.

Prof. Caio Azevedo



https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_ON.pdf
https://www.amazon.com/Numerical-Analysis-Science-Engineering-Chapman/dp/143988448X/ref=sr_1_2?crid=1LQYXFWY85ECS&keywords=numerical+methods+in+R&qid=1651106030&sprefix=numerical+methods+in+%2Caps%2C224&sr=8-2
https://www.amazon.com/Numerical-Analysis-Science-Engineering-Chapman/dp/143988448X/ref=sr_1_2?crid=1LQYXFWY85ECS&keywords=numerical+methods+in+R&qid=1651106030&sprefix=numerical+methods+in+%2Caps%2C224&sr=8-2
https://www.amazon.com/New-Introduction-Multiple-Time-Analysis/dp/3540262393/ref=sr_1_1?keywords=new+introduction+to+multiple+time+series+analysis&qid=1651105868&sprefix=new+introduction%2Caps%2C225&sr=8-1
https://www.amazon.com/Time-Theory-Methods-Springer-Statistics/dp/1441903194/ref=sr_1_1?crid=3P5R502RI9SXA&keywords=brockwell+and+davis&qid=1651103582&sprefix=brockwell+and+davis%2Caps%2C201&sr=8-1
https://www.amazon.com/New-Introduction-Multiple-Time-Analysis/dp/3540262393/ref=sr_1_1?keywords=new+introduction+to+multiple+time+series+analysis&qid=1651105868&sprefix=new+introduction%2Caps%2C225&sr=8-1

Estimacao - Minimos quadrados condicionais

m Essencialmente, temos que resolver o seguinte sistema de equagbes

nao-lineares:

0
S(n) = ajs(“"b) p=p=6— 2 Z “on ﬁf lu=n.p=3=0

t= p+1

5(61) = 5(“¢)|u p=d 22&8@# “ lu-no-6=0

t=p+1

0
S(00) = g 59 Lucgi g™ 22& e lupg=g= 0

t=p+1
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Estimacao - Minimos quadrados condicionais

m Como exemplo, considere um modelo AR(1). Os estimadores de

minimos quadrados condicionais para (u, ¢) sdo obtidos minimizando:

n

S(u0) = > lyve —p— d(ye1 — W), (12)

t=2

ou seja, resolvendo o seguinte sistema de equacgdes:

0

S(u) = @S(u,dﬁ) l=p=5= 0

0
5(0) = 55501 9) | p-5= 0
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Estimacao - Minimos quadrados condicionais

m Derivando a Equacdo em (12) com relagdo a p temos que:

0

7750 9) 23 (60— 1)ye — 1 — d(ye—1 — )]

t=2

= 200-1)> ye—2u(¢—1)(n—1)

- 2¢(¢—1) Z(Yt—l )
=2

= 26— 1) 1)[7, — 1 — 67+ 200,

em que y; = Zyt/(n—l ey, = Zyt 1/(n=1).




Estimacao - Minimos quadrados condicionais

m Agora, derivando a Equacdo em (12) com rela¢do a ¢ temos que:

8¢> S(u,¢) = _ZZYtl_ Ve — 1= dye—1 — )]

n

= 20> ea—me—m) =Y (ver—p)
t=2

t=2
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Estimacao - Minimos quadrados condicionais

m Por fim fazendo aa,uS(u,qS) =0e —S( ,) =0, temos que:

¢
_ Y1 Y,
1-¢
o Z? 2(Yt 1= i)(Ye — M) 13
i ST (Vi — P (1)

m Ou seja, ndo é possivel obter uma solucdo explicita.
m Para estimar o2 podemos utilizar (11), por exemplo.

m Proposicao: sob algumas condicdes, assintoticamente, os estima-

dores de minimos quadrados condicionais equivalem aos estimadores

pelo MM.
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Estimacao - Minimos quadrados condicionais

m Prova: Note quese n — coentio Yi = Yo~ Y ese $7L> 1, entdo:

— (14)
m Assim, utilizando a Equacdo (14) na Equagdo (13), temos (se n —

00), que:
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Estimagdo - maxima verossimilhanga (MV)

m O método de MV consiste em, essencialmente, maximizar a verossi-

milhanca associado ao modelo estatistico de interesse (aqui).
m Adicionalmente s suposi¢des usuais, assumiremos que e; ~ NID(0, o2).
m Serdo apresentados detalhes apenas para o modelo AR(1).

m Para o modelo geral AR(p) o raciocinio é andlogo (veja aqui).
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Estimagdo - maxima verossimilhanga (MV)

m Seja, assim, o modelo AR(1) gaussiano:

Yt =M + (b(ytfl - /1') + €t, €t ~~ N(0702)7 ‘¢| <1 (15)

m Da Equagdo (15), temos que Yi|y:—1 ~ N(u+ ¢(Yio1 — ), 0?).

m Logo, considerando yi, ..., Y, os valores observados do processo, te-

mos que a verossimilhanca (condicional) é dada por:

L(p, &, 0%) = F(y1, .- ymi 11, 0,0%) = F(yaly0) F(v2ly1) - - - F(Yalyn—1)-
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Estimagdo - maxima verossimilhanga (MV)

m Note que, para o modelo AR(1), teremos e lidar com a “auséncia” de
Yo, pois Y1 = 1+ ¢(Yo — p) + €1.
m Logo, em f(yi|v), yo ndo é observavel.

m Analogamente, no modelo AR(p), teremos que lidar com a auséncia

de (Yo, Y_l, ...Yp_l)/.
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Estimagdo - maxima verossimilhanga (MV)

m Algumas solugBes possiveis (veja aqui):

m Usar a verossimilhanga exata ou ndo condicional (sempre que possivel,
utilizaremos este método), que leva a n3o dependéncia de tais valores
(podemos ter verossimilhangas exata e n3o condicional, diferentes en-
tre si).

m Usar a verossimilhanc¢a condicional e

B Substituir os valores “ausentes” por valores considerados razo3veis (por
especialista(s) na drea em quest3o) ou por estimativas obtidas por
outro método.

m Usar métodos de “previsdo para o passado” ( “backforecasting”).
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Estimacao - maxima verossimilhanca

m Voltando, temos que Y;|y:_1 ~ N(u+¢(y:—1—u), 0?) com densidade:

f(yelye—1) = fz((ve — 1) — d(ye—1 — 1)),

em que fz(.) é a densidade de Z ~ N(0,0?).

m Logo, temos que:

n

L(p, ¢,0%) = f(y1) [ [ fo((ye = 1) = d(ye1 — 1))

t=2

oo
m Sabendo que {y;} é causal, entdo y1 = p + Z(/ﬁjel_j e portanto
j=0
Y1~ N(u,0%/(1— ¢%)).
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Estimacao - maxima verossimilhanca

m Finalmente, temos que:

0.0 = e { gz}
em que
Si(p, ) = (1= %) — p)* + Z[(yr S(ve-1 — W%,

é a soma de quadrados n3o condicional.
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Estimacao - maxima verossimilhanca

m Logo, temos que maximizar

1 n 1
1=, ¢,0°) = 5 In(1 —¢?) — 5 Ino?® — ﬁsl(u,@ + const.

m Além disso:

ol 1
@ = —§(1 — ") — )

+ UQZ[ O(ye1 - m) (1 - ¢) (16)

51 (,uv ¢a 02)
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Estimacao - maxima verossimilhanca

m Adicionalmente:

So(p ¢, 0°) = %" 1=

m Finalmente:




Estimacao - maxima verossimilhanca

m Note que S (f, o, %) =0e S (1, o, 52) = 0 n3o tem solugdo analitica.

m Contudo,

N~ N o1 ~ 2
53(,LL,¢,O')—04)0 —n_lsl(u7¢)' (18)

m Logo, utilizamos (18) em (16) e (17) e resolvemos, numericamente
(Newton-Raphson, Escore de Fisher, L-BFGS-B), o seguinte sistema

de equacoes:
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Estimacao - maxima verossimilhanca

m Para o modelo AR(p), dada uma amostra de tamanho n, a ideia é

decompor a verossimilhanga como:

LO) = fyvive..vev. (Y2, Y156 0)
= My Vel Vi Yo (Yot 1 oo YelY1, i 6)

X v va v, (V15 Y25 s Vi 0)

.
= { H fY,|Yt_l,Yt_g,,..,Yt_p(ytlyllayt27'~-7)/tp;0)}

t=p+1
X Yo, (V1 Y2, 0 Vi 0).
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Comentarios

m Assintoticamente, os EMM e os EMQC s3o assintoticamente equiva-

lentes (n — o).

m Um procedimento usual que tende a levar aos melhores resultados
(entre os que foram apresentados) consiste em:
m Obter as estimativas de MQC (de modo iterativo) a partir de estima-
tivas iniciais pelo MM ou pelo MQC (de forma n3o iterativa).
m Usar as estimativas obtidas anteriormente como valores iniciais no

processo iterativo para a obten¢do das estimativas de MV.
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Comentarios

m Sob certas condicBes de regularidade (aqui e aqui), temos, para n

suficientemente grande, que:

Oy ~ Npi2 (9’ ! (0)_1) ,

em que /(0) é a respectiva informagdo de Fisher.
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