Processos autoregressivos (parte 2)
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Modelos AR(2)

m Um processo {Y;} é dito ser AR(2) se satisfaz:
Y = (251 Yeo1 + ¢2 Yio + €. (1)

m Pode-se demonstrar que as condi¢Oes de causalidade do processo

AR(2), em termos dos coeficientes ¢1 € ¢, sdo:

d1+ P2 <1, 90— <1,-1< ¢ <1
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_AR_P1_ST_ME607_1S_2024.pdf

AR(2) - caracteristicas

m Note que o modelo (1) pode ser (re)escrito como:

Yt:¢1BYt+¢2BZYt+€t—>¢(B)Yt:€t (2)

em que: ¢(B) =1— ¢ B — B>,
m No exemplo a seguir ilustra-se como avaliar a estacionariedade, a

causalidade e encontrar a representacio MA(oo), do processo AR(2).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Processos_Lineares_ST_ME607_1S_2024.pdf

AR(2) - caracteristicas

m Considere o processo
Yt = 0, 75Yt_1 - 0, 125 Yt—2 + €t.
m O polindémio autoregressivo avaliado em z, em geral é um nimero
complexo, em que ¢(z) =1 — 0,75z + 0, 12522

m Além disso, ¢(z) = 0 <= z2—6z+8 = 0, de forma que as respectivas

raizes sao z1 = 4 e zp = 2.
m Como estas raizes satisfazem |z| > 1, entdo o processo é estaciondrio

e causal.
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AR(2) - caracteristicas

m No R é fécil encontrar as raizes de um polindmio de grau (genérico)
n—1, ou seja

p(xX) =z +zx+ ...+ z,x"1

através da funcao
polyroot(z)
em que z = (21,22, ..., Z,) .

m Caso anterior
polyroot(c(1,-0.75,0.125))
[1] 2+0i 4-0i
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AR(2) - caracteristicas

m Para encontrar a representacio MA(oo) (veja novamente aqui):

Y: = ®(B)ey, (3)

em que ®(B) = v + 1B + 1)2B? + ...; note que da Equacdo (2),
temos que:

1

Y, = .
T 1-0,75B+0,125B2°"

(4)

m Assim, igualando (3) a (4), temos a seguinte igualdade de polinémios:

1=(1-0,75B+0,125B2)(tpo + ¢1 B + 1 B> + ...)
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AR(2) - caracteristicas

m Portanto (provar),

1 = 1o

3 3
0 = 1/’1 - 11/1071/’1 - Z
0 = - %1/)1 + %1/)0-

m De uma forma geral

3 1
0=y — Zwk—l + éwk—z

m Esta é uma equagdo em diferencas de segundo grau e para resolvé-la

podemos usar o seguinte resultado (préximo slide)
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AR(2) - caracteristicas

m Resultado: Equacdo em diferencas do segundo grau: Sejam a e b

constantes. As solu¢des da equacdo em diferencas de segundo grau:

7(k) = ar(k — 1)+ br(k —2), k > I,

dependem da natureza das raizes de 1 — az — bz?> = 0. Sejam m; e

m, estas raizes, entdo:

1\" 1\*

m Se as raizes s3o reais e diferentes, 7(k) = (—) + o (—) .
my m:

1

m Se as raizes s3o reais e iguais (m = mx = m), 7(k) = (a1 + k) <;> .
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AR(2) - caracteristicas

m Cont.:

m Se as raizes sdo complexas, o — i3, a + i3, entdo

7(k)

1\

a <?) cos (0k +2)

r = a2+ p?

§ = arccos (Q) = arcsen (é) ,
r r

em que todas as constantes s3o determinadas a partir das condi¢coes

inicias 7(/ — 1), 7(/ — 2).
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Voltando ao exemplo anterior

m Voltando ao exemplo anterior, temos que as raizes da equagdo 1 —

0,75z +0,1252z% = 0 s30 my = 4 e my = 2, as quais s3o diferentes e

Ye=a (i>k+c2 (;)k (5)

m Para encontrar as constantes c¢; e ¢ utilizamos as condi¢Ges iniciais

o = 1 e ¢py = 3/4 (basta fazer k = 0 e k = 1 na Equagdo (5))

reais, entao:

obtendo:

= -+

AW -

— —_ + —_
C C.
:I 1 2 2
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Voltando ao exemplo anterior

m Assim, resolvendo o sistema de equacdes do slide anterior, obtemos -

¢ =—1e =2 e, portanto:

s 2(d)

m Podemos notar que os coeficientes {14} decaem exponencialmente.
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AR(2) - exemplos

<) ESS 50 75 160
Tempo

Figura: Série simulada de um processo AR(2) com ¢1 =0,3,¢, = 0,6 e
considerando um ruido branco N(0,1) (n = 100).
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AR(2) - exemplos
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Figura: FAC para a série simulada de um processo AR(2) com
¢1 =0,3,¢2 = 0,6 e considerando um ruido branco N(0,1) (n = 100).
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AR(2) - exemplos
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Figura: FACP para a série simulada de um processo AR(2) com
¢1 =0,3,¢2 = 0,6 e considerando um ruido branco N(0,1) (n = 100).
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AR(2) - exemplos
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Figura: Série simulada de um processo AR(2) com ¢1 =0,3,¢, = 0,6 e
considerando um ruido branco N(0,1) (n = 500).
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AR(2) - exemplos
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Figura: FAC para a série simulada de um processo AR(2) com
¢1 =0,3,¢2 = 0,6 e considerando um ruido branco N(0,1) (n = 500).
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AR(2) - exemplos
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Figura: FACP para a série simulada de um processo AR(2) com
¢1 =0,3,¢2 = 0,6 e considerando um ruido branco N(0,1) (n = 500).
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AR(2) - exemplos

[ ESS 50 75 160
Tempo

Figura: Série simulada de um processo AR(2) com ¢ = —0,3,¢2 =0,6 e
considerando um ruido branco N(0,1) (n = 100).
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AR(2) - exemplos

<) 5 1o 1's Zo 25 ELS)
Lag

Figura: FAC para a série simulada de um processo AR(2) com
¢1 = —0,3,¢> = 0,6 e considerando um ruido branco N(0,1) (n = 100).
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AR(2) - exemplos
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Figura: FACP para série simulada de um processo AR(1) com

¢1 = —0,3,¢> = 0,6 e considerando um ruido branco N(0,1) (n = 100).
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AR(2) - exemplos
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Figura: Série simulada de um processo AR(2) com ¢ = —0,3,¢2 =0,6 e
considerando um ruido branco N(0,1) (n = 500).
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AR(2) - exemplos

2 11 ‘h'l’."'T'".,'I'|'I',H'|T|".I'"".'fi'l'l'fi'.'.'.',."."'""T"'.'.".'"'
P ALERRRERNE N RN N AR U

—0.a-

[ 2o 4o 60 8o 160
Lag

Figura: FAC para a série simulada de um processo AR(2) com
¢1 = —0,3,¢> = 0,6 e considerando um ruido branco N(0,1) (n = 500).
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AR(2) - exemplos
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Figura: FACP para série simulada de um processo AR(1) com
¢1 = —0,3,¢> = 0,6 e considerando um ruido branco N(0,1) (n = 500).
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AR(2) - exemplos
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Figura: Série simulada de um processo AR(2) com ¢ =1,01,¢, =1,02 e
considerando um ruido branco N(0,1) (n = 100).
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AR(2) - exemplos
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Figura: FAC para a série simulada de um processo AR(2) com
¢1 =1,01, ¢, = 1,02 e considerando um ruido branco N(0,1) (n = 100).
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AR(2) - exemplos
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Figura: FACP para a série simulada de um processo AR(2) com
¢1 =1,01, ¢, = 1,02 e considerando um ruido branco N(0,1) (n = 100).

Prof. Caio Azevedo




AR(2) - exemplos
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Figura: Série simulada de um processo AR(2) com ¢ =1,01,¢, =1,02 e
considerando um ruido branco N(0,1) (n = 500).
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AR(2) - exemplos
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Figura: FAC para a série simulada de um processo AR(2) com
¢1 =1,01, ¢, = 1,02 e considerando um ruido branco N(0,1) (n = 500).




AR(2) - exemplos
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Figura: FAC para a série simulada de um processo AR(2) com
¢1 =1,01, ¢, = 1,02 e considerando um ruido branco N(0,1) (n = 500).
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Comentarios

m A rigor os processos autoregressivos sio assim chamados, se forem

estaciondrios.

m Pode-se utilizar a estrutura apresentada, ainda que n3o seja esta-
ciondria. Contudo, algumas propriedades, essencialmente, deixam de

valer.
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Comentarios

m Note também que a perda da causalidade, nos termos vistos, implica
na dependéncia das observacdes presentes/passadas e os erros (cho-
ques/ruidos) do futuro, o que pode ser dificil de ser justificado do

ponto de vista tedrico.

m Além do préprio grifico de ST (que pode apresentar variados com-
portamentos), podemos utilizar a FAC (decaimento exponencial, ou
alternncia no decaimento) e da FACP (essencialmente a significincia
segue a ordem do processo (p)) para justificarmos o uso de modelos

AR.
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