Processos de Autoregressivos de Médias Méveis

(ARMA): Parte 1
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Processos ARMA

m Dizemos que {Y;} é um processo ARMA(p,q) se for estaciondrio e se

puder ser representado por:
#(B)Y: = 0(B)er, er ~ RB(0,0?),

em que ¢(B) =1—¢1B —--- — ¢,BP é o polinémio autoregressivo
(AR), 8(B) =1+ 6:B+---+04B% é o polinémio de médias méveis
(MA), e ¢(B) e 6(B) ndo possuem fatores em comum.

m O processo {Y;} é dito ser ARMA(p,q) com média p se {Y; — u} é
ARMA(p,q).
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Processos ARMA

m Os polindmios terdo fatores comuns se tiverem raizes comuns. lIsto,
por sua vez, esta relacionado com a fatoragdo desses polindmios. Por

eXemplO, O processo:
Yt = 0, 6Yt_1 — 07 08Yt_2 + 0, 2€t—1 + €+

(1-0,6B+0,088°) Y, = (1—0,2B) e,

ndo é ARMA(2,1). Com efeito, note que as raizes do polindmio

#(z) =1—0,6z+0,082z2 s3o 2,5 e 5,0; logo (slide seguinte):
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Processos ARMA

m Cont.
y (1-0,2B) B (1-0,2B)
‘ (1-0,68+0,0882)" ~ (1—B/2,5)(1- B/5,0)"
(1-0,2B) 1

(1-0,4B)(1—0,2B)" ~ (1—0,4B)"
Que corresponde a representacdo (em fungdo de ¢(B)) de um modelo
AR(1) com ¢ =0,4.

m Portanto temos que {Y;} é, na verdade, um processo AR(1).

m Como usual procuraremos considerar processos (ARMA(p,q)) esta-

ciondrios, causais e invertiveis (interpretagdo, estimagdo e previs3o).
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Processos ARMA

m Um processo ARMA(p,q) tem (uma Unica) solugdo estaciondria se
as raizes do polindmio autoregressivo associado estdo fora do circulo
unitdrio, i.e., se a solu¢do de ¢(z) =0 (z = (=1, ...,2,)") é tal que
|zi| £1,i=1,2,....p.

m Exemplo: considere o processo:

(1-0,4B)Y; = (1 + 99B)e,

logo temos que a solugdo de ¢(z) =1—-0,4z=0¢é z=2,5. Logo,

como |z| # 1 ent3o {Y;} é estacionario.
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Processos ARMA

m Um processo ARMA(p,q) é causal (e, consequentemente estaciondrio)
se a solugdo de ¢(z) = 0 (z = (z1,...,2,)") é tal que |z| > 1,i =
1,2,...,p, e assim, podemos obter sua representacio MA(co) através

de:

_0B) Ny
Ye = met = jzzo:%et—y

m Para ser somente estacionario, basta que |z;| #1,i =1,2,...,p
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Processos_Lineares_ST_ME607_1S_2024.pdf

Processos ARMA

m Um processo ARMA(p,q) é invertivel se a solugdo de §(z) = 0 é
tal que |z| > 1,i = 1,2,...,q, e portanto podemos obter sua repre-

sentagdo AR(cc) considerando:

€t = H(B ZWJM —j-
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Observacao sobre a invertibilidade do ARMA

m Em certas situagdes no processo ARMA conseguimos achar processos

similares mais faceis de interpretar.

m Considere um exemplo simples, ou seja, um processo MA(1) com
Yy = (1 — 0,4B)e;. Resolvendo 6(z) = 1 — 0,4z = 0 temos que
|z| = 2,5 > 1 e portanto {Y;} é invertivel e

1 oo o0

€ = myt = ;(0,4)131 Yi= ;(074)1 Ye),

porém, note que a partir de j = 4 temos coeficientes muito pequenos

(menores que 0,0256) associados aos valores de Y;_;.
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Observacao sobre a invertibilidade do ARMA

m Logo, podemos aproximar a soma por:

Q

€t

4
2(0,4)1 Y=
j=0

Y, —0,4Y,_1 —0,16Y;_5 — 0,064Y;_3 — 0,0256 Y,_4 + €.

%

m Ou seja, podemos aproximar esse processo MA(1) por um AR(4).

m Por um lado estamos aumentando o espago paramétrico envolvido no
processo pois, em um caso geral, o MA(1) tem 1 pardmetro e o AR(4)
tem 4 parametros. Contudo, por outro lado o modelo AR(4) é mais

facil de interpretar para um pesquisador do que o modelo MA(1).
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FAC e FACP

m Para um processo ARMA(p,q) podemos obeter a respectiva FAC
[v(k)] de maneira similar ao que fora feito para os processos AR(p)
(aqui) e MA(q) (aqui), ou seja:

Podemos multiplicar a equagio do processo por Y;_« e depois calcular
a esperangas, resolvendo as equac¢des envolvidas.
Ou podemos partir do fato de que o processo pode ser escrito como um

MA(c0) e assim utilizar propriedades j& estabelecidas anteriormente.

m Exercicio: encontre a FAC para um processo ARMA(1,1).
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Comportamento da FAC e FACP

m Na préticas a FAC e FACP nos auxiliam a identificar se um processo
(mais) adequado para a modelagem daquela série pode ser um AR(p),

MA(q) ou um ARMA(p,q).

AR(p) MA(q) ARMA(p,q)

FAC decai exponencialmente é zero de g + 1 em diante | decai exponencialmente

FACP | é zero de p+ 1 em diante | decai exponencialmente | decai exponencialmente

m Andlises de diagndstico sempre sao necessarias.
m Observando as séries a seguir, quais modelos parecem ser adequados?

m Os graficos a seguir foram feitos usando a funcdo “PlotACF” do pa-

cote “DescTools".
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https://www.rdocumentation.org/packages/DescTools/versions/0.99.54/topics/PlotACF
https://cran.r-project.org/web/packages/DescTools/index.html

Comportamento do grafico de ST, FAC e FACP
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Comportamento do grafico de ST, FAC e FACP
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Comportamento do grafico de ST, FAC e FACP
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Comportamento do grafico de ST, FAC e FACP
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Comportamento do grafico de ST, FAC e FACP
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Comport. do grafico de ST/FAC/FACP - ARMA(1,1)
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Comport. do grafico de ST/FAC/FACP - ARMA(2,1)
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Comport. do grafico de ST/FAC/FACP - ARMA(1,2)
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Comport. do grafico de ST/FAC/FACP - ARMA(2,2)
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Estimacao

m Essencialmente, os desenvolvimentos apresentados para os modelos

AR(p) e MA(q) sdo considerados.

m Usualmente, gera-se estimativas iniciais via método dos momentos
e minimos quadrados condicionais (considerando £(Y;) = p conhe-
cido). De posse delas, estima-se os pardmetros (através de métodos

iterativos) por maxima verossimilhanca.
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Estimacao

m A verossimilhanga para modelos ARMA(p,q) pode ser obtida através
da utilizagdo combinada das abordagens utilizadas para os modelos

AR(p) e MA(q). Veja também aqui.

m Para a construgdo de processos inferenciais (erros-padréo, intervalos
de confianca e testes de hipStese) usa-se teoria assintética ou métodos

de reamostragem.
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https://www.amazon.com/Time-Analysis-James-Douglas-Hamilton/dp/0691042896/ref=sr_1_1?crid=13UB53MAY0SDM&keywords=time+series+hamilton&qid=1653523989&sprefix=time+series+hamilton%2Caps%2C207&sr=8-1
https://www.amazon.com/Asymptotic-Statistical-Inference-Springer-Statistics/dp/0387950397/ref=sr_1_5?crid=YFDHX9XUEIQV&keywords=asymptotic+time+series&qid=1653524026&sprefix=asymptotic%2Caps%2C207&sr=8-5
https://www.routledge.com/Time-Series-A-First-Course-with-Bootstrap-Starter/McElroy-Politis/p/book/9781032083308

Previsao

m Essencialmente, podemos utilizar a abordagem apresentada para os
modelos MA(q) (veja).

m A parte AR do modelo, na previsao, é substituida pelos valores ob-
servados (ou pela previsdo obtida para o instante em questdo, que

dependerd do valor observado no instante (t)).

m Veja aqui, aqui, aqui e aqui.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_MA_P2_ST_ME607_1S_2024.pdf
http://leg.ufpr.br/~lucambio/STemporais/STemporaisIII.html#III4
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https://www.amazon.com/Analysis-Chapman-Texts-Statistical-Science/dp/1498795633/ref=sr_1_1?crid=2B93IQA27CJH9&keywords=The+Analysis+of+Time+Series_+An+Introduction+with+R&qid=1653575483&sprefix=the+analysis+of+time+series_+an+introduction+with+r%2Caps%2C338&sr=8-1
https://www.amazon.com/Time-Analysis-Its-Applications-Statistics/dp/3319524518/ref=sr_1_1?crid=5KIA7TG635UU&keywords=time+series+analysis+and+its+applications+with+r&qid=1653575921&sprefix=t%2Caps%2C186&sr=8-1

Modelagem ARMA

m Na construcio do Modelo ARMA os passos (usuais) sdo os seguintes:
Andlise Exploratéria, Identificacdo, Estimagdo (ajuste), Diagndstico e
Sele¢do de Modelo(s).

Andlise Exploratéria: Gréafico de Séries Temporais, FAC, FACP e Su-
avizagao.
Identificacdo: Através da FAC e FACP, conjecturar de forma pre-

liminar os valores de p e q. Na literatura, escolhas usuais sdo

p,q € {0,1,2,3,4}.

Prof. Caio Azevedo



https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_ST_Explorat%C3%B3ria_ST_ME607_1S_2024.pdf
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Modelagem ARMA

Método de mdaxima verossimilhanga (pelo menos neste curso, ndo
necessariamente é o mais apropriado). Avaliar a significAncia dos
parametros. Checar causalidade e invertibilidade. Verificar a existéncia
de raizes comuns. Avaliar se ha overfitting (quando o modelo, essen-
cialmente, replica os dados observados, mas n3o apresentam boas

predices para instantes futuros) .

Diagndstico: essencialmente, considera-se Anélise de Residuos. Andlises
gréficas e testes de hipétese. Verificar se os residuos sdo ruido branco:
homocedasticidade, normalidade, valores atipicos, n3o correlaciona-

dos.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_AR_P4_ST_ME607_1S_2024.pdf

Modelagem ARMA

Selecdo de modelos. Dentre aqueles que ajustaram bem, usar os
critérios de informac3o usuais (eventualmente outros mais apropria-
dos). Veja aqui slides 20 e 21. Lembrando que se escolhe o modelo
com o menor, para esses critérios. Observacdo: a literatura aponta

que o critério de Akaike tende a escolher o modelo de maior ordem

(p.q).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_ST_Explorat%C3%B3ria_ST_ME607_1S_2024.pdf

Aplicagcdo: Temperaturas mensais (°C) da cidade de

Cananéia/SP: 1976 a 1985

m Temos um total de 120 observac¢des.

m Aparentemente uma ST estaciondria com sazonalidade.

m Algumas comentdrios e andlises podem ser encontradas aqui, aqui e
aqui.

m Um modelo ARMA(2,2) pode ser apropriado (dentre as escolhas possiveis

até o momento mas n3o, necessariamente, o mais apropriado, dentre

todos os modelos).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_ST_ME607_1S_2024.pdf
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Comportamento do grafico de ST, FAC e FACP
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Par.  Est. EP 1C(95%) Estat. t  p-valor
¢ 173 <001  [1,73;174] 643,00  <0,0001
¢» -1,00 <0,01 |[<-1,00;>-1,01] -665,14 <0,0001
6, -161 0,07 [-1,76 ; -1,46] -21,65  <0,0001
02 0,90 0,07 [0,76 ; 1,04] 12,63  <0,0001
@ 21,55 0,09 [21,36 ; 21,73] 230,48 <0,0001
o? 0,90 - - - -
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Previsao - ST observada
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Previsao - ST futura
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Comparagao de modelos

Modelo AlIC AlCc BIC

ARMA(1,1) 3,799 3,800 3,892
ARMA(2,1) 3,122 3125 3238
ARMA(1,2) 3,694 3,607 3810
ARMA(2,2) = 2,890 2,894 3,029

OBS: Modelos de ordem maior mostraram-se n3o estaciondrios
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Comentarios

® Em termos de anilise residual, o modelo n3o se ajustou muito bem.
Provavelmente isso deve a pelo menos um dos trés seguintes pontos:

m Variabilidade n3o captada.
m Autocorrelagdo ndo captada.

m N3o normalidade (assimetria e/ou caudas pesadas) dos residuos.

m Em termos preditivos o0 modelo também n&o se ajustou bem (embora
acompanhe a ST observada, os valores preditos e observados estdo

distantes).

m Um ponto positivo é que a previsdo para valores futuros parece ir na

direcdo esperada.
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Comentarios

m N3o foi possivel prever para valores futuros, retirando-se observacGes
finais. Provavelmente isso deve a sazonalidade da ST que n&o fora
capturada apropriadamente pelo modelo.

m Modelo estaciondrio e causal (¢(z), zz = 1,0005 e z, = 1,0005) mas
ndo invertivel (6(z), z; = 0,4884 e z, = 2,2847).

m Temos que ajustar outro modelo. Um ponto de partida consiste
em utilizar modelos da classe SARIMA (os quais vermos adiante no

curso).
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