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Métodos de estimacao na Teoria da Resposta ao Item

LEsquema da apresentagao

@ Breve introducdo a TRI e aos métodos de estimagio
@ Métodos de estimagdo em modelos de um (nico grupo
o Estimacao dos pardmetros dos itens

@ Maiéxima verossimilhan¢a marginal
@ Moda marginal a posteriori

e Estimacg3do dos tracos latentes

@ Maxima verossimilhanca
o Esperanca a posteriori
@ Moda a posteriori

o Métodos de estimagao em modelos de grupos miltiplos

e Estimacdo dos pardmetros populacionais
o Equalizagao
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@ Caracteristicas.
o Nimero elevados de pardmetros para estimar.
e A verificacdo das propriedades dos estimadores é muito
complicada.
o Falta de identificabilidade.
o Necessidade de utilizacdo de métodos numéricos.
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Lieberman, 1970).
o MVM via pseudo algoritmo EM (Bock and Aitkin, 1981).
o Moda marginal a posteriori via pseudo algoritmo EM (Mislevy,
1986).
o MCMC via dados aumentados (Albert, 1992).
o MCMC via algoritmo de MH (Patz and Junker, 1999).
o Algoritmo EM via expansdo paramétrica (Rubin and Thomas,
2000).
o Algoritmo EM estocéstico (SEM), (Fox, 2000).
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LEsquema da apresentagao

LModelo logistico unidimensional de 3 parametros (uma populagio)

1
P(Yy =1/(6,,¢;) = ca+(1- Ci)m
i=1,...,1(item), j=1,...,n(individuo),

@ Y : é aresposta do individuo j ao item i. E igual a 1 se o individuo
responde corretamente e 0 caso scontrério.
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P(Yy =1/(6,,¢;) = ca+(1- Ci)m
i=1,...,1(item), j=1,...,n(individuo),

@ Y : é a resposta do individuo j ao item i. E igual a 1 se o individuo
responde corretamente e 0 caso scontrério.

@ 0; : é o traco latente (conhecimento, nivel de depressido, etc) do
individuo j.

o C,- : (a,-,b,-,c;).
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LEsquema da apresentagao

LModelo logistico unidimensional de 3 parametros (uma populagio)

1

P(Yy =1/(6,,¢;) = ca+(1- Ci)m

i=1,...,1(item), j=1,...,n(individuo),

@ Y : é aresposta do individuo j ao item i. E igual a 1 se o individuo
responde corretamente e 0 caso scontrério.

@ 0; : é o traco latente (conhecimento, nivel de depressido, etc) do
individuo j.

o C,- : (a,-,b,-,c;).

@ a;: é o parametro de discriminacdo associado ao item i.

@ b;j: é o pardmetro de dificuldade associado ao item /.

@ ¢; : é o parametro de “acerto casual’ associado ao item i.
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LEstima(;ﬁo por Maxima Verossimilhanca

@ Maximizar a verossimilhanga:

Lo.0 - TITTPr Q) ™
i=1 j=1
@ N3o identificabilidade
1 B 1
1+e70(0j7b,-) o 1+ e—D((6—d)—(b—d))
.
14 efo(ejubl.*)

Pij
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@ Estimacao simultanea.
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@ Estimacao simultanea.

Inversdo de matrizes da ordem de n x |I.
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@ Maximizar a verossimilhanga:
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@ N3o identificabilidade
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@ Estimacao simultanea.

Inversdo de matrizes da ordem de n x I.
o Comprometimento das propriedades assintéticas dos
estimadores.
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LEstima(;ﬁo por Maxima Verossimilhanca

@ Maximizar a verossimilhanga:

Lo.0 - TITTPr Q) ™
i=1 j=1
@ N3o identificabilidade
1 B 1
1+e70(0j7b,-) o 1+ e—D((6—d)—(b—d))
.
14 efo(ejubl.*)

Pij

@ Estimacao simultanea.

Inversdo de matrizes da ordem de n x I.
o Comprometimento das propriedades assintéticas dos
estimadores.
@ Alternativa : Estimag¢do por Maxima Verossimilhanga Marginal.
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LEstima(;ﬁo por Maxima Verossimilhanca Marginal

o Considera-se uma distribuicdo de probabilidade para os tracos
latentes (n3o necessariamente no sentido bayesiano).

@ Multiplica-se a verossimilhanc¢a original por essa densidade
porposta e entdo integra-se com respeito aos tracos latentes.

@ Maximiza-se, entdo, essa verossimilhanga marginal, com
relacdo aos parametros dos itens.

@ Suposicdo usual #j|n ~ N(0,1), n = (=0, =1). Na
opnido do palestrante (altamente) questiondvel.
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LEstima(;ﬁo por Maxima Verossimilhanca Marginal

LConstrux;é'm da Verossimilhanca Marginal

@ Probabilidade Marginal de Respostal

P(Y =y, lcm) =P (Y lcn) = Aowww@gmmw

- APwaw@gmmw

Awamg&mw,

. 1—y
em que P (Y ;160,¢) = H,{:1 P?/” Q; i e 11 & chamado de vetor de
pardmetros populacionais.
@ Verossimilhanga marginal

[1P(Yji¢n)
j=1

n

11 /R P (Y ;10,¢) g (0,m)do

j=1

L(¢,m)

n ]
P (Y;0,¢,) g (0,m) do.
YRS
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LEstima(;ﬁo por Maxima Verossimilhanca Marginal

LConstrux;é'm da Verossimilhanca Marginal

@ logverossimilhanca
n !
e = Yo [ TIP(Ysl0.¢) & (0.mdo.
j=1 i=1

@ Estimadores de Maxima verossimilhanca (Marginal)

ol(¢,m)
> E InP (Y |,
a¢¢; 8C: = " 'J‘C "7)

Z \C, m) ¢; '
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LEstima(;ﬁo por Maxima Verossimilhanca Marginal

LConstrux;é'm da Verossimilhanca Marginal

@ Mas,

OP (Y ;|¢,
opP (Y l¢m)  _ i/mP(Y.,-IG,c)g("’")de

BC,- - aC/
)
= A%(%P(Y 10, c))g(é’,n)om
9 !
= A((aclh]'[lp Y 110, by )g(G,n)d(’
!
- (HP Y 116, by ) P (Yo, C))g(G n) do
R\ hti
_ 0P ( Y,,|0 $) 196\ p (v ,16.¢) & (6,m) 6.
R U‘e C)
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LEstima(;ﬁo por Maxima Verossimilhanca Marginal

LConstrux;é'm da Verossimilhanca Marginal

Além disso,
OP (Y€, 0 o
P - g era)
o (B @ a0 ()
= [P TR P (- ) Q7] (g%"') A

Notemos que o termo entre colchetes vale 1 quando y;; =1 e -1 quando y;; =0,
portanto, podemos reescrevé-lo como (—1)yfi+1. Com isso,

P (Y5l¢in8) _ i1 (0P,
o, U (f)

Note agora que

(1) P;Q; Qi, sey;=1
= =1 _ Vi = [yy — Pyl

Yi L~ Yi Pi, sey; =0
P’ Q; g
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LEstima(;ﬁo por Maxima Verossimilhanca Marginal

LConstrux;é'm da Verossimilhanca Marginal

@ Dessa forma, temos que

1 d (vij — Pi) (3:";)
P (Y]0,¢) = ,
P (Y;10,¢;) 9¢; (¥510. ;) PQ  \8¢

Logo,

oP (Y l¢,n)
o¢; B /a%

(vi — Pi) (3”:'
P;Q; a¢;

)] P(Y;l0,¢) g(0,m)do
1)
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LEstima(;ﬁo por Maxima Verossimilhanca Marginal

LConstrux;é'm da Verossimilhanca Marginal

Portanto,
o <1—c,->1i1/m[(w—ﬂ-)@—bf)vv,-}gfw0
b —a,-(l—c,-)g/%[(y,j—P;) Wi g (6) = 0
o ;A{(y,—j_a)g]&*(e)—o,
em que,

P (Y,10,¢) g (9Im)
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LEstima(;ﬁo por Maxima Verossimilhanca Marginal

LConstrux;é'm da Verossimilhanca Marginal

Forma de quadratura

a : (1-a) Z Z [(vi — Pi) (01 — bi) W] g (6)) =0

j=1 I=1
n q
bi o —ai(l—c)> > [(ys— Pi) Wilg (6/) =0
j=1 I=1
n q W/ _
o s XX o] g @) <o

j=1 I=1
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LEstima(;ﬁo por Maxima Verossimilhanca Marginal

LConstrux;é'm da Verossimilhanca Marginal

Equacdo de Bock & Aitkin
ai - (1—=a)> [(Fa—FfuPu) (0 — bi) Wi] =0

I=q
q
b+ —ai(l—c)>  [(Fi—fuPy) Wi] =0
=1
q _ W,
¢ Z [(7;/ — fiPi) %} =0,
I=1 il

em que
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LEstima(;ﬁo por Maxima Verossimilhanca Marginal

LConstrux;é'm da Verossimilhanca Marginal

1, se o individuo j responde (é submetido) ao
Xyt = item i e possui habilidade em torno de 6,
0, caso contrario.

E(FlY..¢m) = D EXulY..¢m) =g () = Fu
Jj=1 j=1

n

ERIY..¢m) = D E(yiXpulY..¢,m) = yig () =TFu.
j=1

Jj=1
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L ad

aptacdo do Algoritmo EM

@ Calcula estimativas de maxima verossimilhanga na presenca de dados faltantes
(processo iterativo).

@ Aplicagdo na TRI : considerar as proficiéncias como os dados n3o observados.

@ Implementag¢do do algoritmo EM
Seja L(C|Y.., 0) a densidade conjunta do dados completos (verossimilhanca) .
Se Z(t) é uma estimativa de ¢ na iterac3o t, entdo os passos EM para obtencio

de Z(Hl) sdo

Passo E: Calcular E[ln L(C\Y_‘,6)|Y“,Z(t)]

~(t+1
Passo M: Obter C(H ) que maximiza a fun¢do do Passo E.

@ No passo M a mazimizag¢3o pode ser feita utilizando o algoritmo
Newton-Raphson/Escore de Fisher.
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L ad

aptacdo do Algoritmo EM

@ Considere uma populagio divididade em g categorias de proficiéncia e que dela
se extrai uma amostra de tamanho n.

@ Suponha que as propor¢des no item anterior sio dadas por 7 = (71, ..., 7q)".

@ Denote por fi=(fi1,-- ,fig)" a quantidade de individuos em cada nivel de
habilidade e rj =(rj1,-- , riq)’ a quantidade daqueles que respondem
corretamente ao item i com nivel de habilidade /, ambos observados na amostra.
Além disso r = (r1,--- ,r/).

@ A probabilidade conjunta que os f; individuos tenham habilidades 8,
I=1,---,q, é dada pela distribuigdo multinomial:

P(Ff=ff|7T)EP(fi|7T)—H f|H,, i=1-1,
=1

@ Dados f; e 0/, a probabilidade de ocorrerem ry acertos ao item i dentre as f;
tentativas (respostas) por individuos com habilidade 6, é

P (R,’/ = rl'llfflvgl) = P(I’,/|f(,9/) = ( ) PI/'/Q fir—=ri I
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L ad

aptacdo do Algoritmo EM

@ A probabilidade conjunta de f e r, dados 8 = (01,--- ,04)" e =, é

P (F —f,R=1|8, 7r) = P(f,r]6,7) = P(r|f, 8, x)P(f|6, )

P(r|f, 8)P(f|T)

I q !
{1 pooiin} {1 oo}
i=1

i=1/1=1

@ Segue que a Iog—verossimilhang@ para os dados completos é :

InL(¢) = InP(flm)+ Y > InP(rilfi,0)

i=1 1=1
1 q £
= InP(f|m) + 21; {'n (é;) + riyIn Py + (fy — ry) In Qil}
i
q 1
= C+> > {ralnPy+(fi—ri)nQu},
=1 i=1
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LAdaptacﬁo do Algoritmo EM

@ Tomando a esperanca da log-verossimilhanca, condicionada a (Y’ ,¢’)’, para os
dados completos, temos que

I q
E[InL(OI(Y.¢)] = ?JFZZ{?H'”PHJF(?H*ﬂl)lnoil}:
i=1 1=1

em que
Fi=E[ry|Y.,¢l, fu=E[flY.,¢{] e C=E[C|Y. ]

@ Dessa forma, os passos E e M s3o :

Passo E

Usar os pontos de quadratura 6, os pesos A,l=1--,qe
estimativas iniciais dos pardmetros dos itens, ;, i =1,---,/,
para gerar g (0)) e, posteriormente, 7j e fy, i=1,---,l e
I=1,---,q.

Passo M

Com r e f obtidos no Passo E, resolver as equagbes de
estimagdo para ¢;, i =1,---,/, usando o algoritmo de

Newton-Raphson ou Escore de Fisher.

Teoria da Resposta ao Item
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LEstimacﬁo bayesiana dos parametros dos itens

Posteriori

n I 1
p(¢mly.) o HAHP(YU|0,ci)g(9,n)d0 {H cT,}{Hp(r,}
i=1

j=17"%i=1

Log-posteriori

n I 1
Inp(¢,mly.) o Z'N/%HP(YUIG,C,-)g(&n)d@ {Zlnp(cflﬂ-)}
=1 i=1 i—1

1
{5

Maximizar a log-posteriori

n 6 1
flnp(c,nly‘.) o ;EInAEP(YUIG,Q)g(@m)dG {ilnp( ,-IT,-)}

i
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LEstimacﬁo bayesiana dos parametros dos itens

Parametro a

1 1
P(ai‘ﬂanai) = mexi’ *ﬁ('n aj *Ha,-)2
i0a;

aj

Parametro b

1 —(bi — pp,)?
bilpp,,02) = ex| !
P(bilks;, ;) V2o, P 20%1_

Parametro ¢

Mo+ 6 —2) o2

—_\T TR T A —c)\Bi—2,
o —Dr(g-pa =9

p(cilai, Bi)
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Se = > (vj—Py) Wihj+ X,
j=1

com

o¢; -
P
1 In aj — pa, bi—pp) ai—2 -2
A = |: |:1+ n a; . Ha,:| ; _( i 21ub,) ; Qi _ Bi ]
a; o3 o G 1-—g¢
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2 n 2

0 9 4
ac.oc Inp(¢,mly.) o ;Wln/%HP(YUW,C,)g(H,n)dO

{ac e )}

q
— /
1(¢)em = > FuPj Qihihy — A; .

=1

[agi +Inaj — pa; — 1]

:ua,a,
1
A = 0 o
0 0o |u 2|y pim2
S (1-q)
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Maéxima Verossimilhangca Marginal - MVM:

5]

53]

(ONONONONSS

Possui propriedades assintdticas: as estimativas dos pardmetros a;,
b; e ¢; sdo consistentes;

Uma vez estimados os parametros dos itens, pode-se estimar as
habilidades através de métodos simples;

Permite resolver o problema de indetermina¢do (métrica) relativo ao
modelo,uma vez que se atribui um pardmetro de escala e de posigcdo
para a distribuicdo das habilidades;

Permite caracterizar empiricamente a distribuicdo das habilidades;
N3o esta definido para itens com acerto total ou erro total;

E bastante trabalhoso computacionalmente;

Necessidade do estabelecimento de uma distribuicdo para 6;

Apresenta problemas na estimagdo do pardmetro ¢; em alguns casos;
deve ser usado somente com um nimero suficientemente grande de
respondentes.
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Moda marginal a Posteriori - MMAP:

52
52

(ONONS3

Definido para qualquer padrdo de resposta;

Uma vez estimados os pardmetros dos itens, pode-se estimar as
habilidades através de métodos simples;

Permite resolver o problema de indetermina¢do (métrica) relativo ao
modelo,uma vez que se atribui um pardmetro de escala e de posigcdo
para a distribuicdo das habilidades;

Permite caracterizar empiricamente a distribuicdo das habilidades;
E mais trabalhoso computacionalmente do que o MVM;

Necessidade de distribui¢cdes a priori para os pardmetros dos itens.

Azevedo Métodos de estimacao a Resposta ao Item
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LDistribuicz‘lo dos tracgos latentes

E possivel atualizar a distribui¢do dos tracos latentes.

Método de maxima verossimilhanga n3o-paramétrica (Mislevy (1986)).
Utiliza as quantidades f4 devidamente padronizadas.

Especificar uma priori em forma de histograma.

Mixtura de normais.

Azevedo Métodos de estimacao
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L Recursos computacionais

Bilog: Desenvolvido para a plataforma Windows
Estimagdo dos itens: MVM e MMAP.
Acelerador de Ramsey.

Regressao rigida.

Estimac¢3o dos hiperpardmetros.

Estimag¢do das densidades latentes.

Tragos latentes: MV, EAP e MAP.
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L Recursos computaciol

LInvariéncia da estimagdo dos parametros dos itens

Considere um grupo de n=1000 individuos, com as proficiéncias conhecidas,

submetido a uma prova com | = 30 itens (com os pardmetros desconhecidos)

Item Dificuldade (b) [ Item Dificuldade (b) [ Item Dificuldade (b)
1 -3,0 1 -0,6 1 1,4

2 -2,8 2 -0,4 2 1,8

3 -2,4 3 -0,2 3 2,0

4 -2,0 4 0,0 4 2,2

5 -1,8 5 0,2 5 2,4

6 -1,6 6 0,4 6 2,6

7 -1,4 7 0,6 7 2,8

8 -1,2 8 0,8 8 3,0

9 -1,0 9 1,0 9 -1,1

10 -0,8 10 1,2 10 11
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L Recursos computacionais

LInvariéncia da estimagdo dos parametros dos itens

Curvas Cararcteristicas dos 30 itens

1.0

0.6
|

prob. de resposta correta
0.4

0.2

0.0
1

traco latente
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L Recursos computacionais

da estimagdo dos parametros dos itens

- III||II.I_

proficencia

. _-IIIII.-—
2 o 2

proficiencia

2 o 2

proficiencia

L invarian

densidade
100 150 200

50

densidade
100 150 200

0

100 150

densidade

50

Teoria

Azeved Métodos de estimacao Resposta ao Item




Métodos de estimacao na Teoria da Resposta ao Item

L Recursos computacionais

LInvariéncia da estimagdo dos parametros dos itens

3 2 1 0 1 2 3

est. dos par. dos itens - teste 5

est. dos par. dos tens - teste 4

0123

est. dos par. dos itens - teste 6

3 2 1 0 1 2 3

est. dos par. dos tens - teste 4

0123
o

2

est. dos par. dos itens - teste 6

3 2 1 0 1 2 3

est. dos par. dos itens - teste 5
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LSimulacz‘w

@ Foram gerados n = 5000 valores independentes de uma distribuicdo
N(0,1) a fim de servirem como as habilidades dos individuos.

@ | = 50 itens de maneira a cobrir os valores apropriados para os
pardmetros: a variando de 1,0 a 1,8, b variando de -2,0 a 2,0 e c = 0,20
e 0,25.

@ Para a gerag3o das respostas foi construido um programa em linguagem
Ox.

@ Para a obtenc¢3o das estimativas dos pardmetros (itens e habilidades) foi
usado o programa Bilog

Azevedo Métodos de estimacao
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LEstimacﬁo dos parametros dos itens - tracos latentes desconhecidos

Tabela: Estatisticas relativas as estimativas dos pardmetros dos itens

Estatistica Parametro
discriminacdo(a) dificuldade(b) acerto casual (c)
MVM BM MVM  BM MVM BM
SQR 1,74 1,30 1,81 0,65 0,31 0,07
SVar 1,27 0,92 3,10 0,89 0,75 0,14
SEQM 3,01 2,22 4,01 1,54 1,06 0,21
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LEstimacﬁo dos parametros dos itens - tracos latentes desconhecidos

Estimativa por MM Estimativa por MM

Estimativa por MM

0.4

0.2

0.0

o N o
2
E
g -
o E
8| = 3 °
& o
- Q
10 12 14 16 18 10 12 14 16 18
parametro de descriminacao (a) parametro de descriminacao (b)
N
=
E -
s
z o
z
£ o
g
-2 -1 o 1 2 -2 -1 o 2
parametro de dificuldade (c) parametro de dificuldade (d)
o ° 3
8 s °
E
T
g o
g o
£
&
8 o
3
0.20 0.21 022 0.23 0.24 0.25 0.20 0.21 022 023 0.24 0.25
parametro de acerto casual (e) parametro de acerto casual (f)
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LEstimacﬁo dos parametros dos itens - tracos latentes desconhecidos

22

18

14

1.0

Estimativa BM - par metro de descriminacao
Estimativa BM - par metro de dificuldade
0

1.0 15 2.0 25 -2 -1 0 1 2

Estimativa por MVM - parametro de descriminacao (a) Estimativa por MVM - parametro de dificuldade (b)

0.4

0.3
o

0.2
LY
8

o

0.1

0.0

Estimativa BM - parametro de acerto casual

0.0 0.1 0.2 03 0.4

Estimativa por MVM - parametro de aceto casual (c)
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LEstimacﬁo das habilidades - Verossimilhanca Perfilada

De posse das estimativas dos pardmetros dos itens constroi-se uma verossimilhanga
perfilada para estimar as proficiéncias

L(B,E):HHPW1 W=ppe,

i=1j=1
n 1
10)=InL(O) = > > {yjlnPj+(1-y;)InQ;}.
j=1i=1
a n a !
—1(0) = > > {yjlnP;+(1—y;)InQ}.
99; = 00
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LEstimacﬁo das habilidades - Verossimilhanca Perfilada

|
S(O) = > ai(l—c)lyi— Py)Wj

i=1

!
100)) = >_ Pj Q Wihi
i=1

com
oP;
b= e (BL) —ati-a)

¥ 90;

e
* yx)—1 62Pij 2 *
Hy = (PiQ)) 57 | == )1 -2P)).
J
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LEstimacﬁo bayesiana das habilidades

@ As estimativas de MV n3o estdo definidas para escores nulos ou perfeitos.
@ Escore nulo L(0;) =T[;_,(1 — Pj)
@ Escore perfeito L(6;) = T1,_,(Pj)

@ Solugio: utilizagdo de métodos bayesianos.

Resposta ao Item
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LEs nacdo bayesiana das habilidades

comparacao das verossimilhancas

o
g
g
s
g
5
g
o
3
-4 -2 o 2 4
traco latente
comparacao das verossimilhancas
o
3
2
g
<
s
£
5
g
o - e,
3

-4 2 0 2 4

traco latente

Teoria
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LEstimacﬁo bayesiana das habilidades

LModa a posteriori
Log-posteriori

Ing(0;) = Const +In P(Y |0}, <) + In g(6;]n). (2)

Equac3o de estimag3do bayesiana

dIngr(0;)  aInP(Y 6}, ¢) N ding(6;lm)

0.
00; a90; 00;
Informac3o de Fisher
! 1
/(Gj):ZP;Q;M/ijhi'_;' (3)
i=1

Scoring de Fisher

é}Hl) _ ’9;(-t) + 1(9}*))*15(0}”)
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LEstimacﬁo bayesiana das habilidades

LEsperan(;a a posteriori

P(y ;16,¢)g(0]m)

PO, IC.m) “)

gy ,¢m) =

Segue que a esperancga da posteriori é

S5 02(0Im)P(y ;10,¢)do
S &@m)P(y ;16,¢)d6 -

9, = E[6ly,¢,n] =

S 01P(Y 161, €)eg(8s]m)
Sy P(Y 1161, ¢)e(6]m)
L10/P(Y j161, $)A,

S PY 16, QA

Q

E [ajly.,w{, n] =
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LEstimacﬁo bayesiana das habilidades

LEsperan(;a a posteriori

E a varidncia a posteriori

J (0 — E(0))* g(0Im)P(y j16,¢)do
S5 &0Im)P(y ;16,¢)do

Var (0;) = Var[dly ;,¢,m] =

i {51 -E [@'Iy‘j, ¢ ?7] }2 P(Y j161,¢)g(6m)
/=1

Var [gj\Y.j,Cm] = 7
> P(Y 101, ¢)e(BiIm)
1=1

Azevedo Métodos de estimacao na Teoria da Resposta ao Item




Métodos de estimacao na Teoria da Resposta ao Item

LE

imacdo bayesiana das habilidades

LEsperan(;a a posteriori

e Maxima Verossimilhan¢a - MV

@ Para testes “longos” produz estimadores niao
viciados;
N3o esta definido para alguns padrdes de resposta.

O

e Bayesiano - EAP

Definido para qualquer padrdo de resposta;

Possui o menor erro médio;

Viciado;

Exige cdlculos mais complexos do que o método de
MV;

Necessidade de uma distribui¢do a priori para 6.

O 00D

e Bayesiano - MAP

Definido para qualquer padrdo de resposta;
Viciado.

Exige cdlculos mais complexos do que o método de
MV;

Necessidade de uma distribui¢do a priori para 6.

O OO®
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LEstimacﬁo bayesiana das habilidades

LInvariéncia na estimacao das habilidades

@ As estimativas obtidas através da TRI possuem a propriedade da invariancia, ou
seja, uma vez obtidos os seus valores, estes sdo tnicos.

@ Considere a estimacdo das habilidades dos mesmos individuos obtidas a través
de dois outros conjuntos de itens (provas).

@ O primeiro conjunto é constituido de itens, em geral, mais faceis que o primeiro
conjunto. J4 o segundo, é constituido de itens mais dificeis.

Resposta ao Item
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LE

imacdo bayesiana das habilidades

LDesx:rix;éit:) do Teste 2

Item  Dificuldade (b) | Item  Dificuldade (b) [ Item  Dificuldade (b)

1 3.0 1 0,6 1 24
2 2,8 2 0,4 2 18
3 2,4 3 -0,2 3 1,4
4 2,0 4 0,0 4 -1,0
5 1,8 5 0,2 5 0,6
6 -1,6 6 0,4 6 0,2
7 1,4 7 0,6 7 0,2
8 1,2 8 0,8 8 2,6
9 -1,0 9 1,1 9 1,2
10 0,8 10 -3,0 10 0,0
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LE

imacdo bayesiana das habilidades

LDesx:rix;éit:) do Teste 2

Curvas Cararcteristicas dos 30 itens

1.0

0.8

prob. de resposta correta
0.4

0.2
|

0.0

traco latente
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LE imacdo bayesiana das habilidades
LDesx:rix;éit:) do Teste 3

Item Dificuldade (b) [ Ttem Dificuldade (b) [ ltem Dificuldade (b)

1 10 1 11 1 0,2
2 12 2 1,0 2 0,4
3 14 3 14 3 0,6
4 18 4 2,0 4 0,8
5 2,0 5 2,4 5 0,2
6 2,2 6 2,8 6 0,6
7 2,4 7 3,0 7 0,0
8 2,6 8 2,6 8 0,2
9 2,8 9 1.2 9 0,2
10 3,0 10 0,0 10 0,4
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LEstimacﬁo bayesiana das habilidades
LDesx:rix;éit:) do Teste 3

Curvas Cararcteristicas dos 30 itens

1.0

0.6 0.8
1

prob. de resposta correta
0.4

0.0

traco latente
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LEstimacﬁo bayesiana das habilidades
LDesx:rix;éit:) do Teste 3

&

) T T 0 O O O T

8 8

3 8

&

2 o

g 2

g e 6 e s eesseeesetetbeeb e o> |

R

g 8

E

3 -4 2 0 2 4
estimativas das prof. - teste 1

@

g W M

g o

s o

5 7

8

]

8

2 g

g9 o o o o 9 0o

8 -4 2 0 2 4
estimativas das prof. - teste 1

@

o

fo] ommpentt ¢

5 g

8 =

£

g

Z g

g ° o opam

8 0 10 20 30

estimativas das prof. - teste 2
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LE imacdo bayesiana das habilidades

LDesx:rix;éit:) do Teste 3

@ MV com MVM : estimativa de maxima verossimilhanca das habilidades usando
a estimativa de maxima verossimilhanga marginal dos pardmetros dos itens.

@ MV com MMAP : estimativa de maxima verossimilhanca das habilidades usando
a estimativa bayesiana marginal dos pardmetros dos itens.

@ EAP com MVM : estimativa da esperanga a posteriori das habilidades usando a
estimativa de maxima verossimilhan¢a margianl dos pardmetros dos itens.

@ EAP com MMAP : estimativa da esperanga a posteriori das habilidades usando
a estimativa de bayesiana marginal dos pardmetros dos itens.

@ MAP com MVM : estimativa da moda a posteriori das habilidades usando a
estimativa de maxima verossimilhanga marginal dos parametros dos itens.

@ MAP com MMAP : estimativa da moda a posteriori das habilidades usando a
estimativa bayesiana marginal dos pardmetros dos itens.
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LEstimacﬁo bayesiana das habilidades
LDesx:rix;éit:) do Teste 3

Tabela: Estatisticas relativas as estimativas das habilidades

Métodos de Estimacao Estatisticas
SQR SQVar SQM

MV com MVM 831,08 30938766,88 30939597,96
MV com MMAP 807,59 22954776,39  22955583,98
EAP com MVM 626,85 632,70 1259,55
EAP com MMAP 624,10 638,09 1262,20
MAP com MVM 628,80 617,02 1245,82
MAP com MMAP 625,44 623,37 1248,81
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LEstimacﬁo bayesiana das habilidades

LDesx:rix;éit:) do Teste 3

EAP com MVM MV com MVM

MAP com MVM

o
<
=
=
£
8
>
=
-4 2 0 4 -4 2 0 4
habilidade verdadeira (a) habilidade verdadeira (b)
«
% o o o o
% ~
=
: o
8
Y
<
3
¥
-4 2 o 4 -4 2 0 4
habilidade verdadeira (c) habilidade verdadeira (d)
<
© o Y © o
RN
s
: o
8
g
£
=
¥
-4 -2 o 4 -4 -2 o 4
habilidade verdadeira (e) habilidade verdadeira (f)
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LEstimacﬁo no Modelo de grupos miiltiplos

@ Considera a situagdo em que temos individuos pertencentes a diferentes grupos:
séries, turnos, regides.

@ Individuos pertencentes a um mesmo grupo possuem caracteristicas comuns e
sdo mais semelhantes entre si do que individuos pertencentes a outros grupos.

@ Os grupos sdo previamente definidos # modelos de varidveis latentes.
@ Modelo de grupos miltiplos Bock and Zimowski (1997).

Resposta ao Item
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LEstimacﬁo no Modelo de grupos miiltiplos

LModelo logistico unidimensional de 3 parametros (varias populacdes)

1
P(Yik = 1|(0x,¢;)) = c+(1— Ci)m
i=1,...,1(item), j=1,...,ng (individuo), k =1,...,K, (grupo)

@ Yy : é a resposta do individuo j, do grupo k ao item /. E igual a 1
se o individuo responde corretamente e 0 caso scontrario.
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LEstimacﬁo no Modelo de grupos miiltiplos
LModelo logistico unidimensional de 3 parametros (varias populacdes)

1
P(Yik = 1|(0x,¢;)) = c+(1— Ci)m
i=1,...,1(item), j=1,...,ng (individuo), k =1,...,K, (grupo)

@ Yy : é a resposta do individuo j, do grupo k ao item i. E igual a 1
se o individuo responde corretamente e 0 caso scontrario.

@ 0 : é o traco latente (conhecimento, nivel de depressio, etc) do
individuo j.

o C,- : (a,-,b,-,c;).
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LEstimacﬁo no Modelo de grupos miiltiplos
LModelo logistico unidimensional de 3 parametros (varias populacdes)

1
P(Yik = 1(0,¢;) = Ci‘f'(l—ci)m

i=1,...,1(item), j=1,...,ng (individuo), k =1,...,K, (grupo)

@ Yy : é a resposta do individuo j, do grupo k ao item /. E igual a 1
se o individuo responde corretamente e 0 caso scontrario.

@ 0 : é o traco latente (conhecimento, nivel de depressio, etc) do
individuo j.

® (;: (ai,bi, ).

@ a;: é o parametro de discriminacdo associado ao item i.
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LEstimacﬁo no Modelo de grupos miiltiplos

LModelo logistico unidimensional de 3 parametros (varias populacdes)

1

P(Yik = 1(0,¢;) = Ci‘f'(l—ci)m

i=1,...,1(item), j=1,...,ng (individuo), k =1,...,K, (grupo)

@ Yy : é a resposta do individuo j, do grupo k ao item /. E igual a 1
se o individuo responde corretamente e 0 caso scontrario.

@ 0 : é o traco latente (conhecimento, nivel de depressio, etc) do
individuo j.

@ ¢ :(ai,bi,ci).

@ a;: é o parametro de discriminacdo associado ao item i.

@ b;: é o parametro de dificuldade associado ao item /.
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LEstimacﬁo no Modelo de grupos miiltiplos

LModelo logistico unidimensional de 3 parametros (varias populacdes)

1

P(Yik = 1(0,¢;) = Ci‘f'(l—ci)m

i=1,...,1(item), j=1,...,ng (individuo), k =1,...,K, (grupo)

@ Yy : é a resposta do individuo j, do grupo k ao item /. E igual a 1
se o individuo responde corretamente e 0 caso scontrario.

@ 0 : é o traco latente (conhecimento, nivel de depressio, etc) do
individuo j.

(] C,- : (a,-,b,-,c;).

@ a;: é o parametro de discriminacdo associado ao item i.

@ b;: é o parametro de dificuldade associado ao item /.

@ ¢; : é o parametro de “acerto casual’ associado ao item i.
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LEstimacﬁo no Modelo de grupos miiltiplos

L Parte funcional

Ok ~ N(pk, )

@ Identificabilidade p; = 0,97 = 1.
@ Estimar (ux, ¥x), k=2,..., K.

Azevedo Métodos de estimacao
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LEstimacﬁo no Modelo de grupos miiltiplos

L Parte funcional

Probabilidade marginal

P(Yjp=yulCm) = /9? P (Y jx =y il¢, 0) g (0Iny) d6

De modo que a verossimilhanca é dada por

K ng
t,m = JIIIP(Yjc=yul¢m)

k=1j=1

E a log-verossimilhanga, por sua vez, é dada por

K g K ng
1Cm) = D D P (Yu=yulém) => > InP (Y l¢my)

k=1 j=1 k=1 j=1
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LEstimacﬁo no Modelo de grupos miiltiplos

L Parte funcional

@ Estimadores de maxima verossimilhan¢a marginal

olr¢,m)

a¢ =0
olr¢,m)
T - 0

@ Sem solucdo explicita.

@ Problema: dessa forma teriamos que estimar todos os pardmetros
imult3 i 22(¢.m)
simultdneamente, pois “ocon #0

@ Se 1), abordagem de Bock & Aitkin.

Se ¢, estimativa do vetor 1) é relativamente simples.

@ Abordagem, abordagem de Bock & Aitkin, pardmetros dos itens e
populacionais: " Mdxima verossimilhan¢a marginal-perfilada”.

o1 (¢, m)
¢

al (Z, n)
on

Azevedo Métodos de estimacao

Teoria da Resposta ao Item



Métodos de estimacao na Teoria da Resposta ao Item

LE

imacdo no Modelo de grupos miiltiplos

L Parte funcional

K ng
! AP (Y jl¢ i)
S(¢) = Jj
, ;; P (Y jl¢,mi) o¢;
K —
- Z Z (Ti/k - fiIkPi/k) Winchi
k=11€Q

K
— * * ’
1<&) = D> FucPi Qichinchyy

k=1 1€ Qy
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LE

imacdo no Modelo de grupos miiltiplos

L Parte funcional

S(m) = o’ ik: > & (glk) (Elk - #k) (5)

j=11€Q,

Seh) = oS Y () {(om) ) @

J=11€Qy
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LE

imacdo no Modelo de grupos miiltiplos

L Parte funcional

Hk =1
—~ ~2 =2
Gr =04 +04
Com
-~ I 2 1S, =22 11X .
=~ ik O = - Uj2k? 0y = Z (A — k)
kj=t kj=1 =
e
bk = Zglkgj; (glk)
1€Qy
o _ N2 L (-
5 = > (elk—uk) ik (elk)
1€Qy
Azevedo
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LEstimacﬁo no Modelo de grupos miiltiplos

L Parte funcional

Adaptacao do Algoritmo EM

De maneira andloga ao caso de uma populagido, podemos usar uma adaptagdo do
algoritmo EM, de modo que os pardmetros populacionais de cada populagdo sejam
estimados, em separado, no Passo E, e que os pardmetros de cada item sejam
estimados, em separado, no Passo M, como mostrado a seguir

Passo E
0 Usar os pontos de quadratura, g,k, os pesos associados Ag,f),
I=1,...,qk, as estimativas no passo anterior dos pardmetros

. <(t) . « L
dos itens CE ), i=1,...,1, e dos pardmetros populacionais,

_ N\ (t
ﬁ(kt) e Gi(t), k=1,...,K para gerar g;; (G/k)( ) e,

posteriormente, ?E,? e ?E,?, i=1,...,1el=1,...,q.
— (1)
@ Usar os pontos de quadratura e gJ’,‘( (G/k) para obter ﬁiﬂ),
E2k(t+1) e SF,SH) através de (9), e posteriormente, ﬁs{tﬂ) e

52D por (7) e (8).

Teoria da Resposta ao Item
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LEstimacﬁo no Modelo de grupos miiltiplos

L Parte funcional

Passo M

t ~ . ~
Com ¥, ?( ) e n(tH) obtidos no Passo E, resolver as equagdes de
estimagdo para ¢;, i =1,...,/, usando Newton-Raphson ou Escore
de Fisher através das expressdes de (??) a (5).
A estimacg3o dos tracos latentes é, essencialmente, a mesma do caso
de um dnico grupo.

Resposta ao Item
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L Recursos computacionais

Bilog-MG: Desenvolvido para a plataforma Windows
Estimagdo dos itens: MVM e MMAP.

Acelerador de Ramsey.

Regressao rigida.

Estimag¢do dos hiperpardmetros.

Estimag¢do das densidades latentes.

Tragos latentes: MV, EAP e MAP.

e Prioris: especificada, N(0,1), estimada na Fase 2.
o As estimativas podem ser prejudicadas pela ma especificacdo
das prioris.
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LEstimacﬁo dos parametros dos itens - tracos latentes desconhecidos

Tabela: Estatisticas relativas as estimativas dos parametros dos itens

Estatistica Parametro
discriminacdo(a) dificuldade(b) acerto casual (c)
MVM BM MVM  BM MVM BM
MDA 0,24 0,17 1,56 0,94 0,39 0,13
MDAR 0,27 0,19 0,30 0,15 0,09 0,03
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LEstimacﬁo dos parametros dos itens - tracos latentes desconhecidos

a a
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LEstimacﬁo dos parametros dos itens - tracos latentes desconhecidos

Tabela: Estatisticas relativas as estimativas dos pardmetros dos itens

Estatistica Parametro
pop 1 pop 2 pop 3
est ep est ep est ep
media MVM 0,00 - 0,98 0,04 2,17 0,06
media MMAP 0,00 - 1,01 0,04 2,17 0,04
var MVM 1,00 - 1,21 0,04 2,04 0,07
var MMAP 1,00 - 1,02 0,04 1,35 0,04
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LEstimacﬁo dos parametros dos itens - tracos latentes desconhecidos
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