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Dados reais: estimacao do nimero médio de acidentes

m Descricdo: niimero de acidentes (com algum tipo de trauma para as
pessoas envolvidas) em 92 dias durante o ano de 1961, medidos em

algumas regides da Suécia.

m Considerou-se apenas 43 dias, correspondendo aqueles em que n3o

havia limite de velocidade.

m Vamos assumir que
Xi|A i Poisson(\),i =1,...,43.

que representa o nlimero de acidentes observados no i-ésimo dia.

m Objetivo : estimar A (pontual e intervalarmente).
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Analise descritiva: medidas resumo

média var. dp  cv(%) 1° quartii  med. 3° quartil
26,05 82,66 9,09 3491 8,00 25,00 47,00
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Boxplot e histograma

1961

17
I

40
15

. esperado

13

11
I

namero de acidentes

frequéncia (nimero de dias)

1961 nimero de acidentes

Analise de dados, escolha de prioris e intervalos (re;



Inferéncia frequentista: estimacao por MV

m Sabemos, sob as suposicdes anteriores, que:

XzN(/\,)‘>
n

para n suficientemente grande, em que A=X (estimador de

méxima verossimilhanca).
~ A

m Assim, EPa()\) = o

m Além disso, ICa(\; %) = [Y - E\PA(}:)ZI—TW;Y+ E‘T—’A(

>)

)Zl;w}

2

S| >)

em que P(Z > z1.2) = 157, Z ~ N(0,1) e EPA(3) =
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Inferéncia frequentista: estima¢do por MV (cont.)

Estimativa (MV) EP,  1C(),95%)
26,05 0,78 [24,52;27,57]
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Inferéncia bayesiana

m Qual priori utilizar?
m Consideraremos trés possibilidades

m N3o informativa: p"'(6) o« L(9,c0)(6).

m Priori de Jeffreys (aproximadamente ndo informativa):

pJ(e) X )\71/2]1(0700)(9).

m Familia conjugada (gama(a,b™")): p™(0) oc A7 Te™*P1 g, ().

m As duas primeiras prioris sdo casos limite da terceira. Com efeito:
p"!(0) é obtida fazendo-se a=1e b — 0, e

p’(0) é obtida fazendo-se a=1/2 e b — 0
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Distribuicoes preditivas

m Seja p(.) uma priori e p(.|x) a respectiva posteriori, para uma dada
verossimilhanca p(.|0), x = (x1,...Xs)

m Seja x,41 uma observa¢do de X, ;1|0 (uma varidvel aleatéria cujo
valor observado n3o foi utilizado para a constru¢do da posteriori).
Ou seja, X,11|0 é uma (nova) varidvel aleatdria a ser sorteada.

m Em nosso caso, seria um outro dia em que se registraria o niimero

de acidentes.
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Distribui¢cdes preditivas (cont.)

m Distribuicdo preditiva a priori

b (us1lx) = /e P(xns116, X)p(6)d0

m Distribuicdo preditiva a posteriori

P(xmealx) = /e P(xne1 10, X)p(0]x)d0
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Distribui¢cdes preditivas (cont.)
m Se as observagdes forem condicionamente independentes (em 6),
entdo p(xy+1|0,x) = p(xn+1]0) €, assim:

m Distribui¢do preditiva a priori

P* (xns1]x) = plxnss) = / P(xn1110)p(0)d0

m Distribuicdo preditiva a posteriori

pialx) = [ bl )p(61)a0
)
m Objetivo: comparar as prioris em termos de qualidade de
reprodutibilidade dos dados observados através das distribuicoes

preditivas a posteriori.
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Distribuicoes a posteriori

m Para cada uma das prioris consideradas anteriormente, temos as

seguintes posteriores

pFC(0|X) o ef(n+b))\>\n§+afl ]1(0700)()\)
pNI(9|X) x eanAn§+1fln(07m)(A)
pJ(0|X) x efn)\)\ni+1/2fll(0’oo)()\)
m Ou seja, respectivamente

Alx ~ gama(nx + a, (n + b)™1); A|x ~ gama(nx + 1,n71);
Alx ~ gama(nx +1/2,n71)
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Distribuicoes preditivas a posteriori no exemplo

m Para a posteriori (FC), temos (considere que xp41 = X,
a*=(nx+a)eb*=(n+b))
Pl = [ il (0he)d0
0

oo ef)\)\x (b*)a* . .
= —=1 AT Ttem A dh
/0 () r(a*) €

_ (b*)a* /OO a*+x—1_—A(b*+1)

= F(a ) I (x) | A e do
@ +x) (b*)a*

T T(a*)x! (b* +1)7+x Ly (x)

G0 () ()
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Distribui¢cdes preditivas a posteriori no exemplo (cont.)

m Seac{0,1,...}, entdo a* = (a+ nx) € {0,1,...} e:

*

Fc x+a—1 b \? 1 x
= ]].
P (Xn+1/x) N b +1 b* +1 ~(x)
logo Xpi1/x ~ BN(a*,0),0 = 2.
m No geral,
Ma +x)/ b \* [ 1 \*
FC
n - 1
P (e fx) M(a*)x! <b*+1> (b*+1> n ()

Prof. Caio Azevedo

Analise de dados, escolha de prioris e intervalos (regides) de credibilidade



Distribui¢cdes preditivas a posteriori no exemplo (cont.)

m OBS: mesmo que a ndo seja um ndmero natural (desde que seja
positivo), podemos utilizar as fun¢des no R, relativas a distribuicdo
binomial negativa, para calcular probabilidades envolvendo a

distribuicdo preditiva.

m Fungles: dnbinom, pnbinom, gnbinom, rnbinom.
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Distribui¢cdes preditivas a posteriori no exemplo (cont.)

m Para as outras prioris, temos

Fnx+x+1)( n \™7/ 1 \*
NI
n = 1
P (xnsafx) F(nx + 1)x! <n+1) ni1) W)
X_’_ny n nx-+1 1 X
p— ]1
x <n+1) (n+1) )
MNnx+x+1/2) n O\ ™2 1\~
J
n - 1
P Gxnsalx) F(nx + 1/2)x! (n+1> ni1) Wk

m Sob a priori NI, temos que X,11|x ~ BN (nYJr 1, n—jh)
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Hiperparametros da priori conjugada

m Como obter os hiperpardmetros (a,b) da priori FC?

m Podemos utilizar os dados (inferéncia bayesiana empirica) para obter

os hiperparametros.

m Em nosso caso, note que

xVp0) = EATE enyeg oy
PRMPA = Il () (©:09)
ef(ner))\/\(nYJra)flba
= n ]]-(O,oo)(/\)

[Ti=1 xi'r(a)

Prof. Caio Azevedo

Analise de dados, escolha de prioris e intervalos (regides) de credibilidade



Hiperparametros da priori conjugada (cont.)

m Assim, temos

e T+ )b
p(x|a,b) = /0 PN PN = o (o) T

m Portanto, eliminou-se A da fun¢do acima, originando uma espécie de
verossimilhanca para os hiperpardmetros. Portanto, podemos obter
as estimativas de MV para (a, b) e usé-las na priori.

m No entanto, determinaremos os hiperparametros através da relagao
EN)=2eV(N) =&

m Fixando-se £(\) = 26,05 (média amostral) e V(A) = 1000,
obtem-se a =~ 0,6784 e b ~ 0,02605.
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Comparacao entre as prioris
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Comparacao entre as posterioris

Posteriori de lambda
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Comparacao entre as distribuicoes preditivas

Frequencias observadas e preditas sob cada uma das prioris
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Comparagdo entre as distribui¢des preditivas (cont.)

m Quantitativamente, podemos comparar as distribuices preditivas

(prioris) através das frequéncias observadas e preditas.

m Frequéncia observada (FOj): niimero de dias em que ocorreu de |
(exclusive) a j (inclusive) acidentes.

m Frequéncia predita: FPj; = nP(i < Xpq1 < j|x).

m Para a primeira categoria considera-se igualdade também para o

valor i.

m Estatistica: >,_. |FO; — FPy|.

i<j
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Comparagdo entre as distribui¢des preditivas (cont.)

Priori Estatistica

Familia Conjugada 18,97
Jeffreys 18,99

N3o-informativa 19,01

As prioris, sob o critério acima, apresentaram, praticamente, o mesmo
desempenho. Vamos considerar, doravante,a priori correspondente a

familia conjugada.
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Estimativa pontual e desvio padrao a posteriori

Estimativa (EAP) DAP
26,05 078

Pergunta: como construir estimativas intervalares para A7
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Intervalos (regides) de credibilidade

m Uma regido R(x) € © é ditar ser uma regido de credibilidade (RCg)

v para 6 se

P(6 € R(x)|x) = /R( LR

a desigualdade acima é considerada para contemplar o caso em que 6

é discreto. No caso continuo, em geral, trabalha-se com a igualdade.

m Particularmente, se 6 é um escalar, entdo, em geral,

R(x) = [Ri(x), Re(x)], Ri(x) < Ro(x), Vx € X().
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Intervalos (regides) de credibilidade (cont.)

m Neste caso,

RQ(X)
PO < RN = [ p(0)d0 = 7
Rl(x)
e R(x) passa a ser chamado de intervalo de credibilidade (/Cg)

para 6.

m Uma medida de precisdo frequentista para o /Cg é o comprimento

esperado (frequentista), ou seja

Exjo(R(X)) = Exjo[Ra(x) — Ru(x)].
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Intervalos (regides) de credibilidade (cont.)

m Contudo, busca-se obter intervalos com o menor comprimento (ou
volume), sem se tomar a esperanca. Ou seja, avaliando-os em

termos da amostra observada.

m Estes intervalos (regides) correspondem aqueles de maior densidade

a posteriori, em inglés, highest posterior density (HPD).
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Intervalos (regides) de credibilidade HPD

m A definicdo para um intervalo (regido) HPD ¢é a seguinte:

R(x) = {6 p(Olx) > c,}

em que ¢, é a maior constante tal que:

PO € R(x)|x) = /R PR =
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Intervalos de credibilidade para o exemplo dos acidentes

Posteriori de lambda e regides de mesma credibilidade
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Intervalos (regides) de credibilidade (cont.)

m Se a posteriori for simétrica e unimodal, o intervalo HPD

corresponde ao intervalo simétrico, ou seja

1-— 1-—
P(0 < Ri(x)x) = = T e P(6> Ry(x)|x) = T”
m Se a posteriori for assimétrica e unimodal, o intervalo HPD
corresponde aquele em que a posteriori apresenta o mesmo valor nos

limites, ou seja

P(Ri(x)[x) = p(Ra(x)[x)
m Em geral, no segundo caso, o HPD n3o é obtenivel analiticamente e,

assim, deve-se empregar métodos numéricos para se construi-los. Ha

pacotes no R que obtém, numericamente, intervalos HPD.
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Intervalos (regides) de credibilidade (cont.)

m Voltando ao exemplo do niimero de acidentes, temos que

A|x ~ gama(nxX + a, (n+ b)™1)

m Neste caso, a posteriori é assimétrica e unimodal. Para obtermos um
ICg(\, ), podemos utilizar os quantis da distribuigdo gama, da
seguinte forma
P(X < Ri(x)|x) = 152 e P(A > Ry(x)[x) = 152

m Utilizando o programa R, para v = 0,95, obtemos R;(x) = 24,54 e
Ry(x) = 27,59.
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Intervalos (regides) de credibilidade (cont.)

m Uma outra opgdo é, primeiramente, encontrar um /Cg para uma
transformac3o de A que apresente uma “distribuicdo-tabelada”

(N(0,1), t de Student, qui-quadrado, F de Snedcor).
m No nosso caso, 6 = 2(n+ b)A|X ~ X{yx )

m Nesse caso, o intervalo simétrico para 6 é

IC5(\, 95%) = R*(x) = [2112, 04; 2374, 47].
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Intervalos (regides) de credibilidade (cont.)

m Isto implica que o intervalo (simétrico) para A é
ICs(X,95%) = R(x) = R*(x)/(2(n + b)) = [24,54;27,59].

m O /Cp simétrico para a transformac3o gera o ICg simétrico, através
da transformac3do inversa, para o pardmetro original. Contudo, isto,
em geral, n3o é verdade para o intervalo HPD (a menos que a

transformagdo seja linear).
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Intervalos (regides) de credibilidade (cont.)

m Note que, além da restricdo natural:
Pyx(Ri(x) < X < Ry(x)|x) = 7, o intervalo HPD de credibilidade 7,

deve satisfazer a

Pajx(R1(x)[x) = pajx(Ra(x)]x)

m Assim, para a obten¢do do intervalo HPD, precisamos resolver o

seguinte sistema de equagdes:

Pajx(R2(x)[x) — pajx(R1(x)[x) =0
Px(A < Ra(x)[x) = Pax(A < Ri(x)[x) =7 =0
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Intervalos (regides) de credibilidade (cont.)

m A fun¢do hpd do pacote TeachingDemos resolve tal sistema de
equacoes.

m Em nosso caso, devemos utilizar o comando
hpd(qgamma,shape=shapeFC,rate=ratefC)
em que shapeFC = nx+aerateFC=n+b

m Assim ICupp(A, ) = [24,53;27,58], que neste caso (como era de se

esperar) praticamente coincide com o ICg simétrico.
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