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Resumo H4 na literatura matematica pelo menos duas abordagens dis-
tintas sobre teoria de possibilidade: uma “conjuntista’ e outra “probabi-
lista”. Tal fato torna-se evidente quando vemos que uma distribuigdo de
possibilidade pode ser identificada com um conjunto fuzzy e, por outro
lado, por meio de medida de probabilidade superior. Tal ambiguidade
resulta da falta de consenso sobre a interpretagdo adequada para dis-
tribuicao de possibilidade e como se deve computéa-las. Neste trabalho,
veremos que esse tipo de confusdo é desnecessaria pois cada uma dessas
visbes surgem de abordagens distintas no tratamento de incertezas.
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1 Introducao

Recentemente, os dois primeiros autores deste trabalho junto com outros pes-
quisadores submeteram para publicagao um artigo que envolvia a no¢ao de nao
interatividade entre distribui¢ées de possibilidade introduzida por Zadeh [1,2].
Um dos revisores deste artigo questionou o uso de tal nocao pois como ele apon-
tou: medidas de possibilidade nada mais sao do que casos particulares de medidas
de probabilidade superiores [3,4,5,6] que surgem de certas extensdes da teoria
de probabilidade classica e a no¢ao de nao interatividade, tal como proposta
por Zadeh, parece nao condizer com nenhuma das extensoes da nogao de inde-
pendéncia estocdstica encontrada na literatura. As observacoes do revisor em
questao nos fez atentar que algumas confusdes e mal-entendidos com respeito
a teoria de possibilidades surge pelo fato de haver mais de uma abordagem a
mesma. Motivados por este comentario, decidimos escrever esse artigo onde o
nosso principal objetivo é mostrar pelo menos trés abordagens distintas a teoria
de possibilidade. Esperamos conseguir passar ao leitor que, por mais que essas
trés abordagens apresentem algumas coincidéncias em certos casos, elas nao sao
equivalentes, sobretudo quando adentramos sobre conceitos como condicional,
independéncia, etc, que sao importantes na elaboracao de métodos de inferéncia
e raciocinio aproximado envolvendo possibilidade.

Neste trabalho nao pretendemos apresentar conceitos e resultados novos ou
fazer uma revisdo aprofundada da literatura de teoria de possibilidade (mesmo
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porque nao hé espago suficiente aqui para tal). Nosso objetivo neste trabalho
é apresentar rapidamente trés abordagens a teoria de possibilidade de maneira
concisa sendo a primeira baseada em teoria de conjuntos fuzzy e as ultimas
duas em teoria de medidas. Embora as bases tedricas da primeira e das demais
abordagens serem distintas, hé diversas coindéncias entre elas sobretudo nas
definigbes de distribui¢ao (conjunta) de possibilidade e medida de possibilidade
quando consideramos a o-algebra dada pelo conjunto das partes do universo em
questao. Ao nosso ver, tais equivaléncias acabam por causar certa confusao entre
alguns pesquisadores que ora adotam resultados oriundos de uma abordagem ora
de outra sem atentar para respectivas bases tedricas.

Atualmente ha na literatura diversas ferramentas matematicas que lidam com
a modelagem de incertezas. Em particular focaremos em trés destas: teoria de
probabilidade, teoria de conjuntos fuzzy e teoria de possibilidade. Dentre estas, a
mais antiga e bem consolidada é a de probabilidades. A teoria de conjuntos fuzzy
surge em 1965 com Zadeh [7] estendendo a teoria de conjuntos e subsequente a
teoria de possibilidade [8,9,1] que surge como uma teoria “intermedidria” entre as
outras duas. Posteriormente, descobriram-se conexoes da teoria de possibilidade
com teoria de evidéncia e probabilidade intervalar [4,10,11,12]. As trés trazem
terminologias semelhantes, porém conceitualmente distintas. Por exemplo, ha a
nocao de medida de probabilidade, medida de possibilidade e medida fuzzy, sendo
essa Ultima extensao das outras duas. Também ha na literatura as denominagoes,
distribuigao de probabilidades e de possibilidades. No caso fuzzy esse termo nao
é usado. A conexao entre as teorias de conjuntos fuzzy e de possibilidades se d4a
por meio das chamadas distribuicoes, i.e., fungoes definidas de um universo {2 no
intervalo [0, 1], que como veremos, sdo identificadas com fungoes de pertinéncias
de certos conjuntos fuzzy. J4 a conexao entre as teorias de possibilidades e de
probabilidades se d4 por meio de suas respectivas medidas, sem a necessidade
explicita de distribuigoes.

A teoria de possibilidade proposta por Zadeh toma como base a teoria de
conjuntos fuzzy [1], que por sua vez é uma extensao da teoria de conjuntos [7].
Esta abordagem, como ja mencionamos, consiste essencialmente em identificar
funcoes de pertinéncia de certos conjuntos fuzzy com fungoes de distribuicoes de
possibilidade. Nesse caso, todo ferramental matematico empregado para se pro-
cessar e inferir sobre distribuicao de possibilidades é préprio da teoria de conjun-
tos fuzzy. Assim podemos interpretar a distribuicao de possibilidade como uma
funcao que avalia “a possibilidade de um elemento estar em um certo conjunto”.

Por outro lado, a exemplo do que acontece em probabilidade, a teoria de
possibilidade também pode ser conduzida com base em teoria de medidas. Aqui,
distinguimos dois casos de interesse. O primeiro consiste em desenvolver a teoria
de possibilidade nos moldes (ou de maneira andloga) ao caso de probabilidade,
“simplesmente” substituindo medida de probabilidade por possibilidade nas de-
finigoes e, entao, estudando as propriedades resultantes desta substituigao. Tal
estratégia é alinhada com aplicacoes de teorias de medidas gerais de incerte-
zas que incluem medidas nao-aditivas, medidas fuzzy, medidas de Chochet, etc.
Dada a semelhanga com o caso probabilistico, podemos arguir que esta aborda-



gem pode ser empregada para avaliar e modelar algo como “a possibilidade de um
evento ocorrer”. O segundo caso de interesse surge da associagao de medidas de
possibilidades com casos particulares de certas medidas de probabilidade supe-
rior que é um conceito que aparece em diversos contextos como, por exemplo, do
estudo de colegdes de medidas de probabilidade [6]. Especificamente neste con-
texto, uma medida de probabilidade superior corresponde ao envelope superior
de um dado conjunto de medidas de probabilidade em uma o-algebra. Associar
medidas de possibilidade a medidas de probabilidade superior nos habilita a em-
prestar as ferramentas e operadores estabelecidos para probabilidade superior
em célculos envolvendo medidas de possibilidade. Assim, tal abordagem a teoria
de possibilidade pode ser vista como um segmento da teoria de probabilidade
superior. Neste caso, a interpretacao que cabe a distribuicao de possibilidade
deve estar alinhada ao de probabilidade superior que envolve nocoes de medi-
das de probabilidade. Por exemplo, “a possibilidade de um evento A” pode ser
traduzida como “a maior probabilidade possivel do evento A ocorrer”.

Este artigo estd organizado como se segue. Iniciamos por apresentar uma
abordagem a teoria de possibilidade baseada em teoria de conjuntos fuzzy, que
para estabelece-la nao é requirido o conceito de medida, apesar de estar em
acordo com a nocao de medida de possibilidade como veremos nas segoes sub-
sequentes. Em seguida, relembramos alguns conceitos bésicos de probabilidade
necessarios para o que se segue nas Secoes 4 e 5. Na Secao 4, apresentamos uma
abordagem a teoria de possibilidade baseada em teoria de medidas cujo desen-
volvimento se da de maneira andloga ao da teoria de probabilidades. Na Secao
5 relembramos rapidamente a nogao de medida de probabilidade superior e in-
dicamos a sua conexao com medida de possibilidade. Por fim, encerramos este
artigo com algumas consideracoes finais.

2 Teoria de Possibilidade Via Conjuntos Fuzzy

Um abordagem sobre teoria de possibilidade encontrada na literatura [1,13] pode
ser vista como um segmento da teoria de conjuntos fuzzy. O ponto chave dessa
abordagem consiste em associar a nogao de distribuigao de possibilidade dada
na Definicao 1 com a de conjuntos fuzzy tal como se segue.

Definition 1 (Distribuicao de Possibilidade). Seja 2 um conjunto nao va-
zio qualquer. Uma distribuicao de possibilidade em 2 € uma fungao 7 : 2 — [0, 1]
tal que sup,,com(w) = 1.

Um (sub)conjunto fuzzy A do universo {2 é identificado com uma fungao
w4 : 2 = [0,1], chamada de fungdao de pertinéncia de A, onde o valor v 4(w)
denota a pertinéncia do elemento w € {2 ao conjunto fuzzy A. A fim de facilitar
a notagdo, denotaremos @4(w) simplesmente por A(w). Também a classe dos
conjuntos fuzzy em 2 pelo simbolo F(£2).

Um subconjunto fuzzy R € F(£21 X...x §2,) é denominado uma relacao fuzzy
(n-dria), onde o valor R(wsi,...,w,) denota o grau de relagao entre ws,...,wy,.



A projegao fuzzy da relagdo R em (2; é conjunto fuzzy Pj € F(£2;) dado para
todo y € (2; por

Ph(y) = sup{R(w1, ..., wy,) |w; = yew; € 2, paraj # i}. (1)

Dado uma relagao fuzzy bindria R € F ({1 X {23) definimos sua relagao fuzzy
inversa R~ € F(£22 x §21) por R™Y(y,z) = R(x,y) para todo (y,x) € 22 x (2.

Dizemos que um subconjunto fuzzy A de {2 é normal se sup,cn A(w) = 1
[14]. Note que da Definicao 1, temos que uma distribui¢ao de possibilidade pode
ser associada biunivocamente a uma funcao de pertinéncia de um conjunto fuzzy
normal. Tal identificacao nos permite definir conceitos e operadores para distri-
buigao de possibilidade através dos ja estabelecidos na teoria de conjuntos fuzzy.
Por exemplo, um distribuigao de possibilidade conjunta m em 27 X ... X §2,
corresponde a funcao de pertinéncia de uma relagao fuzzy normal no respec-
tivo produto cartesiano, onde as distribui¢coes marginais de m sao dadas pelas
fungoes de pertinéncias das respectivas projegoes fuzzy. Repare que, uma vez
que a relagao fuzzy associada a m é normal, segue que suas projegoes fuzzy
também sao normais e, portanto, as distribuicbes marginais de 7 representam
distribuicoes de possibilidade.

Distribui¢oes de possibilidade condicionais podem ser definidas em termos
dos chamados métodos de inferéncia e raciocinio aproximado fuzzy baseados em
processos dedutivos tais como modus ponens e modus tollens oriundos da légica
proposicional [15,16]. O resto desta secao dedica-se em apresentar tais métodos
fuzzy e relaciona-los com calculos de distribui¢Ges condicionais.

Sejam A, B € F({2), dizemos que A C B sempre que A(w) < B(w) para
todo w € 2. Além da relacao de inclusao, também podemos definir operagoes
de interseccao e uniao como se segue. Definimos respectivamente a intersegao e
uniao entre os conjuntos fuzzy A e B como sendo os conjuntos fuzzy C = AN B
e D = AU B dados para todo w € {2 por C(w) = min{A(w), B(w)} e D(w) =
max{A(w), B(w)}. Note que as defini¢oes acima estendem a teoria de conjuntos
classica uma vez que um subconjunto Y de {2 pode associado biunivocamente a
um conjunto fuzzy cuja fungéo de pertinéncia é dada pela sua fungao indicadora
(ou caracteristica).

Diversas operagoes entre conjuntos podem ser definidas em termos de opera-
dores binarios denominados de conectores ldgico fuzzy que nada mais sao que ex-
tensoes dos operadores booleanos para o intervalo unitario. Considere uma ope-
rador bindrio * : [0, 1]> — [0, 1] comutativo, associativo e crescente tal que existe
e € [0,1] tal que axe = a para todo a € [0,1]. Se e = 1, entdo a operagéao * é dita
uma t-norma e estende o conectivo légico Booleano “e”. Agora, se e = 0, entao a
operagao * é dita uma t-connorma (ou s-norma) e estende o conectivo 16gico Bo-
oleano “ou”. O produto cartesiano de conjuntos fuzzy A; € F(£2;),i=1,...,n,
com respeito a uma t-norma t é uma relagao fuzzy R € R({; x ... x {2,) dada
por R(wi,...,wy) = A1(wi)t ... t Ap(wn).

Uma implicacio fuzzy é um operador bindrio > : [0,1]> — [0,1] decres-
cente no primeiro argumento e crescente no segundo argumento que estende a
implicacao da légica Booleana, isto ¢, 0>0=0>1=1>1=1e1>0=0.



Implicagoes fuzzy podem ser definidas em termos de outros operadores da 1égicos
fuzzy. Por exemplo, dado uma t-norma t, podemos definir uma implificagao fuzzy
>+, chamada residual ou R-implicacdo, dada por

ar>:b=sup{ce[0,1]|atc<b}, Va,be][0,1].

Em particular, a R-implicagdo fuzzy com respeito a t-norma do minimo (¢t = -)
é dada por
1sea<b
b= - b 1]. 2
ab {%sea>b’ Vav 6[05] ()
Se t denota uma t-norma continua a esquerda no primeiro argumento e se
>; denota a respectiva R-implicacao fuzzy, entao vale a seguinte desigualdade:

Tt(rbty)éya VTvyG[Oal] (3)

Além disso, se z € [0,1] é tal que rtz < y, entdo x < (r >4 y), isto é, (r>;y) é
tnica solugdo maximal da desigualdade (3) para r e y dados. Como consequéncia
direta da ultima observagdo e da monotociade de ¢, temos que Jx € [0, 1] tal
quertr=y<srt(rory) =y.

Baseados nas defini¢bes acima, definimos a noc¢ao de distribuicao possibili-
dade condicional como se segue. Seja m uma distribuicao de possibilidade con-
junta em §2; x {2, com marginais m; = P! para i = 1,2 e seja t uma t-norma
continua a esquerda no primeiro argumento. Dado y € (2, o conjunto fuzzy
my € F(£21) cuja funcdo de pertinéncia é dada por m,(z) = ma(y) >y w(z,y) é
chamado de distruibuicao de possibilidade condicional em §2; dado y € {25 com
respeito a t-norma t. Neste caso, denotamos o grau da pertinéncia z em 7, pelo
simbolo 7(z|y), isto é, m(x|y) = ma2(y) >¢ w(z,y), VYV € 21. Repare que 7(-|y)
nao necessariamente é normal e, portanto, pode nao ser uma distribuicao de
possibilidade. Uma condigao suficiente para que 7(-|y) seja uma distribuigdo de
possibilidade é de existir « € £2; tal que m(x,y) = m2(y). Dizemos que 7 é o
sao independente se w1 (r) = m(x|y) para todo x € 21 e y € (25. Adicionalmente,
dizemos que 71 e w2 sd0 nao interativos se min{m (z), m2(y)} = 7(x,y) para todo
T € ey € (.

Note que a definicao de condicional acima requer que uma distribuicao con-
junta seja fornecida. Considere o caso onde ao invés da distribuicao conjunta
tenhamos disponivel apenas as distribuigoes marginais m; e mo. Neste caso po-
demos tomar a distribuicao conjunta m; dada pelo produto cartesiano de m; e
Ty com respeito a uma t-norma ¢ qualquer e, entdo, aplicar a definicdo ante-
rior. Especificamente, definimos a distribuicao condicional com respeito a t e
t de m; dado m como m(z|y) = ma(y) >¢ (m1(x)tm2(y)) [15]. Repare que t e ¢
podem néo ser iguais na definicdo acima. Assumir que m; e w5 sdo ndo interati-
vos na definicdo anterior equivale a assumir que £ = A e, neste caso, temos que

m(zy) = m2(y) > (m1(2) A, m2(y)) = ma2(y) B¢ 71 (7).

3 Conceitos Basico de Probabilidade

A teoria de probabilidade é embasada na teoria de medidas que nada mais é que
uma funcao de conjuntos, cujo dominio é chamado de o-algebra, como veremos a



seguir. Seja {2 um conjunto nao vazio e seja A uma classe de subconjuntos de (2.
Dizemos que A é uma o-algebra em (2 se satisfaz as seguintes trés propriedades:
2€ A;se Ae A, entao A° € A; Se A; € A para i > 0, entao |J;—, 4; € A. O
par ({2, A) é chamado de espago A-mensurdvel, ou simplesmente mensuravel.

A maior o-dlgebra de {2 é o conjunto das partes de {2 denotado por P(£2) =
{Y | Y C 2}. Note que interseccao de o-dlgebras também sdo o-dlgebras. A
menor o-dlgebra que contém C C P({2) é dita o-dlgebra gerada por C. Em
particular, a o-dlgebra gerada por todos os subconjuntos aberto de R é chamada
o-dlgebra de Borel, denotada aqui pelo simbolo B.

Definition 2 (Medida de Probabilidade). Seja A uma o-dlgebra de um con-
Junto 2. Uma fungio P de A para RT := [0,+00) € dita uma medida de
probabilidade se P satisfizer as sequintes propriedades:

P1: P(A) <1 para todo A € A;
P2: P(Q2)=1;
P3: Se Ay, Ag, ..., Ay, ... € Atal que A;(A; =0 para i # j, entdo

P( e, An) - i P(A,). (o-aditividade)
n=1

Se P é uma medida de probabilidade definida em um espago mensuravel
(2, A), entdo a tripla (£2, A, P) é dita espaco de probabilidade. Além disso,
cada elemento A € A é chamado de evento e P(A) é a probabilidade do evento
A. Aqui, denotaremos a classe das medidas de probabilidade definidas em um
mesmo espago mensuravel (£2,.4) pelo simbolo P(£2, A).

A partir das propriedades P1 — P3, pode-se mostrar que uma medida de
probabilidade P em ({2, A) também satisfaz as seguintes propriedades:

P4: P(0) = 0;
P5: P(A) < P(B)se AC B, A,B € A
P6: P(A) =1— P(A°) para todo A € A.

Uma medida de probabilidade no espago mensurével (R, B) pode ser definida
em termos de uma funcao de densidade de probabilidade, que nada mais é do
que uma funcao f : R — RT tal que fj;o f(z)dx = 1. Em particular, definimos
a medida de probabilidade P para A € B por P(A) = [, f(x)dx. Apenas como
registro, ressaltamos que essa é uma forma canoénica de “construir’a medida P
que “avalia” cada evento A.

Uma varidvel aleatéria (v.a.) X em um espago de probabilidade (£2,.4, P)
nada mais é do que uma fungao X : 2 — R tal que

X 'B):={weR|Xw)eByc A VBeB.

Note que a composi¢ao de X com uma fungao continua g : R — R d4 origem a
outra v.a. denotada aqui simplesmente por g(X).

Note que através da variavel aleatoria X podemos induzir uma medida de
probabilidade P no espago mensuravel (R, B) dada por P(B) = P(X~Y(B))



para todo B € B. Assim, o contra-dominio da varidvel aleatéria X passa a ter
estrutura de espaco de probabilidade (R, B, P) que é particulamente interessante
pois permite associar, quando possivel, a medida de probabilidade P & uma
funcao de densidade de probabilidade. Neste ponto, a teoria de probabilidade se
bifurca em dois casos: discreto e continuo. O primeiro ocorre quando a imagem
de X, denotada aqui por I'm(X), é um conjunto enumeravel e, neste caso, a
fungdo de densidade de probabilidade é uma funcdo f : Im(X) — [0,1] dada
por f(z) = P({z}) = P(X~'({z})) para todo = € Im(X). O segundo caso
ocorre quando Im(X) é ndao enumerdvel e existe uma fungao f : R — R™, dita
densidade de probabilidade, tal que P(B) = [, f(z)dz = fX*l(B) P(dw) para
todo B € B.

Note que, em ambos os casos, discreto e continuo, se soubermos a funcao de
densidade de probabilidade f, entdo podemos determinar a respectiva medida P
que governa no espaco de probabilidade do contra-dominio da v.a. X, mesmo que
nao saibamos explicitamente a medida P que governa no espaco de probabilidade
do dominio de X . Na pratica, muitas vezes dispomos apenas de um conhecimento
parcial da funcao de densidade probabilidade f e é exatamente neste contexto
que surgem estudos por exemplo de probabilidade superior e inferior.

Sejam X (Qx,Ax,Px) — (R,B,Px) eY : (Qy,Ay,Py) — (R,B,Py)
duas varidveis aleatérias, onde Px e Py denotam as medidas de probabilidades
induzidas pelas v.a. X e Y, respectivamente. Uma medida de probabilidade
conjunta de (X,Y) é uma medida de probabilidade Pxy definida no espaco
mensuravel (R x R, B x B) que satisfaz as seguintes condi¢oes:

M1 pxy(AXR):Px(A):Px(Xfl(A)), VAEB;
M2 pxy(RXB) :py(B) :Py(Y_l(B)), VB eB.

Por convengao, denotamos PXY(A x B) = ny(X € AY € B) para todo
A x B € B x B e as medidas de probabilidade Px e Py sao ditas medidas de
probabilidade marginais.

Considere o espaco de probabilidade (2,4, P) e B € A tal que P(B) > 0. A
probabilidade condicional de um evento A € A dado B, denotada por P(A|B),
é dada por

Pl = S5 @

Os eventos A e B sao ditos independentes se P(A|B) = P(A) ou, equivalente-
mente, se P(AN B) = P(A)P(B).

Vejamos agora o conceito de varidveis aleatérias independentes. Seja Pxy
uma medida de probabilidade conjunta de (X,Y"), onde X e Y sao duas varidveis
aleatérias. Dado A x R,R x B € B x B com Pxy(R x B) = Py(B) > 0, pelo
visto acima, temos que a probabilidade condicional de A x R dado R x B é dada
respectivamente por

— _ny(AXRﬂRXB)_ny(AXB)
ny(AXR|RXB) = ny(RXB) = PY(B) . (5)




Alternativamente, também denotamos Pxy (AxR|R x B) pelo simbolo Pxy (X €
AlY € B). No caso onde A x R e R x B sao independentes temos que

px(A):pxy(AXR):pxy(AXRHRXB) (6)

ou, similarmente, se Pxy (A x B) = Px(A)Py(B). Dizemos que X e Y sao
varidveis aleatérias independente se para todo A, B € B, com Py (B) > 0, vale a
Equacao (6).

4 Teoria de Possibilidade Via Teoria de Medidas

Nesta secao abordaremos teoria de possibilidade via teoria de medidas nos mol-
des do que é feito na teoria de probabilidade. A idéia aqui consiste em substituir
nas defini¢oes da secao anterior medidas de probabilidade por medidas de pos-
sibilidade.

Definition 3 (Medida de Possibilidade). Seja A uma o-dlgebra de 2. Uma
medida de possibilidade em A € uma fungao II : A — [0,1] que satifaz II(0) =0
e II(2) =1 e que para todo A, B € A tem-se II(AU B) = max{II(A), II(B)}.

Uma consequéncia direta da Definicao 3 é que II é mondtona crescente,
isto é, sejam A, B € A tais que A C B, entao II(A) < II(B) pois II(B) =
max{II(A), [I(A°N B)}.

Sejam (2x, Ax) e (2y, Ay) dois espagos mensuraveis. Dados duas medidas
de possibilidade ITx : Ax — [0,1] e ITy : Ay — [0, 1], uma medida de possibili-
dade conjunta em 2x X {2y é uma medida de possibilidade IIxy : Ax X Ay —
[0, 1] tal que satisfaz as seguintes condigoes:

N1 ny(AXQy):Hx(A), VAE.A)(;
N2 ny(.QX X B) = Hy(B), VB e Ay.

As medidas de possibilidade ITx e Ily sao ditas medidas de possibilidade mar-
ginais. Repare que as propriedades N1 e N2 e a monotocidade de IIxy implicam
que ITxy (A x B) < min{lIx(A), IIy(B)}.

Para definir condicional possibilistica podemos seguir a estratégia de substi-
tuir a medida de probabilidade por possibilidade na Equagao (4), o que resultaria
na seguinte defini¢do para a possibilidade de um evento A € A dado um outro
evento B € A com IT(B) > 0 [16]:

II(AN B)

I(AIB) = = 7

Com tudo, outras medidas condicionais possibilisticas podem também ser uti-
lizadas se adotarmos como base outras igualdades para o caso probabilistico
derivadas das propriedades das medidas de probabilidade. Por exemplo, para
um espaco de probabilidades ({2, .4, P), podemos utilizar as propriedades P1 -
P6 para obter as seguintes igualdades

P(ANB) P(ANB)

PAIB) = T35 = PAnB) 11— (AN B




O que resultaria nas seguintes definigoes de possibilidade condicional [16]:

(a) I (AB) = 452 para I1(B) < 1;

(b) se (T(ANB) 41— I((A° 0 B))) > 0, entdio
II,(A|B) = (AN B) (8)

 H(ANB)+1—I((Ac N B)°)’

Na literatura também encontramos propostas axiomaticas envolvendo elementos
da lé6gica fuzzy para definir medida de possibilidade condicional sem a nogao de
medida de possibilidade conjunta (o leitor interessado pode consultar [17]).

Se A é a maior o-élgebra de (2, isto é, A = P({2), entdo uma medida pos-
sibilidade IT pode ser associada a uma tnica funcao 7 : 2 — [0, 1] e vice-versa
através da seguinte relagao:

H{w}) =7(w), YVwen (9)

Note que a funcao 7 acima esta de acordo com a nocao de distribuicao de pos-
silidade conforme a Definicao 1 que é estabelecida via teoria de conjuntos fuzzy
nas se¢oes anteriores. Assim, a no¢ao distribui¢ao de possilidade surge em ambas
abordagens, via teoria de conjuntos fuzzy e via teoria de medidas, de maneiras
independente, porém, equivalente.

Fazendo um paralelo com teoria de probabilidades, temos que distribuicao de
possilidade estd para medida de possibilidade tal como distribuigao de densidade
de probabilidade esta para medida de probabilidade uma vez que

() = |Jiwr) =\ 1w = \/ 7w (10)
wEA A

e T€A

para todo A € A. Relembre que em probabilidade, quando h& uma distribuicio
de densidade de probabilidade o célculo da probabilidade de um certo evento
resume-se ao calculo de um somatério ou uma integral sobre a respectiva fungao
de densidade. Contudo, diferente do que acontece na teoria de probabilidade
onde a nogao de distribuicao de densidade de probabilidade é subjacente a de
varidvel aleatoria, a nogao de distribuigao de possibilidade requer apenas que A =
P(£2) e nao necessita da definicio de algo como “varigvel possibilistica”. Vale
também destacar que em probabilidade o conceito de distribuigao de densidade
de probabilidade se divide em dois casos, o discreto e o continuo, porém, em
possibilidade nao ha necessidade em dividir em casos.

5 Teoria de Possibilidade Via Probabilidade Superior

A nocdo de probabilidade superior aparece na literatura em diferentes con-
textos ligado a teoria cldssica de probabilidades [4,16,3]. Seja M uma colegdo
de medidas de probabilidade em um mesmo espago mensurdvel ({2,.4), isto é,
M CP(2,A), as funcdes P, P : A — [0,1] dadas por

ﬁ(A):Iflel/I\)AP(A) e P(A) :Pig/fwP(A), VAeA, (11)



s@o chamadas respectivamente de medidas (coerentes) de probabilidades supe-
rior e inferior (com respeito & M). Alguns autores definem medida de probabili-
dade superior/inferior como sendo uma cota superior/inferior para M e no caso
particular onde esta corresponde a menor/maior das cotas superiores/inferiores,
dadas na Equacao (11), eles chamam a respectiva medida de “coerente” [6]. Por-
tanto, neste texto, lidaremos apenas com medidas de probabilidade superior e
inferior ditas coerentes por tais autores.

Outro ponto que vale apena destacar é que a mesma medida de probabi-
lidade superior/inferior pode ser gerada por diferentes cole¢oes de medidas de
probabilidade. Se P e P siao medidas de probabilidades superior e inferior com
respeito a uma colecao de medidas de probabilidade M qualquer, entao pode-se
demonstrar que

M C [P, P] = {P e P(2, A) | P(A) < P(A) < P(A), VA € A}.

Desse modo, segue que [P, P] é a colecdo maximal entre as colegdes de medidas
de probabilidade que produzem as mesmas medidas de probabilidade superior
P e inferior P. A relacdo acima também é encontrada em uma area de pesquisa
chamada probabilidade intervalar que, de maneira bem grosseira, destina-se a
investigar pares de fungoes Py, P> : A — [0,1] tais que P (A) < Py(A) para todo
A € A. Uma formulacdo axiomética para medidas probabilidades intervalares
pode ser encontrada em [18].

Note que a nog¢ao de probabilidade inferior é dual ao de probabilidade superior
segundo a seguinte relacao derivada da propriedade P6:

P(A) = Plg/f\/t P(A) = Plg/fv[ 1—P(A%)=1- Psg/}\)/l P(A°) =1— P(A°).

Assim, é suficiente focar apenas em uma delas e no nosso caso daremos atengao
especial para a medida de probabilidade superior uma vez que medidas de pos-
sibilidade correspondem a casos particulares de medidas de probabilidade supe-
rior [11,10,6]. Seja IT uma medida de possibilidade em (2, A) e seja P a medida
de probabilidade superior com respeito & M(IT) = {P € P(2, A)| P(A) <
II(A)VA € A}, pode-se verificar que M(IT) é de fato nio vazio e que II = P,
onde P denota a medida de probabilidade superior com respeito & M (IT).

Ao identificar uma medida de possibilidade com uma medida de probabili-
dade superior, podemos nos valer de toda teoria desenvolvida para probabilidade
superior encontrada na drea de probabilidade intervalar [4,3] ou mais geralmente
na drea de probabilidade imprecisa [6]. Por exemplo, podemos utilizar as nogoes
de probabilidade condicional superior de um evento A dado outro evento B, dada
como se segue para uma colecao de medidas de probabilidade M, para definir
possibilidade condicional. Mais precisamente, sejam A, B € A e M C P(£2, A),
definimos a probabilidade condicional superior de A dado B por [5]

P(A|B) = sg/}\)/[ P(A|B). (12)



Se M é tal que M = [P, P], entdo, podemos mostrar a seguinte igualdade

P(AIB) = P(ANB) _ P(ANB) (13)
~ P(ANB)+P(A°NB) P(ANB)+1—P(AUB¢)’

Assim, temos que a possibilidade condicional de A dado B nesta abordagem
é dada pela Equacao (8) se considerarmos a colegdo de medidas de probabi-
lidade M(IT). Contudo, diferente do que argumentado na se¢do anterior onde
a Equagdo (8) é obtida “macaqueando” as equagOes para probabilidade con-
dicional cléssica, nesta abordagem, a férmula é obtida por considerar o limite
superior de probabilidades condicionais, ou seja, por um processo de calculo de
um certo limite levando em conta um certa familia de medidas de probabilidade.
Do ponto de vista matematico, esta abordagem é bem mais consistente pois de-
fine de maneira tnica a nogao de condicional, evitando abordagens ad hoc tais
como discutida na secao anterior.

Em teoria de probabilidades, se dois eventos A, B € A de medidas nao nulas
s@o independentes, entdo, temos que P(A) = P(A|B) = P(A|B¢) e P(B) =
P(B|A) = P(B|A®). Baseado nessas observagoes, podemos definir independéncia
entre dois eventos A, B € A para uma medida de probabilidade superior como
se segue [6]. Dois eventos A, B € A sao ditos independentes com respeito &
uma medida de probabilidade superior P : A — [0, 1] se as seguintes igualdades
P(A) = P(A|B) = P(A|B¢) e P(B) = P(B|A) = P(B|A®) sao satisfeitas.

6 Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos de maneira muito sucinta trés abordagens a teoria
de possibilidade encontradas na literatura. Apesar delas apresentarem diversas
coincidéncias nao podemos deixar de atentar para o fato que cada uma delas
tem estruturas préprias, como estrutura algébricas distintas. Por exemplo, a
abordagem discutida na Secao 4 requer mensurabilidade no universo de discurso
2 enquanto na Secdo 2 ndo. Além disso, se quisermos estabelecer algum tipo
de equivalécia entre as abordagens das Segoes 2 e 4 devemos considerar a o-
algebra P(£2). Mesmo as abordagens das Segoes 4 e 5, que sdo desenvolvidas sob
espacos mensuraveis, requerem desenvolvimentos bem diferentes, pois a Segao
4 considera um espago mensuravel equipada com medida nao aditiva, que é
a medida de possibilidade, enquanto que a Secao 5 considera uma familia de
espacos de probabilidades definidas sob o mesmo espaco mensuravel.

Tal como indicamos no decorrer do texto, podemos obter intersecgoes entre
as trés abordagens discutidas aqui, porém, isso exige certas particularizagoes
tal como assumir que estamos lidando com a maior o-dlgebra P({2) e com
conjunto de medidas de probabilidade M(II) tal como definida na Sec¢do 5.
Contudo, mesmo com todas essas particularizagoes, tais equivaléncias tornam-se
mais dificieis de serem estabelecidas quando vamos caminhando para métodos
de inferéncia nos quais envolve conceitos de condicional, independéncia, etc. Por
isso, é importante ter sempre em mente as diferencas que surgem das distintas



abordagens, pois coisas que acontecem em uma poderao nao acontecer na outra
tal como é o caso da nogao de nao interatividade vista na Secao 2.
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