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Resumo. O problema da arvore geradora minima com incertezas nos
pardmetros/estruturas aparece em diversas aplicagdes, tais como: instalagdes de
linhas telefonicas e elétricas, armazenamento de informagdes, transportes,
problemas de cluster, dentre outros. Com isso, neste trabalho é proposto um
algoritmo que aborda o problema da arvore geradora minima considerando
incertezas nos pesos das arestas, bem como na estrutura da rede em si, sendo
essas incertezas modeladas por meio da teoria dos conjuntos fuzzy e utilizados
os conceitos de dominancia para eliminar as arestas com pesos maiores. Duas
instancias sdo executadas para ilustrar o comportamento do algoritmo proposto.

Keywords: Teoria dos Grafos, Algoritmo de Prim, Teoria dos Conjuntos
Fuzzy.

1 Introducao

O Problema da Arvore Geradora Minima, PAGM, consiste em, a partir de um grafo
ndo orientado, conexo e com pesos em cada aresta, gerar uma arvore que conecte
todos os vértices do grafo e que tenha o menor peso total. Este problema possui
diversas aplicacdes na Engenharia e na Informatica, dentre as quais se destacam
[1,2,3]: instalagdes de linhas telefonicas (ou elétricas) entre um conjunto de
localidades utilizando a infraestrutura das rodovias com o menor uso de material,
analise de clusters, armazenamento de informacgdes, transportes, dentre outras. Os
principais algoritmos da literatura que resolvem este problema sdo os algoritmos
classicos de Kruskal, Prim, Boriivka, e Sollin [4].

Em algumas aplicagdes do PAGM os parametros da rede ou a estrutura em si ndo
sdo exatos, pois, em certas situagdes, estes representam, por exemplo, tempo, custos e
conexdes [5,6]. Em alguns trabalhos o PAGM com incertezas ¢ abordado por meio da
teoria dos conjuntos fuzzy [7,8,9], ferramenta frequentemente utilizada para dar um
tratamento matematico a termos linguisticos como “aproximadamente” e “em torno
de”, sendo assim denominado de Problema da Arvore Geradora Minima Fuzzy —
PAGM-Fuzzy [10].
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Na literatura ha alguns trabalhos que tratam do PAGM-Fuzzy, dentre os quais se
destacam: Delgado ef al. [10], Chunde [1], Takahashi e Yamakami [5,6], Janiak e
Kasperski [11], Mohanty ef al. [12], Nayeem e Pal [13], Dhanalakshmi e Parvathi
[14], Hernandes e Lourenco [15], Gao [16], Theresa e Raj [17], Zhang e Zhang [18] e
Zhou et al. [19]. No trabalho de Delgado et al. [10] foi introduzido o conceito da
arvore geradora minima fuzzy. J4 em Chunde [1] foi proposto um algoritmo para o
PAGM-Fuzzy com incertezas nas estruturas, sendo uma adaptac¢do de Delgado et al.
[10]. No primeiro trabalho de Takahashi e Yamakami [5] foi tratado do problema com
parametros fuzzy, resolvendo-o por meio de algoritmos genéticos, enquanto que no
segundo trabalho [6] abordaram o problema em uma rede com estrutura incerta,
sugerindo um algoritmo baseado nos trabalhos de Delgado ef al. [10] ¢ Chunde [1].
Janiak e Kasperski [11] utilizaram a teoria de possibilidade de Zadeh [9] nos pesos
das arestas e resolveram o problema por meio de um algoritmo classico da literatura.
Mohanty et al. [12] aplicaram o indice de ordenagdo de Yao e Lin [20] nos
pardmetros e resolveram o problema por meio do algoritmo classico de Boriivka.
Nayeem e Pal [13] estudaram o problema com parametros fuzzy, resolvendo-o por
meio de algoritmos genéticos, assim como Takahashi e Yamakami [5]. Dhanalakshmi
¢ Parvathi [14] trataram do problema da arvore geradora minima, sendo os pesos das
arestas abordados como numeros fuzzy trapezoidais, propondo um algoritmo que
utiliza o centroide e o resolve como um problema crisp. Hernandes e Lourengo [15]
resolveram o problema da arvore geradora minima com estrutura incerta, propondo
um algoritmo exato, baseado em Takahashi e Yamakami [6], que apresenta um
conjunto solugdo de arvores geradoras minimas. Gao [16] abordou o conceito de
arvore fuzzy, propondo o indice de ciclo incerto e de caminho incerto, utilizando
matrizes de adjacéncia. Theresa e Raj [17] abordaram o problema da arvore geradora,
apresentando um algoritmo hibrido que utiliza redes neurais artificiais e logica fuzzy,
aplicando-o ao problema real de classificagdo dos casos de assassinatos. Zhang e
Zhang [18] aplicaram o problema da arvore geradora minima em redes veiculares ad
hoc, por meio de um algoritmo de colonia de abelhas. Em um dos mais recentes
trabalhos, Zhou et al. [19] introduziram o conceito de a-arvore geradora minima,
utilizando a defini¢do de credibilidade e resolvendo o problema via algoritmos de
Kruskal e Prim.

Analisando os trabalhos da literatura descritos anteriormente, verifica-se que estes
resolvem o problema com incertezas nos parametros ou na estrutura da rede, nio
abordando casos em que estas ocorram concomitantemente. Além do mais, estes
resolvem o problema via algoritmos genéticos ou pelos algoritmos classicos da
literatura (problemas crisp). Com a finalidade de abordar o PAGM-Fuzzy de forma
distinta a literatura, neste trabalho é abordado o problema da arvore geradora minima
com incertezas nos pesos das arestas (pardmetros) e na estrutura da rede em si,
propondo um algoritmo que mantenha as incertezas até a obteng@o da solugéo final.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: a Secdo 2 contém conceitos e
defini¢cdes do problema da arvore geradora minima e da teoria dos conjuntos fuzzy, a
Secdo 3 apresenta o algoritmo proposto, nas Seg¢des 4 e 5 estdo os resultados
computacionais, as conclusdes e trabalhos futuros.



2 Conceitos e Definicoes

Nesta secdo sdo descritos os problemas da arvore geradora minima crisp € fuzzy, os
conceitos da teoria dos conjuntos fuzzy utilizados no trabalho, além da definicdo da
relagdo de ordem aplicada para eliminar as arvores com pesos maiores.

2.1 O problema da arvore geradora minima

Definicao 1. [21] Um grafo ndo orientado G=(N,4), tal que N é o conjunto dos
vértices e A o das arestas, ¢ uma darvore se, ¢ somente se, G for conexo e aciclico.

Seja um grafo G=(N,4), tal que para cada aresta (i ,j) € 4 associa-se um nimero
C;, denominado peso da aresta (i, j), e dado um subgrafo G’ = (N, 4°) de G = (N, A4),
chama-se peso de G’ o valor C(G’) calculado da seguinte forma:

CG)= >
(i, j)eA
sendo o grafo G = (N, 4) conexo. Caso o grafo seja desconexo, o problema pode ser
resolvido separadamente para cada componente conexo.

Definicao 2. [21] O problema da arvore geradora minima consiste em procurar uma
arvore T* de G, tal que:

C(T*)=min {C(T)}
sendo o minimo considerado sobre o conjunto de todas as possiveis arvores 7'de G.
Dado um grafo conexo G = (N, A), tal que para cada aresta (7, j) €4 associa-se um
namero fuzzy 6” — chamado peso da aresta (i, j) — e seja G' = (N, A') um subgrafo de
G =(N, A), denota-se peso de G'=(N, A’) o valor:
c)- X¢
(i, ))en
Defi~nig§0 3. O problema da arvore minima fuzzy consiste em procurar uma arvore 7°*
de G=(N,A), tal que:
C(r)=min £

sendo o minimo considerado sobre o conjunto de todas as possiveis arvores de G .

2.2 Teoria dos conjuntos fuzzy

A teoria dos conjuntos fuzzy foi introduzida por Zadeh [7,8,9] com o intuito de dar um
tratamento matematico a certos termos linguisticos subjetivos, sendo uma ferramenta
frequentemente utilizada na modelagem de incertezas. A seguir, sdo apresentadas as
defini¢des utilizadas neste trabalho [22,23].

Defini¢io 4. Um nimero fuzzy triangular, denotado por a :(m—é', m,m+ ﬂ), tem
sua fungdo de pertinéncia R —[0]], w5 (X), definida pela expresséo:



o) se x<(m-o)

0,
X—m
Hz(X) = (m+(/§)_x
B
0,

, se(m-5)<x<m

, se m<x<(m+p)

se x>(m+p)

tal que: m € o valor modal; 6 o espalhamento a esquerda e S o espalhamento a direita.
Defini¢do 5. Valor modal é o valor xe [m -o,m +,6’] para o qual a funcdo de
pertinéncia tem valor maximo.
Defini¢do 6. Sejam a e b dois numeros fuzzy triangulares, a = (ml -8, My, My + f3;)
eb= (my —&,,my,my + f3,), @ soma fizzy ¢ denotada por:
a®b =(my -5y, my,my + )@ (M, — 52, mz,My + f7) =
= ((my = 61)+ (Mg = 82) my +ma, (my + A1)+ (2 + 32))-

2.3 Relacao de ordem

Visando a comparagdo entre numeros fuzzy, Okada e Soper [24] propuseram uma
relagdo de ordem para compara-los, conforme descrito na Defini¢do 7.

Definicao 7. [24] Sejam & =(my—&;,m,m +4) € b =(my —&,,my,my +3,) dois
nimeros fuzzy triangulares, entio & <b (& (domina b ) se, e somente se,
m-6<m,—35,, m<m, m+8<m,+p, ea=b.

Exemplo: Dados trés nimeros triangulares fizzy, (a):ﬁz(ml—él,ml,nh+ ﬂl),
() =b =(my =5, My, My + B,) & () =C =(mg — 3, Mg, Mg + B3) - Figura 1.

/[
i

Fig. 1. Dominancia de Okada e Soper.

Analisando-os, verifica-se que @ é menor que C,mas ndo € possivel concluir se

a <b. Porém, aplicando a relagdo de Def. 7 tem-se a <b e a <C. Em algumas casos
ndo ¢é possivel detectar se um nimero domina o outro, assim, no algoritmo proposto
os nimeros sdo mantidos, usando o conceito de etiquetas para armazena-los.

3 Algoritmo Proposto

O algoritmo proposto neste trabalho ¢ uma adaptagdo de Prim [21] e se baseia nos
trabalhos de Okada e Soper [24] e Hernandes et al. [25], cuja finalidade ¢ tratar de



uma rede com incertezas em seus parametros e estrutura. Os pesos das arestas sdo
tratados como numeros fuzzy triangulares, sendo utilizado o conceito de dominéncia
de Okada e Soper [24] para eliminar as arestas de maior peso, enquanto que na
estrutura da rede cada aresta possui sua pertinéncia de fazer parte da rede.

Considerando que o algoritmo proposto tem por objetivo trabalhar com as
incertezas até a solucdo final e apresentar um conjunto solucdo de arvores geradoras
minimas fuzzy, ao contrario do caso classico em que apenas uma ¢ apresentada, ¢é
utilizado o conceito de etiqueta para armazenar as diferentes arvores [24,25].

3.1 Passos do algoritmo proposto

O algoritmo ¢ composto de quatro passos, sendo que no primeiro sdo fornecidos os
dados da rede; no segundo a inicializagdo das variaveis; no terceiro é construido o
conjunto solucdo de arvores geradoras de peso minimo e no quarto estd o critério de
parada. No Quadro 1 sdo apresentados os passos do algoritmo proposto.

Quadro 1. Passos do algoritmo proposto

Descrig¢do das variaveis:
N: conjunto dos vértices;
A: conjunto das arestas;

C(i, j) : peso da aresta (i, j) € 4;

Laj(x): pertinéncia da aresta (i,j) pertencer ao grafo fizzy G=(N,A);

us, (x) : pertinéncia da arvore Sj;

4s (x) : pertinéncia do conjunto solugao;

k: rotulo das arvores geradoras;

Ty conjunto dos vértices pertencentes a arvore geradora minima £;

Sk conjunto das arestas pertencentes a arvore geradora minima k;

Vi: var. auxiliar que armazena o conjunto dos vértices que ndo pertencem a arvore geradora minima k;
n: variavel auxiliar que armazena o numero de arvores geradoras minimas;

cont: variavel auxiliar que armazena o niimero de arvores geradoras minimas do conjunto solugo;
aux: variavel auxiliar para construgio do conjunto solugio;

t: variavel auxiliar que contabiliza o niimero de vezes que o Passo 3 se repete a cada iteragdo;

it: contador de iteragdes.

Algoritmo Proposto

PASSO 1: Entrada do grafo
Fornega o grafo fuzzy G=(N, A), com os pesos, C(i, j), e pertinéncias, z,(x), das arestas

ite—1

PASSO 2: Inicializagdo das variaveis
Escolha o vértice inicial i EN
n«1
k1
cont «— 1
Sk — d
Ty — {i}
Vi — N={i}
t<—0

PASSO 3: Construg@o do conjunto solugdo (arvores geradoras de peso minimo)
t—t+1
Para k< I até n faga
aux —




Continuagdo do Quadro 1.

Para cada aresta (7, j) €A talquei €Ty ej €V
aux < aux + {(i, )} \\verificagdo das arestas que podem participar da érvore T}
(i, j) < primeiro(aux)
Enquanto (i, j) # NIL faga
(I, m) «— primeiro(aux)
Enquanto (/,m) # NIL faga
(v, q) < sucessor ((I,m),aux)
se C(i, j) < C(I,m)e (i, j) # (Im) entdo  \\eliminagdo das arestas de maior peso
aux «— aux — {(I,m)}
(Lm) — (p. q)
(i, j) < sucessor ((i, j),aux)
Para cada aresta (i, j) € aux faga \\ para cada aresta de aux é construida uma arvore
Se ndo existir a arvore {S; + (i, j)} faca
Se (i, j) for a primeira aresta de aux entdo
r—k
Sendo
cont < cont + 1
r «— cont
Sy —Se+{(i,))}
T, T+ {j}
Vee—Vi—{}
fim (para)
fim (para-inicio do Passo 3)

PASSO 4: Calculo da pertinéncia de cada arvore e critério de parada
Parada «— verdadeiro
Para k < I até cont faga \\ verificagdo se cada arvore contém todos os nés
Se [Sk | # [N
Parada — falso

Se Parada = falso

n < cont

Volte ao Passo 3
Sendo

Paracada Si: k €1, 2, ..., cont faga

ps, (9 < minfu jy (9, VG0, J) e S |
415 (9) < minfus, (x), k=12...., cont
Elimine do grafo G= (N, A) todas as arestas com pert. menor ou igual a g (X)

Se o novo grafo G= (N, A) for conexo
it—it+1
volte ao Passo 2
Sendo
FIM

3.2 Consideracdes sobre o algoritmo proposto

Cada vez que o lago principal do Passo 3 se repete um vértice migra do conjunto V;
para o conjunto 7} da arvore S;. Considerando que ¥V possui inicialmente o vértice i, o
numero de vezes que este passo se repete, por iteracdo, ¢ v-/, sendo v o nimero de
vértices do grafo original. Ja as iteragdes se repetem até que o grafo fique desconexo,
pois a cada iteragdo algumas arestas vao sendo eliminados.

Analisando o algoritmo verifica-se que sua aplicagdo a redes grandes e densas ¢
custosa, haja vista que o conjunto solucdo ¢ composto de combinagdes de arestas para
gerar o conjunto das arvores geradoras minimas fuzzy. Porém, vale ressaltar que este



conceito foi utilizado em alguns dos principais trabalhos da literatura referentes ao
problema do caminho minimo fuzzy [24,26].

4 Resultados Computacionais

O algoritmo proposto foi implementado na linguagem Java e testado em duas redes.
Instincia 1

A primeira rede se refere a um grafo de 5 vértices e 10 arestas (Figura 2), sendo que
na Tabela 1 estdo os pesos e as pertinéncias das arestas, enquanto que nas Tabelas 2 a
6 estdo os resultados obtidos a cada iterag@o até satisfazer o critério de parada.

Fig. 2. Rede de Zhou et al. [17]
Tabela 1. Dados da rede da Figura 2

Aresta Origem Destino Peso das arestas Pertinéncia das arestas
1 1 2 (60, 65, 70) 0,3125
2 2 3 (58,70, 75) 0,6823
3 3 4 (70, 74, 82) 0,7684
4 4 5 (62,72, 80) 0,3357
5 1 5 (58, 66, 76) 0,2528
6 1 4 (64,70,74) 0,8132
7 1 3 (58, 62, 70) 0,2987
8 2 5 (65, 70, 80) 0,5255
9 2 4 (55, 60, 65) 0,6349
10 3 5 (62, 68, 72) 0,4966

Tabela 2. Resultados obtidos utilizando todas as arestas do grafo — Iteracdo 1.

Pertinéncia da Pertinéncia da

N° das Arestas da arvore Peso da arvore . =
arvore Iteracio
Arvore 1 {1,5,7,9} (231, 253, 281) 0,2528
Arvore 2 {1,7,9,10} (235, 255, 277) 0,2987 0,2528
Arvore 3 {2,5,7,9} (229, 258, 286) 0,2528

Tabela 3. Resultados obtidos eliminando as arestas de pertinéncia <=0,2528— Iterac¢do 2.

. . Pertinéncia da Pertinéncia da
N° das Arestas da arvore Peso da arvore

arvore Iteracio
Arvore 1 {1,7,9, 10} (235, 255,277) 0,2987 0.2987
Arvore 2 {2,7,9,10} (233, 260, 282) 0,2987 i

Tabela 4. Resultados obtidos eliminando as arestas de pertinéncia <=0,2987— Itera¢do 3.

Pertinéncia da Pertinéncia da

N° das Arestas da arvore Peso da arvore . <
arvore Iteragdo

Arvore 1 {1,2,9, 10} (235, 263, 282) 0,3125 0,3125




Tabela 5. Resultados obtidos eliminando as arestas de pertinéncia <=0,3125— Iteracdo 4.

Pertinéncia da Pertinéncia da

N° das Arestas da arvore Peso da arvore . =
arvore Iteragao

Arvore 1 {2,6,9, 10} (239, 268, 286) 0,4966 0,4966

Tabela 6. Resultados obtidos eliminando as arestas de pertinéncia <=0,4966— Iteragdo 5.

Pertinéncia da Pertinéncia da

N° das Arestas da arvore Peso da arvore . =
arvore Iteragdo

Arvore | {2,6,8,9] (242,272, 294) 0,5255 0,5255

\

Analisando os resultados verifica-se que a medida que as iteragdes ocorrem, 0s
pesos das arvores aumentam ¢ as pertinéncias das mesmas também. Este fato ocorre
porque, como consta na Tabela 1, as arestas que possuem os menores pesos (segundo
a relacdo de ordem de Okada e Soper) também contem as menores pertinéncias, sendo
que a cada iteragdo sdo eliminadas as arestas com as menores pertinéncias, logo, a
cada iteragdo o peso das arvores e suas pertinéncias tendem a aumentar.

Para efeito de comparagdo, esta instincia foi executada usando os algoritmos de
Hernandes e Lourengo [15] (pesos das arestas igual ao valor modal), Zhou et al. [19]
(credibilidade 0,8 e sem pertinéncias nas arestas) e Prim (pesos das arestas sendo o
modal e sem pertinéncias nas mesmas) obtendo os seguintes resultados (Tabela 7):

Tabela 7. Resultados obtidos com algoritmos diversos.

N° das Arestas da arvore Algoritmo (solugiio)
Arvore 1 {1,5,7,9} Hernandes e Lourengo (1? it); Prim
Arvore 2 {1,7,9,10} Hernandes e Lourengo (2° it); Zhou et al.
Arvore 3 {1,2,9,10} Hernandes e Lourengo (3 it)
Arvore 4 {2,6,9, 10} Hernandes e Lourengo (4* it)
Arvore 5 {2,6,8,9} Hernandes e Lourengo (5 it)

Conforme a Tabela 7, os resultados encontrados por meio dos algoritmos testados
pertencem ao conjunto solugdo do algoritmo proposto (Tabelas 2 a 6), o que auxilia
na valida¢do do mesmo.

Instincia 2

A segunda rede testada refere-se a Rede Optica Italiana de Telecomunicagdes [27],
que possui 21 vértices e 36 arestas (Figura 3).

Nas Tabelas 8 ¢ 9 estdo denominados os vértices da Fig. 3 e nas Tabelas 10 a 14
sdo apresentados os resultados.

Tabela 8. Denominagao dos vértices da Figura 3

Vértice Cidade Vértice Cidade
1 Bolzano 12 Peragia
2 Milano 13 Roma
3 Verona 14 Pesacara
4 Trieste 15 Napoli
5 Venezia 16 Bari
6 Torino 17 Cagiliari
7 Genova 18 Potenza
8 Bolgano 19 Catanzaro
9 Firenze 20 Palermo

Pisa 21 Catamin

—_ O

Ancona




Tabela 9. Pesos e pertinéncias das arestas da Figura 3

Aresta Origem Destino Peso Pertinéncia
1 1 2 (126, 140, 154) 0,59
2 1 3 (99, 110 121) 0,36
3 1 4 (189, 210, 231) 0,34
4 2 3 (99, 110 121) 0,43
5 3 5 (81, 90, 99) 0,35
6 4 5 (76, 85, 94) 0,21
7 2 6 (80, 90, 100) 0,61
8 2 7 (85,95, 105) 0,65
9 3 8 (85,95, 105) 0,40
10 5 8 85,95, 105) 0,43
11 6 7 (81,90, 99) 0,23
12 7 8 (117, 130, 143) 0,65
13 7 9 (135, 150, 165) 0,68
14 7 10 (120, 108, 132) 0,70
15 8 9 (49, 55, 61) 0,15
16 8 11 (180, 200, 220) 0,79
17 9 10 (54, 60, 66) 0,18
18 9 12 (99, 110, 121) 0,52
19 9 13 (162, 180, 198) 0,72
20 10 13 (171, 190, 209) 0,71
21 11 14 (117, 130, 143) 0,69
22 12 14 (153, 170, 187) 0,64
23 12 13 (108, 120, 132) 0,53
24 13 17 (414, 460, 506) 0,91
25 13 15 (162, 180, 198) 0,62
26 14 15 (180, 200, 220) 0,73
27 14 16 (243, 270, 297) 0,74
28 15 16 (189, 210, 231) 0,80
29 15 18 (81,90, 99) 0,52
30 15 20 (279, 310, 341) 0,78
31 15 21 (315, 350, 385) 0,86
32 16 18 (90, 100, 110) 0,71
33 17 20 (378, 420, 462) 0,87
34 18 19 (180, 200, 220) 0,55
35 19 21 (189,210, 231) 0,64
36 20 21 (135, 150, 165) 0,35

Tabela 10. Resultados obtidos utilizando todas as arestas do grafo — Iteracdo 1.

. . Peso da Pertinéncia Pertinéncia
Nimero das Arestas da arvore . . =
arvore da arvore da Iteracgio
Arvore 1 {2,4,5,6,7,9,11, 15,17, 18, 21, (2396, 0,15
22, 23, 25, 29, 32, 33, 34, 35, 36} 2665, 2934)
Arvore 2 {2,4,5,6,7,10, 11, 15, 17, 18, 21, (2396, 0,15 0,15
22,23, 25, 29, 32, 33, 34, 35, 36} 2665, 2934)

Tabela 11. Resultados obtidos eliminando todas as arestas do grafo <=0,15 — Iteracdo 2.

, , Peso da Pertinéncia Pertinéncia
Nimero das Arestas da arvore . . =
arvore da arvore da Iteracio
Arvore | {2,4,5,6,7,9,11, 14,17, 18, 21, (2455, 0,18
22,23, 25, 29, 32, 33, 34, 35, 36} 2730, 3005)
, {2,4,5,6,7,10, 11, 14, 17, 18, 21, (2455, 0,18 0,18
Arvore 2 22,23,25,29,32,33,34,35,36} 2730, 3005)
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Fig. 3. Rede Optica Italiana [27].

Tabela 12. Resultados obtidos eliminando todas as arestas do grafo <=0,18 — Iteracgdo 3.

. . Peso da Pertinéncia Pertinéncia
Nimero das Arestas da arvore . . =
arvore da drvore da Iteraciio
Arvore 1 {2,4,5,6,7,9,11, 13, 14, 18, 21, (2536, 0,21
rvore 22,23,25,29,32,33,34,35,36}  2820,3104) 0,21
{2,4,5,6,7,10, 11, 13, 14, 18, 21, (2536, 0,21

Arvore2 3 23, 25,29, 32, 33,34, 35,36} 2820,3104)

Tabela 13. Resultados obtidos eliminando todas as arestas do grafo <=0,21 — Iteracdo 4.

. . Peso da Pertinéncia Pertinéncia
Numero das Arestas da arvore . . ~
arvore da arvore da Iteracio
, {2,3,4,5,7,9,11, 13, 14, 18, 21, (2649, 0,23
Arvore 1 22,23,25,29,32,33,34,35, 36} 2945,3241) 0,23
{2,3,4,5,7,10, 11, 13, 14, 18, 21, (2649, 0,23

Arvore2 93 93 25,29, 32,33, 34, 35,36} 2945, 3241)

Tabela 14. Resultados obtidos eliminando todas as arestas do grafo <=0,23 — Iteracdo 5.

. . Peso da Pertinéncia Pertinéncia
Numero das Arestas da arvore . . ~
arvore da arvore da Iteracio
, {2,3,4,5,7,8,9, 13, 14, 18, 21, 22, (2653, 2950, 0,34
Arvore 1 23, 25, 29, 32, 33, 34, 35, 36} 3247) 0,34
, {2,3,4,5,7,8, 10, 13, 14, 18, 21, (2653, 2950, 0,34
Arvore2 25 23 25,29, 32, 33, 34, 35, 36} 3247)

Assim como na Instancia 1, verifica-se que a medida em que as itera¢cdes ocorrem
0 peso das arvores aumentam, pois as arestas de menor pertinéncia t€m também os
menores pesos.

Para efeito de comparagdo, nesta instdncia também foram executados os mesmos
algoritmos da Instancia 1, com os mesmos parametros, sendo obtidos os resultados da
Tabela 15.



Tabela 15. Resultados obtidos com algoritmos diversos.

Arestas da arvore Algoritmo (solugiio)

Arvore 1 {2,4,5,6,7,9,11, 15,17, 18, 21, Hernandes e Lourengo (1° it); Prim;
22,23, 25, 29, 32, 33, 34, 35, 36} Zhou et al.

Arvore 2 {2,4,5,6,7,9,11, 14, 17, 18, 21, Hernandes e Lourengo (2% it)
22,23, 25, 29, 32, 33, 34, 35, 36}

Arvore 3 {2,4,5,6,7,9,11, 13, 14, 18, 21, Hernandes e Lourengo (3% it)
22,23, 25, 29, 32, 33, 34, 35, 36}

Arvore 4 {2,3,4,5,7,9,11, 13, 14, 18, 21, Hernandes e Lourengo (4% it)
22,23, 25, 29, 32, 33, 34, 35, 36}

Arvore 5 {2,3,4,5,7,8,9, 13, 14, 18, 21, Hernandes e Lourengo (5% it)

22, 23, 25, 29, 32, 33, 34, 35, 36}

Analisando a Tabela 15 verifica-se que os resultados encontrados por meio dos
algoritmos de Hernandes ¢ Lourenco [15], Zhou et al. [19] e Prim pertencem ao
conjunto solucdo do algoritmo proposto.

5 Conclusoes e Trabalhos Futuros

O problema da arvore geradora minima possui aplicagdes em diversas areas da
Engenharia ¢ da Informatica, sendo que em muitos casos estes problemas possuem
incertezas nos pesos das arestas ¢ até mesmo na estrutura da rede. Logo, o objetivo
deste trabalho foi abordar o problema da arvore geradora minima fuzzy, propondo um
algoritmo que trabalhe com as incertezas nos parametros e na estrutura até a obtengao
da solugéo final.

Considerando a dificuldade em comparar niimeros fuzzy, o algoritmo apresentado €
uma adaptacdo do algoritmo classico de Prim, utilizando a relagdo de dominancia de
Okada e Soper para eliminar as arestas com 0s maiores pesos, bem como o conceito
de rotulo para armazenar as arvores do conjunto solugdo. Trata-se de algoritmo exato
que trabalha com as incertezas nos pesos € na estrutura até a obtencdo da solugdo
final, sendo uma abordagem inédita da literatura. Ressalta-se que o desempenho do
mesmo foi compativel aos da literatura, como pode ser visto por meio dos resultados.

Com relagdo ao problema abordado, PAGM, ressalta-se que se trata de um
problema de minimizagdo, porém, devido a relagdo de ordem utilizada e por se tratar
de dados incertos, nem sempre a solugdo final encontrada foi Ginica, pois em algumas
comparagdes ndo foi possivel encontrar uma tnica arvore.

Como trabalhos futuros pretende-se abordar outras relacdes de ordem, bem como
propor um indice de ordenagdo que leve em consideragdo os pesos das arvores e suas
pertinéncias, como por exemplo, uma média entre os dois.
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