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Resumo Nas ultimas trés décadas o lugar dos intervalos compactos
como objetos independentes tem crescido continuamente na andlise nu-
mérica, na verificagdo ou determinacao de solugdes de varios problemas
matemadticos ou na prova de que tais problemas nao possuem solucao
em um dominio particular. Observamos aplicagoes em diversas areas tais
como problemas em engenharias, robdtica, controle etc. Em especial, no
presente artigo, usamos nogoes da matemdatica intervalar para provar um
lema com algumas propriedades do produto de Kronecker, sendo que este
é basicamente aplicado na resolu¢ao de equacGes matriciais a exemplo da
equagao de Lyapunov P = FPA + Q.
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1 Introducgao

A matemética intervalar é uma &rea relativamente nova que vem se desenvol-
vendo ao longo dos anos. Os primeiros textos que discorrem sobre tal tema datam
da década de 50 tais como [8]. Na aritmética intervalar introduzida por [8] e [3]
o conjunto dos intervalos reais, denotado por I(R), prové as operagdes bindrias
de adigao, subtragao, multiplicacao e divisao, bem como operagoes unérias. En-
tretanto essa aritmética nao é, em muitos casos, razoavel visto que I(R) munido
desses operadores nao possui estrutura de corpo, fazendo com que muitas pro-
priedades interessantes nao funcionem nesse conjunto.

Nesse artigo nao utilizaremos as defini¢es para subtragao e multiplicacao tal
como na literatura, mas sim uma extenséo dos intervalos como o descrito em [2],
visto que, com elas, nao conseguimos uma estrutura algébrica consistente como
acontece com o conjunto dos nimeros reais.

Pensando nisso, tomamos o conjunto M como sendo a uniao entre os inter-
valos préprios (I(R)) e impréprios (I(R)) de forma que todos os intervalos em
M tenham um inverso aditivo bem como um inverso multiplicativo, os quais na




literatura sao denominados de Pseudo Inverso Aditivo e Pseudo Inverso multipli-
cativo. Dessa forma, definimos a multiplicacao intervalar como sendo o produto
entre os extremos correspondentes e, com isso, conseguimos mostrar que M é
um corpo e o conjunto das matrizes de ordem qualquer com entradas em M ¢
um espago vetorial sobre M. As definicGes de corpo e espago vetorial podem ser
consultadas em [7].

No que se refere a aplicagao, especialmente do ponto de vista matemaético,
pode-se citar problemas intervalares associados a solucao de sistemas lineares
ou néo lineares, otimizagdo (restrita ou global), determinagao de valores e ve-
tores préprios, solucao de problemas de contorno e de equagoes diferenciais,
entre outros. Isto foi possivel através da compreensao de intervalos como ex-
tensoes de nimeros reais ou complexos, da introdugao de fungoes intervalares e
de aritméticas intervalares. Além disso, temos aplicagbes em dreas como enge-
nharia mecanica, robética, controle, etc.

Ainda, como é bem conhecido na literatura, a teoria intervalar tem forte
ligagdo com a teoria dos conjuntos fuzzy e em especial com os nimeros fuzzy,
através dos alfa cortes. Nesse trabalho buscamos formalizar determinados ope-
radores de matrizes intervalares para servir de base para definirmos operadores
num espago vetorial fuzzy.

Na sec@o (2) evidenciamos algumas defini¢oes e proposigdes preliminares a
cerca da matemadtica intervalar a exemplo de operagoes de soma e multiplicagao
de intervalos e operagoes entre matrizes intervalares. Tendo em vista a estrutura
algébrica construida, na segdo (3) provamos algumas propriedades do produto
de Kronecker para matrizes intervalares condensadas em um lema e verificamos
que, com a multiplicagao usual, nao se obtém os mesmos resultados. Vale ressal-
tar que o produto de Kronecker é aplicado na resolugao de equacoes matriciais
a exemplo da equagdo de Lyapunov P = FPA + @, como pode ser visto em [9)].

2 Matrizes Intervalares

Nesta secao serao apresentados alguns resultados importantes para o desenvol-
vimento da teoria do produto de Kronecker para matrizes intervalares.
O conjunto M = I(R) U I(R), sendo

I(R) = {la,a];a <@,a,a € R} e I(R) ={[a,a];[a,a] € I(R)}. (1)

Em [1] foi provado que o conjunto M munido com as seguintes operacoes de
soma e multiplicagao

[a1,a2] + [b1,b2] = [a1 +b1,a2 + b2] e [a1,a2] - [b1,b2] = [a1b1, a2ba]. (2)

é um corpo, este fato foi provado em [10]. Na proposigao a seguir serd mostrado
que o conjunto das matrizes intervalares M™*" (M), ou seja, o conjunto das
matrizes cuja as entradas sao elementos de M é um espacgo vetorial sobre M.



Proposicao 21 Seja M™*™(M) o conjunto das matrizes de ordem m X n com
entradas em M. Entao, M™*"™(M) é um espago vetorial sobre M se, VA, B,C €
M™* (M) e k,x € M, estiverem definidas as sequintes operagoes

(A+B)“ = [lasj, @is]] + [[bij bis)] = [lasj> @il + by is]] = [las; + bij @i + bisl]
( [k j [ ’LJ’aU] [[k k][ lj’aij]:l [[kazj’kaij]] ’ (3)

com0<t<me0<j<n e satisfazerem as sequintes propriedades:

(A1) A+ B=B+ A, VA, B € M™"(M);

(A2) (A+B)+C=A+(B+C), VA B,C € M™"(M);

(A3) Existe um elemento 0 = [[0”,0 ]] € M™*™(M) tal que A+0 = A,
VA € M™*"™(M);

(A4) Egiste um elemento —A = [[—a,;, —a;;]] € M™*™(M) tal que A+ (—A) =

i
(Ml) (k-2)A=k(z-A), Vk,x € M e VA € M™*"(M);

(M3) Eziste um elemento 1 = [l, T] € M tal que A-1=A, VA € M™*"(M);
(D1) kK(A+ B)=kA+kB,Vke M eVA,B € M™*™(M);

(D) (

2 x)A=kA+zA, Vk,x € M, VA€ M™*"(M);

Prova: Visto que, tem-se pouco espago serao provadas apenas as propriedades
(A1) e (Ml) as outras propriedades seguem de maneira analoga. Sejam A =
[laij, @ijl], B = [[bsj,bis]], C = [[cij» €ij]] pertencentes a M™*™ (M), e sabendo
que M é corpo a prova da propriedade (A4;) é dada a seguir

A+ B = [la;;,ai]] + [[bij, bijl] = [[ai; + bij @iz + bis]] = [[bi; + aij, bij + ]

(b3 big] + [las;» @ij]] = B+ A,

+
J& a propriedade (M) é provada como segue

(k) A = ([ F] L2, 7)) ([ 035]) = [(h, B)] [l ] = [[(ho), <kx>n o]
= [k, K[z, 2]y, @3] = [k, B ([ T g, ais))] = [k K] ([ 2] ag @is])]
= [k, %] ([z,7] [[a;;, T]]) = k(zA).

A seguir, algumas defini¢oes sobre a teoria de matrizes intervalares.

Definicao 21 [8] (Produto de Matrizes) Dadas duas matrizes A € M™*"(M)
e B e M™ (M), a matriz produto (A-B);; (0<i<m e0<j<t)édada por

(A : B)l] = [[Qijvaij]] 1,]3 [ Zgztbtjazaztbtj ] .

Definicao 22 [8] (Matriz Identidade) Seja I € M™(M). A matriz intervalar
I,, é denominada matriz intervalar identidade de ordem n se os seus elementos
sio dados da sequinte forma (I);; = [0,0] sei#j e (I);; = [1,1] sei=j.



Definicao 23 [8] (Matriz transposta) Seja A € M™*™(M). Dizemos que a
transposta de A, e denotamos por AT, é uma matriz n x m obtida a partir de
trocas das linhas por colunas de A, isto €, se (A)i; = [[a,;, ;]| entdo (AT);; =

Uaﬂ’ ajil]-

Definigao 24 [8] (Matriz Inversa) Sejam A,B € M™(M). Sendo B = A~! a
matriz inversa de A, deve entdo satisfazer AB = I. Assim,

(A-B);j =[1,1], parai=j
{(A - B)i; = 10,0], Zara i ;éj (4)

(32 @by, Y- @ithe] = [1,1], para i = j,

[Z Qitbtjv Z Eitgtj} = [Ov 0]7 para i 7&]

&~
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I

. g (6)
> by = Y @ity =0, para i #j

t=1 t=1

A proposicao a seguir serd muito 1til para a prova das propriedades do produto
de Kronecker.

Proposicao 22 Sejam U € M™ " (M) e V. € M™ (M) e sejam k = |k, k],
x = [z,T] € M. Entao, (kU)(zV) = (kz)(UV).

Prova: De fato, usando as definicoes e propriedades supracitadas, temos que
(kU)(@V) = ([k, k] [[ws;, 0s5]]) (2, 7] [[vi;, Ti5]]) = [llws;, Ktiss]] [z, 7055]]
= 13 ) ey, <kun><mﬁ>]} = [k ) |[ e 3 mms]

t=1 t=1

[k T z,T [ z]’uin [[Qiﬁiij}] = (k‘.ﬁU)(UV)

Mz

3 Produto de Kronecker para Matrizes Intervalares

Definicao 31 O produto de Kronecker de A e B € M™*™(M), escrevemos
A® B, € uma matriz de ordem mn X mn, definida por:

la11,@11] B [ay9,812] B ... [@1,,,@1m] B

[as1,T21] B [age,G22| B ... [agy,,G2m]| B
AoB=| = , ] : (7)

[leaaml] B [Qm%amQ] B ... [Qmm’amm] B



Lema 31 Dadas as matrizes A € M™(M), B € M"(M), C € M™*k(M) e
D e M™*P(M), as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(1) (A® B)(C® D)= AC ® BD.
(i) Se A e B sdo inversiveis, entio (A® B)™1 = A7l @ B~1.

(i#4) Para todas as matrizes A, B,C ¢ X € M™*™"(M), se C = AXB, entao
vee(C) = (BT @ A)vec(X).

Prova: (i) Calculando (A ® C)(B ® D), usando a Defini¢do (31) e a Proposigao
(22), obtém-se

(A@ C)(B® D) =

m m . _ n no_ m m . _ n no o _  __
Lglﬁuﬁnvt;l altﬂtl] [[tgléititj’ by bitdtj]] [tgliltﬁtlwtgl a1t%k] [[tglkikikjvkgl bitdtj]}
[% amicis 3 Euftl} [[ » biedyj, ) gq’rgtj]J . {g Gmectir O Euitk] [[ > bikdij, > Eitzt,j]]
t=1 t=1 t=1 t= t=1 t=1 t=1 k=1

AC = [[Z QyCoyr Y TitCej) (9)

e BD = [[Zbitdtj7zbitdtj]
t=1 t=1

Apés alguns célculos pode-se ver que o produto de Kronecker AC ® BD é dado
pela mesma representacdo obtida em (8). (i) Considerando o item (i), seja
C=A"1eD=DB"" entdio AC =1e BD = I. Assim,

1,17 [0,0] ... [0,0]
0,0 [L17... [0,0]
(A®B)(C@D)=AC®BD=I®l=| . R 1)

0.0 0.0 ... L1

Logo, pode-se concluir que a matriz C® D é a matriz inversa de AQ B e, portanto,
segue o resultado. (iii) Sejam A, B,C e X matrizes de ordem n. Calculando a
matriz C' = AX B, tem-se

[i i1 3 areza), 3 G 5 Eltitl)} [i in 3 arez), 35 G 3 Hltftl)}
1= = =1 = =1 =1 =1 M=
C=AXB =

n n ’ n _ n . . n n ’ n _ n . .
X (1 X aptzyy)s 2 (bp1 X AntTy)| oo | X Bpp X anizyg)s X (b X @ntTyg)
! t=1 =1 t=1 =1 t=1 =1 t=1

- (11)



Assim, vec(C) é dado por
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Por outro lado, calculando (BT @ A)vec(X), tem-se que

[z11,711]

[b11,011] [lag; @is1] - (201 Fn1)

[bn1:Pn1] [las;, 7451

(BT @ A)vec(X) = . (13)

[1n:P1n] ‘[[Qijvaij]] o [Prns Ban] [laig @] 210 71n]

[Zpm > Znn]

Apés alguns célculos chega-se ao mesmo resultado apresentado em (12). Por-
tanto, concluimos que vec(C) = (BT @ A)vec(X).

Observagao 31 Pode-se notar que o produto de intervalos que foi usado neste
trabalho nao é o produto de intervalos usual da literatura, dado por

[a1,az] - [b1,b2] = [min{aibi, a1ba, agbi, azbs}, max{aibi, a1be, asby, azba }](14)

Va1, as],[b1,be] € M. Verificou-se no decorrer do trabalho que alguns resultados
do produto de Kronecker nao eram vdlidos para o produto usual (14), como pode
ser visto no Exemplo abaizro

Ezxemplo 31 Sejam

_ [_1’0] [273] _ [_1’2] [173] _ [_370] [172}
A= {[—3,—1] [0,1]] B = {[—2,—1] [2,4]] O = { [1,1] [0,0]]
— [175] [*57*3}
b= {[375] 2, 3] ] (15)

Verifiquemos que o item (i) do Lema (31) € satisfeito usando o produto de in-
tervalos usual.



Resolvendo o problema, obtemos o sequinte resultado

[ [~69, 105] [83,57]} [[20,40} [10,38]}

(48, —118] [14, 132] [-40,20] [—44,0]
(A@B)C@D) =1 g5"950] [~127,140]] [|-150,60] [-s4.78] ] |(16)
[[—100,200] [0, 220] } {[—119,54] [—132,—7}]

[~12,150] [48,84]]  [[-50,40] [~28, 16]
(24, 114] [14, 132] [ [-38,8] [—44,0] ] .
120, 250] [—80, 140] | [[~150,12] [-s4.485] 1| (17
[~40,190] [0, 220] [[—114,24] [—132,—7]}

AC® BD =

Logo, o item (i) do lema (31) ndo € vdlido para o produto usual.

Observagao 32 Vale salientar, que o produto de intervalos usado neste trabalho
(2) é um caso particular do produto usual quando os intervalos sao préprios e
positivos.

4 Conclusoes

A escolha da definigdo de multiplicacdo de intervalos usada neste artigo se deu
pelo fato de conseguirmos sistematizar e construir algumas estruturas algébricas
lteis que podem ser aplicadas, dentre outras coisas, em propriedades que en-
volvam matrizes a exemplo do produto de Kronecker. Além disso, vimos que,
com o produto intervalar cldssico, nao obtemos resultados satisfatorios para tais
propriedades. Porém, ainda nao conseguimos verificar, de forma generalizada,
o motivo pelo qual tal definicao nao é vélida nesse contexto. Sendo assim, dei-
xamos como sugestoes para trabalhos futuros generalizar esse fato, bem como
obter informacoes sobre determinantes, transformacoes lineares, auto valores e
autovetores em relacao ao corpo M.
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