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Resumo Este trabalho consiste em demonstrar as propriedades de trans-
formagoes elementares de matrizes, aplicadas & matrizes cujo os elemen-
tos s@o definidos como intervalos, denominadas matrizes intervalares.
Nele pode-se definir as transformagoes béasicas e suas respectivas re-
versoes, além de demonstrar aplicacoes de matrizes elementares.
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1 Introducgao

O estudo da matematica intervalar tem uma grande relevancia no campo da mo-
delagem computacional, pois tenta resolver o problema da propagagao de erros
cometidos no processamento de dados com arredondamento dada a dificuldade
de se representar determinados niimeros reais, além de ser uma boa maneira de
fazer um controle e estimativa desses erros através da utilizando um intervalo
ao redor do um valor que se pretende representar, possibilitando uma melhor
analise dos valores em torno do resultado esperado.

Assim para que se tenha uma matematica intervalar bem fundamentada é
necessario investir esforcos de pesquisa na direcao de verificar e comprovar quais
propriedades aritméticas e algébricas dos niimeros reais sao vélidas no escopo
intervalar. Por exemplo, a utilizacao de matrizes e suas propriedades na modela-
gem computacional é imprescindivel, pois constitui uma ferramenta para resolver
e manipular sistema de equagoes, além de ser altamente aplicavel em qualquer
linguagem de programacao [3]. Por esse motivo, transformar os elementos de uma
matriz de nlimeros reais em intervalos, expandir as propriedades da matemética
intervalar para transformacao de matrizes e aplicar as operacoes intervalares em
matrizes, pode determinar uma melhora na andlise de resultados.

Outro aspecto importante da teoria intervalar se d4 na sua relagao direta
com os numeros fuzzy, pois esses nimeros tem sua representacao cldssica (CRIP)
dada em termos de intervalos (i.e. o suporte do niimero) e portanto, a aritmética
intervalar serve de suporte para a computagao na aritmética dos nimeros fuzzy.

As operagoes aritméticas para intervalos foram definidas por [2], denomina-
das operacoes classicas. Utilizando destas definigoes existentes, pode-se definir



as operagoes de matrizes com elementos intervalares, denominadas matrizes in-
tervalares, sendo necessario definir mudanga em algumas operagoes para se obter
o resultado pretendido.

Os resultados objetivados foram, provar e demonstrar que as propriedades
de transformacao de matrizes com elementos reais se aplicam a matrizes inter-
valares, aplicando os teoremas e proposigoes existentes para transformagoes de
matrizes a matrizes intervalares e verificando se o resultado obtido constitui uma
operagao valida para matrizes intervalares.

2 Matrizes Intervalares

Nesta secao serao apresentados alguns resultados importantes para o desenvol-
vimento da teoria do produto de Kronecker para matrizes intervalares.
O conjunto M = I(R) U I(R), sendo

I(R) ={la,a];a <a,a,a € R} e I(R) ={[a,a];[a,a] € I(R)}. (1)

Em [1] foi provado que o conjunto M munido com as seguintes operagoes de
soma e multiplicacao

[a1,a2] + [b1,b2] = [a1 +b1,a2 + ba] e [a1,a2] - [b1,b2] = [a1b1, a2ba]. (2)

é um corpo, este fato foi provado em [5]. Na proposicao a seguir serd mostrado
que o conjunto das matrizes intervalares M™*" (M), ou seja, o conjunto das
matrizes cuja as entradas sao elementos de M é um espacgo vetorial sobre M.

Proposicao 21 Seja M™ "™ (M) o conjunto das matrizes de ordem m X n com
entradas em M. Dizemos que M™*™(M) é um espago vetorial sobre M se,
VA, B,C € M™*"(M) e k,x € M, estiverem definidas as sequintes operagoes

(A+B) = [[aij’aiﬂ] Hbm?b ]] - [[a’ijﬂai]] [b’L]7b H = [[a’ +bzg7aij +EZJ]:|1
(k- A)ij = [k, k] [lay, ay]] = [[k K]lay;, @] = [[kay, kay;)] (3)

com 0 <i<m e0<j<n e satisfazerem as sequintes propriedades:

(A1) A+ B=B+ A, VA, B M™*"(M);

(A2) (A+B)+C=A+(B+C), VA, B,C € M™"(M);

(As) Erziste um elemento 0 = [[0;;,0;;]] € M™*™(M) tal que A+ 0 = A,
VA e M™*™(M);

(A4) Eriste um elemento —A = [[—a,;, —a;;]] € M™*"(M) tal que A+ (—A) =
M) (k-2)A=k(z-A), Vk,x € M e VA € M™*"(M);

My) Eziste um elemento 1 = [1,1] € M tal que A-1=A, VA € M™*"(M);
Dy) k(A+B)=kA+kB,VYke M eVA, B e M™"(M ),

D

(
(
(D1) k(

(Ds) (k+2)A = kA+ xA, Vk,x € M, YA € M™"(M);



Prova: Visto que, tem-se pouco espago serao provadas apenas as propriedades
(A1) e ( 1) as outras propriedades seguem de maneira andloga. Sejam A =
[lai;» @is]], B = [[bij, biz]], C = [[ci;, Cij]] pertencentes a M™*™ (M), e sabendo
que M é corpo a prova da propriedade (4;) é dada a seguir

A+B=la U,aij]] (1B bis]] = [las; + bij @ij + bigl] = [[by; + @i, bij + 5]
= [[bs;, bi]] + [la;ai]] = B+ A.
J4 a propriedade (M) é provada como segue
(k) A = ([k, k] [2,7)) [[a;;, @is]] = [([k, K[z, 7])[as;. @] (4)

(
= [k K[z, Tl @i))] = [k k] [([z, T[a,;. a@:5)]
[E7EJ ([@,f] [[Qij,aij]]) - k(l‘A)

A seguir, algumas defini¢oes sobre a teoria de matrizes intervalares.

Definigao 21 [4] (Produto de Matrizes) Dadas duas matrizes A € M™>™(M)
e B e M™ (M), a matriz produto (A-B);; (0<i<m e0<j<t)édada por

(A : B)ZJ = [[Qijvaij]] z]? [ Zaltbtj7zaltbtj ] .

Definigao 22 [4] (Matriz Identidade) Seja I € M™(M). A matriz intervalar
1,, ¢ denominada matriz intervalar identidade de ordem n se os seus elementos
sio dados da sequinte forma (I);; = [0,0] sei#j e (I);; = [1,1] sei=j.

Definicao 23 [/] (Matriz transposta) Seja A € M™*"™(M). Dizemos que a
transposta de A, e denotamos por AT, é uma matriz n x m obtida a partir de
trocas das linhas por colunas de A, isto €, se (A);; = [[Qij,ﬁijﬂ entdo (AT);; =

an aﬂ]]

Definicao 24 [/] (Matriz Inversa) Sejam A, B € M"(M). Sendo B = A~! a
matriz inversa de A, deve entdo satisfazer AB = I. Assim,

(A-B)y; =[1,1), parai=j (5)
(4-B)y; = [0,0], para i # j

M=

Eitgtj} =[1,1], para i = j,
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3 Transformacoes Elementares de Matrizes Intervalares

Definicao 31 (Transformagées Elementares) Seja A € M™ ™ (M), para cada
L; com 1 <i<m, ai-ésima linha de A. Definimos as transformagoes elemen-
tares nas linha da matriz A como

(t) Permutacao das linhas: L; <> L;;

(1) Multiplica¢do da linha L; por um intervalo constante [c,¢] € M com [¢,¢| #
[0,0]: L; — [¢,¢] Li;

(14i) Substitui¢ao da linha L; pela adicdo desta mesma linha com [c,T] vezes uma
outra linha L;, onde [c,¢] € M com [c,¢] # [0,0]: L; — L; + [c,¢] L;.

A matriz obtida de A aplicando a transformacgdo elementar ‘e”é denotada por

e(A).

Tlustragao 31 As transformagoes elemenares (i), (ii) e (iii) podem ser aplica-
das em uma matriz

[a11,@11] [aga,@12] ... [ag,, @10
a1, @21] g0, @22] ... [ag,,,T2n]
A= o ¥
[thaml] [Qm27am2] [ermamn]
da sequinte forma:
L1+ L, em A, tem-se:
[Qm17§m1] [Qm27§m2] e [anaémn}
e(A) _ [Q217'a21] [Q227.0’22] [Q2n7'a2n} (9)
a1, @11] (@10, @12] ... [@1,,, @10 -

Ly — [¢,¢] Ly em A, tem-se:

[2117611] [Quaam] ce [lealn]
[cayy,Cag1] [cagy, Cags) ... [Cay,, Ca2y]

e(A) = 2t 2 | 2 (10)
[leaaml] [Qm%amﬂ s [an?amn] .

Ly — L2+ [c,¢] Ly em A, tem-se:

la),,@11] [a12,@12] (a1, @1n]
[an, +cayy, @21 +Cann] [ay, +cayy, @az +Caiz] ... [ay, +cay,,2n + Ca1n]
e(A) = . . , . (11)
[@p1s T ] (@1 T2 ] s (@ Tmn] -

Definicao 32 (Matrizes Equivalentes) Sejam A e B maltrizes de ordem m X n.
A matriz A € dita equivalente por linhas a matriz B, se B pode ser obtida de A
pela aplicacao sucessiva de transformacoes elementares sobre linhas.



[

Proposigao 31 Toda transformacao elementar “e”nas linhas de matrizes de

ordem m x n é reversivel, no sentido que existe uma transformagao “e’”, tal
que, €'(e(A)) = A e e(e/(A)) = A para todo A € A™*"(M).

Demonstracao: Considere uma matriz B = e¢(A) uma matriz obtida por trans-
formagoes elementares aplicadas na matriz A, sendo B, A € M™*"(M). Defi-
nindo as transformagdes elementares reversas

(i) Permutacao das linhas: L; < L;;

i7) Multiplicaco da linha L, pelo intervalo constante B, %] € M com [c,¢] #

(
0.0): Z; = [£.4] Ly:
(i

147) Substituicao da linha L; pela subtragio desta mesma linha com [%, %] vezes
uma outra linha L;, onde [%, %} € M com [c,¢] # [0,0]: L; — L; — i, %] L;.
Claramente verifica-se que aplicando as transformacoes reversas (i), (i1) e (i)

nas linhas de B obtém-se a matriz A.

Observagao 31 Se A € equivalente por linhas a B, entao B € equivalente por
linhas a A, visto que as transformagoes elementares sobre linhas sdo reversiveis.

Definicao 33 (Matrizes Elementares) Uma matriz elementar intervalar de or-
dem n € uma matriz obtida a partir de transformacoes elementares aplicadas na
matriz identidade intervalar I,,, isto €, trata-se de uma matriz da forma

E = e(I,). (12)

Teorema 31 Seja “e”uma transformacgao elementar sobre matrizes intervalares
de ordem n. Considere a matriz elementar intervalar E = e(I,), entdo:

e(A) = EA, Ae M"(M). (13)

Demonstracao: Aplicando as transformacoes elementares nas linhas da matriz
identidade e calculando, temos (i) Li <> L,

[07 0] [07(1)] s [1’ 1] [Qllvﬁll] [QIQ’?U] [anaéln]

EA— e(In)A _ [0"0] [17 ] . . [07.0] [Q217:a21] [Q22’-a22] [QQna.GQH
L1000+ 0,01} | fay1: ] [, 00] - [, ]
[[Qn17§”1]] [[Qn%?n?]] s [[anvénn]}

_ 7217: 21 7227: 22 ,277,7: 2n _ e(A) (14)
@11, @11] [a12,@12] - .. [y, @1n]
(i4) Ly = [¢, ] La.

[1’1] [ ) ] . [070] [Qllvall] [Q12’612] [anvaln]
[0, 0] -[0,0] @91, @21] [ag0,T22] ... [ag,,, G2n]

EA=e(l,)A=

0.0 0.0 - [1.1] | | [a 1. @] @, @ns] - [, o]



[ayy,@11]  [ayo,@12] ... [@1,,,010)

[cayy,Can1] [cass, Caza] . .. [cay,, Caay]
- ’. LT T =ea), (15)
[invanl] [QnQ?a’nQ] o [an’ann}
(ZZ’L) L2 — LQ + [Q, 6] L1
[1,1] [0,0] ... [0,0] {211@11} {212,512 Fmvfln
le,e] [1,1] ... [0,0] ag1,@21] lage,@22] ... [azy,da2n
EA=e(l,)A= : o : : - : =
0,0 10,01 . (11| | [ant @n1] [anz @nal - [ann Tnn]
le11,@11] la12,@12] la1n,@1n]
lagy +cary.aa1 +2a11] lagy + cays. an + Fa12] ... [agy + cayp. oy + T,
A . — ¢(A). (16)
[2im1:Tmi] [2m2: Tma] - [amn: @mn]

O resultado é verificado para operagoes em qualquer linha da matriz.

Corolario 31 Sejam A, B € M™(M). Entio, A é equivalente a B por linhas
se, e somente se, existem matrizes elementares E1, Fo, ..., Es de ordem n, tais

que, Ei(...(E2(E1(A))...) = B.

Demonstragao: Por definicao, A é equivalente a B por linhas quando existem
transformagoes elementares ey, e, ..., €5, tais que

(es-(ea(er([lai;, @i5l]))-) = [[bij, bisl] - (17)

Mas, pelo Teorema 31, sabe-se que (17) é equivalente a

(Es-.(B2(B1([lag, @il]))--) = [[bij, bij]] - (18)

Corolario 32 Toda matriz elementar intervalar € inversivel e sua inversa também
€ uma matriz elementar intervalar.

Demonstragao: Considere as matrizes elementares intervalares E = e([[/; s I;]]) =

[[E;, Eij]] e B' = €'([[Li;, 155]]) = [[E's;, E"i;]], onde “ "’eatranbforma(;ao ele-

R =i EEYE
mentar inversa de “e”, pelo Teorema 31, segue que:

([Lij, T3] = € (e([[Lij, TD)]) = €' ([[Eyj, Bij]) = €' ([[Lij: Tis])) [ B35 Eijl]
= HE137E/ZJH HE E Ha (19)

37

[[lijalij]] = e(el([[lijjij]])) = e([[Eij’Fij]]) = e([[lijvjij}]) Uﬂzjvﬁz‘ju
= [[Eij7Eij]] . HEWFU]] : (20)

Logo, [[E;;, Eij]] ¢ inversivel e

(B, Eyl] = [IE. F ] - (21)



Proposicao 32 Seja A € M™(M) wma matriz intervalar inversivel e eq, ea, ..., €5
uma sequéncia de transformacoes elementares, tais que,

(es--(e2(en [lasj,@is]]))--) = [IL;j, Tisl] (22)

onde I,, = HlijJin € a matriz identidade intervalar. Entao, essa mesma
sequéncia de transformacdes elementares aplicadas a I, produzem A~', isto
é

(es...(eg(el([[L—jjijﬂ))...) = [[Q;jl,a;jl]] =A"1L (23)

Observagao 32 Para transformacdes elementares de matrizes intervalares, ob-
servou-se que a operac¢do de multiplicagdo de intervalos usual [2]

[a,a@] - [b,b] = [min {@, ab, ab, EE} ,mazx {@, ab, ab, EB}] (24)

ndo se aplica, pois para uma transformacao elementar ser vdlida ela deverd ter
uma transformagado reversa como descrito na Proposi¢ao 31, o que ndo é possivel,
como pode ser visto no exemplo abairo. Sejam X=[-3,4] e Y=[2,6], pela multi-
plicagdo (24) tem-se:

XY =[min{-6,-18,8,24} ,max {—6,—18,8,24}] = [-18,24] = Z.  (25)
A reversdo direta de (25) € a divisdo de Z por X para obter Y e de Z por Y para

obter X, porém quando isto € feito o resultado mao € alcancado, como se pode
ver:

Z-1/X = [min{6,-9/2,—8,6},max {6,-9/2,—8,6}] = [-8,6] #Y. (26)

Z-1)Y = [min{-9,12,—3,4} ,max {—9,12, —3,4}] = [-9,12] # X.  (27)

4 Conclusoes

Pode-se concluir que as transformagoes elementares para matrizes se aplicam
a matrizes intervalares, uma vez que sejam utilizadas matrizes intervalares no
espago vetorial M™*™ e a multiplicagao de extremos de intervalos demonstrada
neste trabalho. Além disto, pode-se definir aplicagoes fundamentais para trans-
formacao de matrizes, como matrizes elementares e a matriz inversa intervalar.
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