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Resumo Um planejamento de Radioterapia de Intensidade Modulada
é desenvolvido com o objetivo de escolher a intensidade da radiação de
acordo com um peso associado ao grau do ângulo adotado para o feixe
de radiação. Para atingir um plano de radiação de qualidade, a intensi-
dade do feixe de radiação é uma decisão crucial para o especialista. O
valor do peso de cada grau do ângulo varia de acordo com a experiência
de cada profissional da área médica. Para incorporar essas opiniões na
modelagem, os pesos são considerados como números fuzzy trapezoidais.
São utilizadas restrições que minimizam a radiação em regiões do corpo
que não são afetadas pela doença. Para obter a solução ótima é utili-
zado o Prinćıpio de Extensão Multivariável de Zadeh dos números fuzzy
através de uma função vetorial objetivo. Simulações numéricas fornecem
um Histograma de Dose-Volume que contém várias opções de escolha
para um plano de radioterapia, matematicamente ótimo.
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1 Introdução

A Radioterapia de Intensidade Modulada (Intensity-modulated Radiation The-
rapy, IMRT em inglês) é um modo avançado de alta precisão que usa um método
computacional de controle por acelerador linear (computer-controlled linear ac-
celerators, LINAC em inglês) para providenciar doses de radiação a um tumor
maligno ou para áreas espećıficas que envolvem o tumor. Um acelerador linear
irradia uma alta energia de raios X adaptado ao formato do tumor, com o obje-
tivo de destruir células canceŕıgenas enquanto partes não afetadas são também
irradiadas. A vantagem do acelerador linear é a possibilidade de pré-programar
medidas de segurança que permitem minimizar a quantidade de dose de radiação
sobre as partes normais do corpo não afetadas pela doença [1].

A IMRT tem se convertido em um procedimento cĺınico padrão para o trata-
mento de muitos tumores, incluindo o de próstata, de cabeça e pescoço, pâncreas,
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pulmões, f́ıgado, de cérebro assim como linfomas (do sistema linfático) e sarco-
mas (neoplasias).

O tipo de IMRT de radiação externa usa múltiplos feixes com diferentes
direções, de forma de atravessar completamente o volume de tumor envolvido
na região do corpo. Por essa razão é que a IMRT possui um plano que reconhece
a geometria dos feixos nas diferentes direções. Assim, uma das decisões cruciais
da equipe médica é a de selecionar um plano de radiação que contenha: as espe-
cificações da relevância (peso) de cada direção, as intensidades associadas a cada
grau, as correspondentes doses e sua evolução durante a radiação; que se reflete
no Histograma de Dose-Volume (HDV), como validação [2]. O objetivo deste
estudo é sugerir um planejamento de IMRT através de uma otimização vetorial
com função objetivo linear, onde os pesos das direções dos feixes de radiação
são considerados como números fuzzy trapezoidais. O Prinćıpio de Extensão de
Zadeh aplicado aos pesos através da função vetorial objetivo é utilizado para de-
cidir os valores ótimos, de grau de pertinência um. Destacamos que o Prinćıpio
de Extensão de Zadeh envolve neste estudo cinco parâmetros fuzzy, represen-
tando uma extensão multivariável [3]. A função objetivo vetorial possui quatro
componentes lineares, representando as doses totais e máximas de cada parte
da anatomia envolvida na radiação. As imagens das n−uplas de valores, forma-
dos pelos elementos dos universos correspondentes, são obtidas através de uma
otimização vetorial que utiliza o toolbox de otimização do software Matlabr.
Em particular, o aplicativo “fminimax” usado nesta otimização, aplica o método
quadrático sequencial (SQP, em inglês) proposto por [5] para resolver o problema
que, no nosso estudo, é linear também nas restrições.

Relacionado com este trabalho, como fontes de informações, citamos os arti-
gos de Olafsson e Wright [4] e Chu et al. [6]. Em [4] é formulada uma programação
linear robusta para uma IMRT na qual a incerteza na matriz das doses é tomada
explicitamente, de forma que os números esperados de mińımos e máximos das
doses nas regiões do tumor podem ser controlados por métodos estat́ısticos. No
artigo [6] é apresentado um modelo de IMRT probabiĺıstico, utilizando técnicas
de otimização robusta para um caso de câncer de próstata, cujas informações
foram exploradas neste estudo.

Diferente da abordagem desta pesquisa, se tem utilizado amplamente na lite-
ratura a metodologia fuzzy no estudo de IMRT, de forma de obter planejamentos
similares aos obtidos nesta proposta. Para citar alguns dos trabalhos, Lodwick
et al. [7] consideram dois modelos de incerteza, um fuzzy-possibiĺıstico e outro
baseado na teoria fuzzy da surpresa; Stieler et al. [8] desenvolvem uma técnica
de aprendizagem de máquina, baseado em um sistema de inferência fuzzy neuro
adaptativo (ANFIS); Lee et al. [9] constroem um sistema baseado em regras
fuzzy, através de três diferentes sistemas de controle fuzzy para a terapia de
câncer de cabeça e pescoço; Papageorgiou et al. [10] introduzem uma aborda-
gem de mapas cognitivos fuzzy como método computacional para modelagem de
uma IMRT.

Este trabalho está organizado a seguir em quatro seções: na seção 2 são
apresentadas as preliminares da teoria da extensão fuzzy multivariável; o mo-



delo matemático da IMRT é detalhado na seção 3; as simulações numéricas e
resultados são ilustrados na seção 4; as conclusões na seção 5.

2 Prinćıpio de Extensão Multivariável de Zadeh

O Prinćıpio de Extensão de Zadeh é um conceito amplamente conhecido na área
de estudo da teoria dos conjuntos fuzzy e suas aplicações inúmeras. Neste estudo
tem sido utilizado com eficiência o caso multivariável da extensão, detalhado na
Definição 2.1 [12].

Definição 2.1 Seja X o produto cartesiano finito de universos da forma

X = X1 ×X2 × · · · ×Xr,

Y outro universo e f uma função definida de X em Y tal que y = f(x1, · · · , xr).
Seja a n−upla, A = (A1, A2, · · · , Ar), de conjuntos fuzzy Ai, definido no universo
correspondente Xi com funções de pertinência µAi , para todo i = 1, . . . , r.

Denotando por ∧ uma t−norma [13], definimos um conjunto fuzzy f̂(A) com
universo em Y e com função de pertinência µf̂(A) dada por

µ
f̂(A)

(y) =


sup

{f(x1,x2,...,xr)=y}
µA1 (x1) ∧ µA2 (x2) ∧ · · · ∧ µAr (xr), se {f(x) = y} 6= ∅

0, caso contrário,

(1)

chamado de extensão de Zadeh da n−upla fuzzy A = (A1, A2, · · · , Ar) através
de f .

No caso deste estudo, os universos Xi, i = 1, . . . , r é o conjunto de números
reais e o universo Y é R4, pois os pesos considerados como parâmetros fuzzy são
números fuzzy trapezoidais e as componentes da função vetorial f são funções
reais. Além disso, a t− norma utilizada é a do mı́nimo.

A Proposição 2.1, enunciada a seguir, é importante para a obtenção dos
resultados das seções 3 e 4.

Proposição 2.1 Nas condições da Definição 2.1, com X = Rr e a hipótese
de que a função f : X → Y é injetora, temos que

µf̂(A)(y) = µ ⋂
i=1

f̂(Ai)
(y), para todo y ∈ Y. (2)

3 O modelo da IMRT

É bem conhecido [1] que as direções coplanares dos feixes são obtidos rotacio-
nando a torre de radiação (gantry, em inglês), o que faz limitar o número de
direções da torre de radiação de 5 a 8 ângulos. Na Figura 1 é mostrado a torre
de radiação e as componentes.

Dessa forma, se evitam erros computacionais do LINAC, provenientes das
mudanças de posições do paciente, além de otimizar o tempo de exposição à



Figura 1. A torre de radiação e as componentes [11].

radiação [14]. No modelo proposto neste estudo são considerados cinco direções,
0o, 72o, 144o, 216o e 288o, baseados nas informações de [6]. Os ângulos foram
selecionados por um experto na área e a solução do modelo é o valor das intensi-
dades associadas aos ângulos. Além disso, a cada ângulo se associa um peso que
colabora na precisão do plano de radiação no cálculo da intensidade.

Uma vez obtida uma imagem da região afetada pela doença através, por
exemplo, de uma tomografia computadorizada, localizar na anatomia os pontos
a serem irradiados e a dose a ser ministrada, não é uma tarefa simples. Esta com-
porta uma equipe multidisciplinar que, em conjunto, elabora o melhor plano de
radiação [14]. Cada ponto da anatomia é representada por um paraleleṕıpedo,
chamado de “voxel”, expressão tridimensional do correspondente formato bi-
dimensional, o conhecido “pixel”. As medidas do voxel são determinadas pelo
espaçamento dos pontos da anatomia. No modelo estudado foram considerados
6.500 voxels para um plano de radiação de um tumor de próstata, que involve
um órgão vital como é a bexiga. Nesse planejamento o conjunto dos voxels são
particionados em quatro volumes que são: o volume alvo T , o volume cŕıtico C e
uma ampla região de tecido normal, N , e o volume dos órgãos vitais. Os voxels
do volume cŕıtico C são aqueles que fazem parte de uma estrutura perimetral
ou de fronteira, contendo o tumor que, particularmente, o plano irá impor uma
dose importante de radiação afim de eliminar posśıveis ramificações. Os voxels
do volume normal são constitúıdos por a parte do corpo do paciente que, em
prinćıpio, não estariam, afetados pelo tumor. O ideal é que os voxels do volume
normal recebam pouca ou nenhuma radiação [15]. Finalmente, os voxels do vo-
lume dos órgãos vitais que são aqueles voxels que contém imagens de partes
desses órgãos.

Na maioria das abordagens para o planejamento do tratamento IMRT se
consideram pesos para cada direção. Neste trabalho, o vetor de pesos dos feixes
é dado por:

α = (α1, α2, α3, α4, α5), (3)



em que os αi, i = 1, 2, 3, 4, 5, são os pesos correspondentes aos ângulos 0o, 72o,
144o, 216o e 288o, respectivamente. Em consequência, as intensidades de radiação
yi em cada direção vem dadas por

yi = αixi, i = 1, 2, 3, 4, 5, (4)

sendo xi o valor da intensidade de radiação em cada direção sem considerar o
peso. A dose total sem consideração do peso da direção, Dv, recebida por um
voxel é a soma das doses depositadas a partir de cada feixe de radiação [15], ou
seja, a dose total em cada voxels é dada de forma linear por

Dv =

5∑
i=1

dixi,

em que di é a dose estimada pelo especialista. Portanto, se nT representa o
número de voxels do volume alvo, a dose total para esse volume, DVT , é

DVT =

5∑
i=1

nT dixi.

Baseado nas informações apresentadas em [6], as doses são independentes da
direção e portanto, a dose total se torna

DVT = nT dT

5∑
i=1

xi (5)

em que dT é a dose sugerida para o volume alvo. De maneira análoga a (5), se
calcula as doses totais dos outros três volumes.

O plano de tratamento deve incluir os principais valores que são: a dose
mı́nima de prescrição, o ńıvel necessário para voxels do volume alvo, e a dose
máxima de tolerância, que é o ńıvel acima do qual podem ocorrer complicações,
para os voxels do volume normal e do volume dos órgãos vitais. Os requisitos
são agrupados em restrições de “volume total” [14], que especificam limites de
doses satisfeitas por todos os voxels de uma estrutura.

Detalhando o modelo matemático e seguindo alguns dos dados fornecidos
em [6], são considerados 6.500 voxels e dose máximas para cada volume na
medida “Gray” (Gy) [16] nos valores mostrados na Tabela 1.

Tipo de Volume Dose Máxima (em GY) Número de Voxels

Volume Alvo 82.8∗ 4.500
Volume Cŕıtico 82.8∗∗ 2.000
Volume Normal 72.0 1.000

Órgão 81.0 1.500

Tabela 1. Os dados utilizados na modelagem [6]; ∗ dose uniforme; ∗∗ 50% da dose
uniforme.



A partir dos dados da Tabela 1 e utilizando a expressão (5), é definida a
função vetorial objetivo f = (f1, f2, f3, f4) como

f1 = 82, 8 · 4.500(x1 + x2 + x3 + x4 + x5),
f2 = 82, 8 · 2.000(x1 + x2 + x3 + x4 + x5),
f3 = 72 · 1.000(x1 + x2 + x3 + x4 + x5),
f4 = 81 · 1.500(x1 + x2 + x3 + x4 + x5).

(6)

Considerando as intensidades yi = αixi tomando valores entre 0 e 1, obtemos
as restrições para as intensidades sem peso como

0 ≤ xi ≤
1

αi
, i = 1, 2, 3, 4, 5. (7)

Da equação (7), obtemos a restrição para a intensidade máxima sem peso como
sendo

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≤
1

α1
+

1

α2
+

1

α3
+

1

α4
+

1

α5
= β. (8)

Denotando por v1 o vetor formado pelas primeras quatro linhas do vetor inde-
pedente das restrições, v, cujas entradas são conhecidas como “volume total”, se
obtém

v1 =

(
82, 8 · β · 6.500

4.500 · 82, 8 + 2.000 · 82, 8 + 1.000 · 72 + 1.500 · 81
, β,

82, 8 · β
72

,
82, 8 · β

81

)t

. (9)

Considerando a matriz identidade I5×5, a matriz O como o vetor nulo das doses
mı́nimas, denotando X = (x1, x2, x3, x4, x5) e 1 como a matriz definida por

1 =


1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

 ,

a formulação final do problema de otimização é dado por

min f(X)

sob as restrição matricial em X

O ≤
(
1
I

)
X ≤

(
v1
v2

)
.

(10)

Destacamos que o problema de otimização (10) está formulado em função
da escolha da cinco-upla de pesos (α1, α2, α3, α4, α5). Em termos de metodolo-
gia, é formulado uma famı́lia de problemas de otimização do tipo (10) que se
transforma em,

min f(Xj)

sob as restrição matricial em Xj

O ≤
(
1
I

)
Xj ≤

(
v1
v2

)
.

(11)



com j ∈ Υ , em que Υ é um conjunto de contagem do conjunto

{(αj1, α
j
2, α

j
3, α

j
4, α

j
5)} ∈ [δ, 1)5,

em que δ é em geral modelado a partir do valor 0,3 [15] para evitar que a inten-
sidade seja zero ou perto de zero. Para que a famı́lia de problemas de otimização
seja um problema bem definido matematicamente, é necessário considerar o in-
tervalo (δ, 1) aberto à direita, pois caso contrário a intensidade da radiação seria
máxima o que não é conveniente para o planejamento da IMRT. Além disso, é
necessário definir uma restrição geral para a máxima intensidade. De fato, para
cada j ∈ Υ da famı́lia a intensidade máxima vem dada pela equação (8) que,
como restrição geral, se transforma em

5∑
i

xji ≤
5∑
i

1

αji
= βj .

Como o conjunto {βj}j∈Υ é limitado por 1
δ , obtemos a restrição geral da inten-

sidade máxima da famı́lia de problemas de otimização como sendo

5∑
i

xji ≤ sup
j∈Υ
{βj}.

Como consequência, o valor de β nas equações (8)-(9) é substitúıdo pelo valor
supj∈Υ {βj}. Assim, temos que a famı́lia de problemas de otimização está bem
definida, procedemos a associar a cada ângulo um peso Λi, número fuzzy, para
aplicar a extensão de Zadeh multivariável (1) através da função objetivo f . Desta
forma, são escolhidas as funções de pertinência trapezoidais dos pesos Λi da
forma ilustrada na Figura 2.

Figura 2. Os pesos αi considerados como números fuzzy trapezoidais Λi.



No próximo passo é definida a função paramétrica

F : [δ, 1)5 → R4

(αj1, α
j
2, α

j
3, α

j
4, α

j
5) ↪→ f(Xj),

(12)

em que Xj é a solução do problema (11) correspondente à cinco-upla

(αj1, α
j
2, α

j
3, α

j
4, α

j
5).

A extensão de Zadeh multivariável (1) é aplicada à cinco-upla de números
fuzzy (Λj1, Λ

j
2, Λ

j
3, Λ

j
4, Λ

j
5) pela função F .

Com a finalidade de obter as soluções numéricas, constrúımos um algoritmo
que detecta os pontos de injetividade ou não injetividade da função F . Para os
pontos em que F é injetiva aplicamos a Proposição 2.1 e para os pontos em que
F não é injetiva utilizamos a Definição 2.1.

4 Resultados

Utilizando o modelo (11) e as funções de pertinência ilustradas na Figura 2 foi
implementado um algoritmo para obter as doses totais a serem administradas e
a evolução de cada volume, em forma independente, alvo, cŕıtico, normal e do
órgão vital. Neste algoritmo é incorporado o aplicativo “fminimax” do toolbox
de otimização do software Matlabr. Destacamos que os pesos são considerados
como definidos na Tabela 4, em que os números trapezoidais são definidas para-
metricamente por [a b c d], sendo o intervalo [a d] o ńıvel zero e o intervalo [b c] é
o núcleo [13]. Os ńıveis zeros dos números fuzzy Λi, i = 1, . . . , 5, são particiona-
dos em quatro partes iguais, obtendo 3125 elementos da famı́lia de cinco-uplas,
utilizadas para obter as soluções.

Peso (Número Fuzzy) Parâmetros

Λ1 [0.4 0.45 0.95 1]
Λ2 [0.5 0.75 0.9 1]
Λ3 [0.6 0.65 0.95 1]
Λ4 [0.35 0.5 0.99 1]
Λ5 [0.5 0.55 0.88 1]

Tabela 2. Parâmetros que definem as funções de pertinência trapezoidais dos pesos.

Das doses soluções são somente selecionadas aquelas que, pela extensão de
Zadeh, tem pertinência um. A evolução de acordo com a quantidade de dose em
Gy, considerada de zero a 82,8 é ilustrada, para o volume alvo, na Figura 3, para
o volume cŕıtico, na Figura 3, para o volume normal, na Figura 4 e, finalmente,
na Figura 5 a evolução do órgão vital é apresentada.



Na Tabela 4 são apresentadas dez soluções de mı́nima dose, provenientes da
metodologia utilizada levando em conta a pertinência um dentro de um conjunto
de 580 soluções otimizadas. O motivo da escolha destas dez soluções provém do
fato que essas soluções tem o mesmo comportamento em termos da validação do
HDV. O HDV correspodente dessas soluções é apresentado na Figura 7. Na Ta-
bela 4 são apresentadas as doses correspondentes a cada volume das respectivas
soluções mı́nimas.

Figura 3. Evolução dos Volume Alvo
Total de pertinência um em função das
doses.

Figura 4. Evolução dos Volume Cŕıtico
Total de pertinência um em função das
doses.

Figura 5. Evolução dos Volume Normal
Total de pertinência um em função das
doses.

Figura 6. Evolução dos Volume Órgão
Total de pertinência um em função das
doses.

Para finalizar esta seção, destacamos resultados importantes obtidos pela me-
todologia aplicada ao problema de otimização. Como primeiro ponto a enfatizar é



obtenção de várias recomendações em termos de doses e intensidades de radiação
que são apresentadas na Tabela 4. Representam doses baixas que são, em geral,
adequadas para os volumes normal e de órgão vital que estão sendo protegidos
de excessos de radiação. Note ainda, que o volume total máximo da restrição
da otimização para o volume alvo é de 3.983.300 Gy, enquanto a dose máxima
recomendada na Tabela 4 é de 1.051.700 Gy. Isto, indica um planejamento de
radiação do volume alvo eficientemente otimizada. As mesmas conclusões podem
ser obtidas para os outros volumes.

Solução Peso (cinco-upla) Intensidade

Sol. Min1 (0.4, 0.9,1,1,1) (0.2942, 0.6620, 0.7355, 0.7355, 0.7355)
Sol. Min2 (0.4,0.9,1,1,0.875) (0.2942, 0.6620, 0.7355, 0.7355, 0.6436)
Sol. Min3 (0.4, 0.9,1, 0.8375,1) (0.2942, 0.6620, 0.7355, 0.6160, 0.7355)
Sol. Min4 (0.4, 0.9,1,1, 0.75) (0.2942, 0.6620, 0.7355, 0.7355, 0.5517)
Sol. Min5 (0.4, 0.9,1,0.8375, 0.8375) (0.2942, 0.6620, 0.7355, 0.6160, 0.6436)
Sol. Min6 (0.4, 0.9,1, 1, 0.625) (0.2942, 0.6620, 0.7355, 0.7355, 0.4597)
Sol. Min7 (0.4, 0.9,1,0.8375,0.75) (0.2942, 0.6620, 0.7355, 0.6160, 0.5517)
Sol. Min8 (0.4, 0.9,1,0.8375,0.625) (0.2942, 0.6620, 0.7355, 0.6160, 0.4597)
Sol. Min9 (0.4, 0.8,1,1,1) (0.2942, 0.5884, 0.7355, 0.7355, 0.7355)
Sol. Min10 (0.4, 0.7,1 ,1,1) (0.2942, 0.5149, 0.7355, 0.7355, 0.7355)

Tabela 3. Valores dos pesos e das intensidades para dez soluções mı́nimas.

Solução Dose Alvo Dose Cŕıtico Dose Normal Dose Órgão

Sol. Min1 983.200 436.980 189.990 320.610
Sol. Min2 948.900 421.760 183.370 309.440
Sol. Min3 938.700 417.190 181.390 306.090
Sol. Min4 914.700 406.530 176.750 298.270
Sol. Min5 904.400 401.960 174.770 294.920
Sol. Min6 880.400 391.300 170.130 287.100
Sol. Min7 870.200 386.740 168.150 283.750
Sol. Min8 835.900 371.510 161.530 272.580
Sol. Min9 1.051.700 467.430 203.230 342.950
Sol. Min10 1.024.300 455.250 197.940 334.020

Tabela 4. Valores das doses totais em Gy para as dez soluções mı́nimas da Tabela 4.



Figura 7. HDV dos volumes mı́nimos em porcentagem para o planejamento da IMRT.

5 Conclusões

A Radioterapia de Intensidade Modulada é uma das ferramentas mais poderosas
de terapia de diversos tipos de tumores canceŕıgenos, que envolve equipes inter-
disciplinares no planejamento da radioterapia. A intensidade do feixe de radiação
é uma variável de decisão fundamental para atingir um plano de terapia de qua-
lidade, com o menor impacto de efeitos colaterais para o paciente. A quantidade
da dose total depende linearmente dessa intensidade. A equipe de especialistas
neste tipo de tratamento da área da saúde escolhe o valor do peso de cada grau
do ângulo em que o feixe de radição é direcionado, havendo opiniões diferentes
do valor em cada direção mais conveniente para um mesmo plano. Uma forma
de levar em conta essas opiniões na modelagem, é interpretar os pesos como
números fuzzy. Baseados em informações de Chu et al. [6], é constrúıdo um mo-
delo de radioterapia de intensidade modulada, em que os pesos correspondentes
as cinco direções de radiação são considerados números fuzzy trapezodais. O mo-
delo de origem linear é resolvido através do Prinćıpio de Extensão Multivariável
de Zadeh e usando o método de otimização vetorial, com o objetivo de minimizar
a máxima dose recomendada pelo especialista. A metodologia resulta em uma
variedade de soluções minimizadas que tem o mesmo comportamento do ponto
de vista do histograma de dose-volume, que matematicamente é a validação da
modelagem.

Este estudo mostrou que a extensão multivariável de Zadeh pode ser muito
útil para incorporar as incertezas em vários parâmetros simultaneamente, tarefa
cuja a complexidade não pode ser tratada eficientemente com outras metodo-
logias. O algoritmo desenvolvido neste estudo poderá ser utilizado em outros
problemas de várias áreas, em que as variáveis incertas estão relacionadas.
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