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Resumo Neste trabalho estudamos o conceito de diferenciabilidade in-
terativa lateral para funções de conjuntos a valores fuzzy. Esse tipo de
derivada leva em conta possíveis interatividades locais no processo a ser
estudado. Estudamos suas propriedades e apresentamos alguns exemplos.
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1 Introdução

Existem ao menos dois tipos de teoria de equações diferenciais fuzzy (EDFs)
na literatura. A primeira, introduzida por Puri e Ralescu ([1]), foi originada a
partir da derivada de Hukuhara para multifunções. Este primeiro tipo é utili-
zado para derivar funções com valores fuzzy (processos fuzzy), isto é uma função
que associa um número fuzzy para cada número real do domínio. Sendo esta a
mais difundida atualmente (ver [2], [3], [4] e [5]). Porém, a solução deste tipo de
equação diferencial apresenta um �defeito�: o aumento do diâmetro ao longo do
tempo, que é interpretado como o aumento da incerteza à medida que o tempo
passa. Bede e Gal ([6]) melhoraram esse problema abrindo mão da unicidade
da solução. O segundo tipo foi introduzido por Hullermeier ([7]) e, em para-
lelo, por Baidosov ([8]). Sua base teórica é a teoria de inclusões diferenciais e
inclusões diferenciais fuzzy (ver [9]). Esse tipo de equação diferencial é utilizada
para conjuntos fuzzy de funções. Atualmente, Barros et al. ([10]) apresentaram
o conceito de derivada de funções fuzzy a partir da fuzzi�cação do operador
�derivação� aplicado em funções clássicas. Estudos recentes sobre equações di-
ferenciais fuzzy, cujo campo de direções apresenta interatividade ao longo do
tempo, pode ser encontrado em [14]. Neste caso, a solução é um processo fuzzy
autocorrelacionado. No presente trabalho, a principal novidade é o estudo de
derivada lateral para processos fuzzy autocorrelacionados.

2 Conceitos Básicos

Uma distribuição de possibilidade em Rn é um subconjunto fuzzy J de Rn com
função de pertinência µ

J
: Rn −→ [0, 1] satisfazendo µ

J
(x0) = 1 para algum
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x0 ∈ Rn. A família de distribuição de possibilidade de Rn será denotada por
FJ(Rn).

De�nição 1 [12] Sejam A,B ∈ RF e J ∈ FJ(R2). Então µJ é a distribuição
de possibilidade conjunta de A e B se

max
y

µJ(x, y) = µ
A
(x) e max

x
µJ(x, y) = µ

B
(y), para quaisquer x, y ∈ R.

Neste caso, µA e µB são chamadas de distribuição de possibilidade marginal de
J .

De�nição 2 [12] Os números fuzzy A e B são ditos não interativos se, e so-
mente se, sua distribuição de possibilidade conjunta J satisfaz a relação µ

J
(x, y) =

min{µ
A
(x), µ

B
(y)} para todo x, y ∈ R. Caso contrário, são ditos interativos.

De�nição 3 Dois números fuzzy A e B são ditos completamente correlaciona-
dos se existem q, r ∈ R, com q 6= 0, tais que sua distribuição de possibilidade
conjunta é dada por

µ
C
(x, y) = µ

A
(x)X{qx+r=y}(x, y) = µ

B
(y)X{qx+r=y}(x, y) (1)

sendo X{qx+r=y}(x, y) a função característica da reta {(x, y) ∈ R2 : qx+ r = y}.

Na literatura as operações aritméticas para números fuzzy são obtidas de
operações intervalares, via o teorema de representação de Negoita and Ralescu
[13] ou por meio de �distribuições� dos números fuzzy envolvidos. Da mesma
forma como é feito em aritmética de variáveis randômicas, é necessario saber a
priori se as variáveis são independentes (interativas) ou não.

As operações tradicionais de soma (Minkowski) e subtração entre números
fuzzy serão denotados por �+� e �−�. Tais operações coincidem com aquelas
obtidas via princípio de extensão de Zadeh [11].

A seguir apresentamos operações aritméticas a partir de distribuições de
possibilidades.

De�nição 4 [12] Sejam A e B dois números fuzzy completamente correlacio-
nados.

� A soma de dois números fuzzy completamente correlacionados A +C B é
dada pela seguinte função de pertinência

µA+CB(y) = sup
y=x1+x2

µ
A
(x1)X{qx1+r=x2}(x1, x2); (2)

� A subtração de dois números fuzzy completamente correlacionados A −C B
é dada pela seguinte função de pertinência

µA−CB(y) = sup
y=x1−x2

µ
A
(x1)X{qx1+r=x2}(x1, x2). (3)

Da De�nição 4, obtemos para todo α ∈ [0, 1]



�

[A+C B]α = {x1 + x2 ∈ R/µA(x1) > α, qx1 + r = x2}
= (q + 1)[A]α + r. (4)

Quando q = −1, isto é, A e B são completamente negativamente correlaci-
onados, temos, para todo α ∈ [0, 1], [A +C B]α = 0[A]α + r é um número
real. Por outro lado quando q 6= −1, A+C B é um número fuzzy sendo que o
conjunto {(x1, x2) ∈ [C]α/x1+x2 = y} consiste em no máximo de um único
ponto para qualquer α ∈ [0, 1].

�

[A−C B]α = {x1 − x2 ∈ R/µA(x1) > α, qx1 + r = x2}
= (1− q)[A]α − r. (5)

Quando q = 1, isto é, A e B são completamente positivamente correlaciona-
dos, temos, para todo α ∈ [0, 1], [A−C B]α = 0[A]α − r = −r é um número
real.

Sabendo que na maioria das vezes é difícil conhecer as distribuições de possi-
bilidade conjunta dos números fuzzy envolvidos, foi de�nido um tipo de número
fuzzy que possui as mesmas características que os números fuzzy completamente
correlacionados mas não há distribuições de possibilidade envolvida.

De�nição 5 [14] Dois números fuzzy A e B são ditos linearmente correlacio-
nados se existem q, r ∈ R tais que seus α−níveis satisfaçam [B]α = q[A]α + r
para todo α ∈ [0, 1]. Neste caso, escrevemos

B = qA+ r. (6)

De�nição 6 [14] A adição e subtração de números fuzzy linearmente correlaci-
onados A e B são dados, respectivamente, por

[B +L A]α = (q + 1)[A]α + r (7)

e
[B −L A]α = (q − 1)[A]α + r (8)

para todo α ∈ [0, 1], estabelecemos que [B]α = q[A]α + r.

A distância de Pompeiu-Hausdor� d∞ : RnF ×RnF → R+∪{0}, é de�nida por

d∞(A,B) = sup
0≤α≤1

dH([A]α, [B]α) (9)

sendo que dH é a distância de Pompeiu-Hausdor� para conjuntos em Rn. Se A
e B são números fuzzy, isto é, A,B ∈ RF , então (9) se torna

d∞(A,B) = sup
0≤α≤1

max{|a−α − b−α |, |a+α − b+α |}.

Neste trabalho estamos supondo que as funções fuzzy são do tipo f : R→ RF ,
isto é, para cada t ∈ R associamos um número fuzzy f(t) ∈ RF e levam em conta
possíveis interatividades entre as variáveis. Quando nos referirmos a funções
fuzzy contínuas signi�ca contínuidade em relação a métrica d∞.



3 Derivada Interativa

De�nição 7 [14] Seja F : [a, b]→ RF uma função com valores fuzzy e para cada
h, com valor absoluto su�cientemente pequeno, considere J uma distribuição de
possibilidade conjunta de F (t0 + h) e F (t0) com t0 ∈ [a, b]. A função F é dita
J-diferenciável em t0 se existe um número fuzzy DJF (t0) ∈ RF tal que o limite

lim
h→0

F (t0 + h)−J F (t0)
h

(10)

exista e seja igual a DJF (t0), sendo que o limite é na métrica d∞. Nos pontos
extremos de [a, b] considaremos derivada somente de um lado.

Observação 1 Note que a existência de

lim
h→0

F (t0 + h)−J F (t0)
h

é equivalente a existir e serem iguais os seguintes limites

lim
h→0+

F (t0 + h)−J F (t0)
h

, lim
h→0−

F (t0)−J F (t0 − h)
h

,

lim
h→0−

F (t0 + h)−J F (t0)
h

e lim
h→0+

F (t0)−J F (t0 − h)
h

.

(11)

Por outro lado, se existe DJF (t0) então

[DJF (t0)]α = lim
h→0+

[F (t0 + h)−J F (t0)]α
h

= lim
h→0−

[F (t0)−J F (t0 − h)]α
h

= lim
h→0−

[F (t0 + h)−J F (t0)]α
h

= lim
h→0+

[F (t0)−J F (t0 − h)]α
h

,

(12)

para qualquer α ∈ [0, 1], sendo que os limites em (11) são calculados usando a
métrica de Pompeiu-Hausdor� (d∞).

3.1 Derivada fuzzy linearmente correlacionada

Para o conceito de derivada linearmente correlacionada, o que importa são os α-
níveis da diferença F (t+h)−F (t) dados por [F (t+h)−F (t)]α = (q−1)[F (t)]α+r.
Isto é, não é necessário saber a distribuição de possibilidade conjunta.

A derivada enunciada a seguir é indicada para processos fuzzy autocorrela-
cionados localmente F : [a, b]→ RF . Isto é, para h com valor absoluto su�cien-
temente pequeno,

F (t+ h) = q(h)F (t) + r(h), (13)

para todo t ∈ [a, b], q(h), r(h) ∈ R. Lembre-se que a fórmula acima signi�ca
[F (t + h)]α = q(h)[F (t)]α + r(h). Isto signi�ca que o valor futuro F (t + h) é
linearmente correlacionado com o valor presente F (t), para cada h com valor
absoluto su�cientemente pequeno.



De�nição 8 [14] Seja F : [a, b] → RF uma função a valores fuzzy e para cada
h, com valor absoluto su�cientemente pequeno, sejam F (t0 + h) e F (t0) com
t0 ∈ [a, b] números fuzzy linearmente correlacionados. F é dita L-diferenciável
em t0 se existe um número fuzzy DLF (t0) ∈ RF tal que o limite

lim
h→0

F (t0 + h)−L F (t0)
h

(14)

exista e seja igual a DLF (t0), usando a métrica d∞. DLF (t0) é chamada de
derivada fuzzy linearmente correlacionada de F em t0. Nos pontos extremos de
[a, b] consideramos derivada somente de um lado.

Seja [F (t)]α = [f−α (t), f+α (t)]. A subtração entre F (t+h) e F (t) como em (8),
para todo α ∈ [0, 1], é dada por

[F (t+ h)−L F (t)]α =


i. [f−α (t+ h)− f−α (t), f+α (t+ h)− f+α (t)] se q(h) ≥ 1
ii. [f+α (t+ h)− f+α (t), f−α (t+ h)− f−α (t)] se 0 ≤ q(h) ≤ 1
iii. [f−α (t+ h)− f−α (t), f+α (t+ h)− f+α (t)]

+[f−α (t)− f+α (t), f+α (t)− f−α (t)] se q(h) < 0

. (15)

Os cálculos acima nos intui o seguinte teorema.

Teorema 1 [14] Seja F : [a, b]→ RF L-diferenciável em t0 e Fα(t0) = [F (t0)]α =
[f−α (t0), f

+
α (t0)], para α ∈ [0, 1]. Então f−α e f+α são diferenciáveis em t0 e para

todo |h| < δ, para algum δ > 0

[DLF (t0)]α =


i. [(f−α )

′
(t0), (f

+
α )
′
(t0)] se q(h) ≥ 1

ii. [(f+α )
′
(t0), (f

−
α )
′
(t0)] se 0 < q(h) ≤ 1

iii. [(f−α )
′
(t0), (f

−
α )
′
(t0)] se q(h) < 0

sendo que DLF (t0) é a L-derivada.

Observação 2 Seja F : [a, b] → RF ser L-diferenciável em [a, b]. Então para
cada α ∈ [0, 1]:

i. se q > 1 o diam[F (t)]α é uma função crescente (F é expansiva);
ii. se 0 < q ≤ 1 o diam[F (t)]α é uma função decrescente (F é contrativa);
iii. se q < 0 o diam[F (t)]α é uma função constante.

Exemplo 1 Seja F : (0, 5]→ RF dada por F (t) = (−t; t; 2t), ou seja, [F (t)]α =
[t(2α− 1), t(2− α)]. Vamos calcular a L-derivada no ponto t0 = 3.

Primeiramente, vamos veri�car se a função F é linearmente correlacionda
em t ∈ (0, 5). Da igualdade

[(t+ h)(2α− 1), (t+ h)(2− α)] = q(h)[t(2α− 1), t(2− α)] + r(h),



obtemos q(h) =
t+ h

t
> 1 e r(h) = 0, sempre que t > 0. Portanto, F é linear-

mente correlacionada e, além disso, F é expansiva (ver Figura 1).
Calculemos então a derivada:

F
′

L(t0) = lim
h→0

F (t0 + h)−L F (t0)
h

= lim
h→0

[h(2α− 1), h(2− α)]
h

= [2α− 1, 2− α].
(16)

Portanto, F
′

L(3) = (−1; 1; 2). Na Figura 2 vemos que F
′

L(t) é uma função cons-
tante, sendo que a região mais escura no grá�co indica maior pertinência.

Figura 1. Grá�co de F (t). Figura 2. Grá�co de F
′
L(t).

A seguir, de�nimos os conceitos de linearmente correlacionada à direita e à
esquerda de um ponto e também derivadas laterais.

De�nição 9 Sejam F : [a, b]→ RF uma função a valores fuzzy e t0 ∈ (a, b).

i. Dizemos que F é linearmente correlacionada à direita de t0 se existir δ > 0
tal que F (t0 + h) e F (t0) são números fuzzy linearmente correlacionados,
para todo h ∈ (0, δ), isto é,

[F (t0 + h)]α = q(h)[F (t0)]α + r(h).

ii. Dizemos que F é linearmente correlacionada à esquerda de t0 se existir δ > 0
tal que F (t0) e F (t0−h) são números fuzzy linearmente correlacionados, para
todo h ∈ (0, δ), isto é,

[F (t0)]α = q(h)[F (t0 − h)]α + r(h).

De�nição 10 Sejam F : [a, b]→ RF uma função a valores fuzzy e t0 ∈ (a, b).

i. Se F é linearmente correlacionada à direita de t0, então a L-derivada à direita
de t0 é dada por

F
′

L+(t0) = lim
h→0+

F (t0 + h)−L F (t0)
h

(17)



ii. Se F é linearmente correlacionada à esquerda de t0, então a L-derivada à
esquerda de t0 é dada por

F
′

L−(t0) = lim
h→0+

F (t0)−L F (t0 − h)
h

(18)

Exemplo 2 Seja a função F : R→ RF dada por:

F (t) =

{
(−t;−t; 0; t), t ≥ 0
(t; 0;−t), t < 0

⇒ [F (t)]α =

{
[−t, t− αt] , t ≥ 0

[t− αt, αt− t] , t < 0
. (19)

A função F é linearmente correlacionada à direita de t0 = 0. Pois, q(h) = t+h
t

e r(h) = 0 satisfazem

[−(t+ h), (t+ h)− α(t+ h)] = q(h)[−t, t− αt] + r(h), (20)

para todo α ∈ [0, 1] e t > 0. Além disso, para h > 0, q(h) ≥ 1 e portanto F é
expansiva.

A função F também é linearmente correlacionada à esquerda de t0 = 0. Pois,
q(h) = t−h

t e r(h) = 0 satisfazem

[(t− h)− α(t− h),−(t− h) + α(t− h)] = q(h)[t− α,−t+ αt] + r(h), (21)

para todo α ∈ [0, 1] e t < 0. Além disso, para h > 0, 0 < q(h) ≤ 1 e portanto F
é contrativa.

Entretanto, F não é linearmente correlacionada em torno de t0 = 0. Pois,
não conseguimos exibir q(h) e r(h) que satisfaz

[−(1+h), (1+h)−α(1+h)] = q(h)[−(1+h)+α(1+h), 1+h−α(1+h)]+r(h), (22)

para todo α ∈ [0, 1].
Portanto, F não é linearmente diferenciável em t0 = 0 (pois não é line-

armente correlacionada, ver Figura 3). Porém, podemos calcular as derivadas
laterais de F em t0 = 0 e elas são dadas por

i.

F
′

L+(t0) = lim
h→0+

F (t0 + h)−L F (t0)
h

= lim
h→0+

h[1, 1− α]
h

= [1, 1− α].
(23)

Portanto, F
′

L+(0) = (−1;−1; 0; 1).
ii.

F
′

L−(t0) = lim
h→0+

F (t0)−L F (t0 − h)
h

= lim
h→0+

h[α− 1, 1− α]
h

= [α− 1, 1− α].
(24)

Portanto, F
′

L−(0) = (−1; 0; 1).



Figura 3. Grá�co de F (t).

Figura 4. Grá�co de F
′

L+(t0). Figura 5. Grá�co de F
′

L−(t0).

Nas Figuras 4 e 5, podemos ver o grá�co da L-derivada à direita e à esquerda
de t0 = 0, respectivamente.

Observação 3 Evidentemente, se F é L-diferenciável em t0 então F
′

L+(t0) =

F
′

L−(t0). Porém, a recíproca nem sempre é válida.

Uma função linearmente correlacionada F pode ser expansiva (contrativa) à
direita (esquerda) de t0 e contrativa (expansiva) à esquerda (direita) de t0. O
ponto em que esse fenômeno ocorre damos o nome de ponto de troca (switch
point) e de�nimos a seguir.

De�nição 11 [15] Dizemos que t0 ∈ [t0 − δ, t0 + δ] é um ponto de troca (switch
point) quando para ∀t ∈ [t0 − δ, t0) existe a L-diferença com q ≥ 1 (0 ≤ q ≤ 1)
enquanto para ∀t ∈ (t0, t0 + δ] existe a L-diferença com 0 ≤ q ≤ 1 (q ≥ 1).



Apontamos que se F é L-diferenciável em todo seu domínio então o ponto
de troca em cada nível deverá ocorrer no mesmo tempo, isto é,

d{diam([F (t)]α)}
dt

= (f−α (t)− f+α (t))
′
= 0,

no mesmo ponto t para todo α ∈ [0, 1].

Exemplo 3 Seja F : [−5, 5] → RF dada por F (t) = (−t2 − 1; 0; 0), ou seja,
[F (t)]α = [−(t2 + 1)(1− α), 0]. Calculemos a L-derivada de F no ponto t0 = 0.

A função F é linearmente correlacionada. Pois, q(h) = (t+h)2+1
t2+1 e r(h) = 0

satisfazem

[−((t+ h)2 + 1)(1− α), 0] = q(h)[−(t2 + 1)(1− α), 0] + r(h),

para todo α ∈ [0, 1] e t ∈ [−5, 5]. Além disso, t0 é ponto de troca, pois para h > 0,
q(h) > 1 se t0 > 0 e 0 < q(h) < 1 se t0 < 0. Portanto, F é expansiva à direita
de t0 = 0 e contrativa à esquerda de t0 = 0 (ver Figura 6).

Figura 6. Grá�co de F (t). Figura 7. Grá�co de F
′
L(t).

As derivadas laterais são

i.

F
′

L+(t0) = lim
h→0+

F (t0 + h)−L F (t0)
h

= lim
h→0+

[−(2t0h+ h2)(1− α), 0]
h

= [2t0(α− 1), 0].

(25)

Portanto, F
′

L+(0) = 0.
ii.

F
′

L−(t0) = lim
h→0+

F (t0)−L F (t0 − h)
h

= lim
h→0+

[0,−(2t0h+ h2)(1− α)]
h

= [0,−2t0(1− α)].
(26)

Portanto, F
′

L−(0) = 0.



Portanto, F
′

L(0) = 0. Na Figura 7 vemos o grá�co da L-derivada da função F
em relação a t.

Exemplo 4 Seja F : [−5, 5]→ RF dada por F (t) = (−1− t2; 0; 1+ t2), ou seja,
[F (t)]α = [(1 + t2)(α − 1), (1 + t2)(1 − α)]. Calculemos a L-derivada de F no
ponto t0 = 0.

A função F é linearmente correlacionada. Pois, q(h) =
(t+ h)2 + 1

t2 + 1
e r(h) =

0 satisfazem

[(1+(t+h)2)(α−1), (1+(t+h)2)(1−α)] = q(h)[(1+t2)(α−1), (1+t2)(1−α)]+r(h),

para todo α ∈ [0, 1] e t ∈ [−5, 5]. Além disso, t0 é ponto de troca, pois para h > 0,
q(h) > 1 se t0 > 0 e 0 < q(h) < 1 se t0 < 0. Portanto, F é expansiva à direita
de t0 = 0 e contrativa à esquerda de t0 = 0 (ver Figura 8).

Figura 8. Grá�co de F (t). Figura 9. Grá�co de F
′
L(t).

As derivadas laterais são:

i.

F
′

L+(t0) = lim
h→0+

F (t0 + h)−L F (t0)
h

= lim
h→0+

[(2t0h+ h2)(α− 1), (2t0h+ h2)(1− α)]
h

= [2t0(α− 1), 2t0(1− α)].
(27)

Portanto, F
′

L+(0) = 0.
ii.

F
′

L−(t0) = lim
h→0+

F (t0)−L F (t0 − h)
h

= lim
h→0+

[(2t0h− h2)(1− α), (2t0h− h2)(α− 1)]

h

= [−2t0(α− 1),−2t0(1− α)].
(28)

Portanto, F
′

L−(0) = 0.



Portanto, F
′

L(0) = 0.
Na Figura 9 podemos ver o grá�co da L-derivada da função F em relação a

t.

4 Conclusão

Um problema de valor inicial modela um sistema evolutivo a partir de uma con-
dição inicial. Desse modo, o processo investigado deve levar em conta o passado,
isto é, processo com memória. Logo, o operador derivada deve incorporar es-
sas relações entre seus estados. Neste trabalho, estudamos a derivada interativa
fuzzy, a saber L-derivada, que expressa estas relações através da interatividade
entre seus estados. Focamos, principalmente, nos conceitos de derivadas laterais
e apresentamos alguns exemplos.
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