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Resumo Na literatura existem diversos tipos de fungdes com a finali-
dade quantificar uma colecdo finita de informagbes em um tnico dado,
como for exemplo, as fungoes OWA, as fungbes mistura, as fungdes mis-
tura generalizada e as fung¢es mistura generalizada limitada. As fungdes
OWA, sao na verdade exemplos de uma classe mais ampla de fungoes,
denominadas de fungées de agregacdo, enquanto que as demais fungoes
citadas nem sempre podem ser classificadas como funcées de agregagao.
Neste trabalho, apresentamos duas generalizagbes de fungao mistura, a
fungdo mistura generalizada e a fung@o mistura generalizada limitada,
com o objetivo de construir fungbes mistura generalizada partido de
fungdes mistura generalizada limitada.
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1 Introdugao

Algumas classes especiais de fungoes, denominadas de funcgoes de agregacao sao
amplamente utilizadas pelos Cientistas da Computacao, por exemplo, para com-
binar graus de pertinéncia de conjuntos difusos [1]. Estas fungdes tem a capaci-
dade de agrupar colegoes finitas de informagoes, denominadas de entradas, em
um unico dado, a saida da funcao.

Funcoes de agregacao, satisfazem certas propriedades especiais, como a mo-
notonicidade, e podem ser aplicadas em diversas areas, como por exemplo, para
identificar tumores [2,3,4], em técnicas de suporte a tratamentos dentérios [5,6,7],
problemas de tomada de deciséo [8,9,10,11,12] e em outros problemas de proces-
samento de imagem [13,1]. A monotonicidade destas fungoes é uma propriedade
bastante importante para algumas aplicagoes, no entanto, em aplicagoes como
o de processamento de imagens, esta propriedade pode nao ser tao importante.



Nesse sentido, Farias et al., [14,15,28] investigaram uma classe de fungoes de-
nominadas de fungdes mistura generalizada, que generalizam as nogoes de OWA
[16] e de fungao mistura [17], e em geral ndo sdo monotonicas.

As fungoes mistura generalizada sdo fungdes, que assim como as OWA, sao
obtidas a partir de pesos. Ao escolhermos um vetor de pesos (i.e., um w =

n
(w1, wy) € [0,1]™, com Y w; = 1), estabelecemos uma fungdo OWA,. Em
outras, uma funcdo OWA éZ dleﬁnida a partir de um unico vetor de pesos. Ja
uma func¢ado mistura, no caso mais geral, nao pode ser definida partindo de tinico
vetor de pesos, estas fungoes possuem pesos que variam de conformidade com
suas entradas, ou seja, para cada entrada x = (21, -, x,) obtemos um vetor de
pesos w(x).

De certa forma, isso faz com que em aplicacoes, os pesos das fungoes deixem
de ser definidos externamente aos algoritmos e passem a ser obtidos pelos inter-
namente aos algoritimos. Com isso, podemos fazer com que os pesos se adequem
com as entradas, de acordo com cada necessidade.

Neste artigo, estamos interessados em estabelecer uma correspondéncia en-
tre as fungoes mistura generalizada limitada (que sdo uma forma mais ampla
de fungbes mistura generalizadas) e as fungdes mistura generalizada. Para isto,
estruturemos este trabalho da seguinte forma: Na secdo 2, trazemos algumas
nogoes preliminares para o trabalho, como os de fungao de agregacao, fungoes
OWA e fungoes mistura; Na secdo 3 definimos es apresentamos algumas proprie-
dades das fungoes mistura generalizada e fungao mistura generalizada limitada, e
mostramos a existéncia de uma correspondéncia entre estas fungoes, e provamos
alguns resultados; Na secao 4, trazemos as conclusoes deste trabalho.

2 Preliminares

Nesta se¢ao discutiremos algumas nocoes béasicas que serao de suma importancia
para este trabalho.

2.1 Funcgoes de Agregagao

Algumas areas da Ciéncia da Computacao necessitam de instrumentos capazes
de traduzir um conjunto informacoes em um tnico dado. Uma importante fer-
ramenta capaz de realizar estes processos, cuja definicao apresentamos a seguir,
é denominada de Fungao de Agregacao [18,19)].

Definicao 1 Uma fungao de agregagao n-dimensional é uma fungao A : [0,1]" —
[0,1] satisfazendo as sequintes condigoes:

(A1) A0,---,0)=0 e A(1,---,1) = 1;
(A2) A(z1, - xn) < A(y1, -+, Yn), sempre que x; < y; para todo i € {1,--- ,n}.

Existem uma infinidade de exemplos de fungoes de agregagao, abaixo apre-
sentaremos alguns destes exemplo:



Exemplo 1 A func¢ao Mazx : [0,1]™ — [0,1] dada por:
Maz(xy, -, 2n) = max{z1, -, Tn}

Exemplo 2 A fun¢ao Min : [0,1)* — [0,1] dada por:
Min(zq,- -, 2,) = min{zy, -, T, }

Exemplo 3 A fun¢ao Arith : (0,1 — [0, 1] dada por:
1 n
Arith(zy, -, xp) = — - ;
rith(xy, -, x,) - ;x
Exemplo 4 A fun¢ao WAvg : [0,1]" — [0, 1] dada por:

n
WAvg(x1, -+ 2n) = Y w; -z,
i=1

n
onde (wy, -+, wy) € [0,1]™ com Y w; = 1.
i=1
Aplicacoes para funcoes de agregacido podem ser encontradas nas mais diver-
sas dreas, como por exemplo, em Ldgica Difusa [20,21,22,1]; em problemas de
tomada de decisdo [8,9,10,11,12]; em processamento de imagens [13,2,23], e na
Engenharia [24].
Além disso, as fungoes de agregacao sdo classificadas em quatro classes de
fungoes: do tipo Conjuntivo; do tipo Disjuntivo; do tipo Média, e do tipo
Misto.

Definicao 2 Uma fungao de agregagao A : [0,1]" — [0,1] € do tipo:

1. Conjuntiva, se Max(xy, -, xy) < A(x1,---,2p), para todo (T1,---,Ty) €
[07 1]71’

2. Disjuntiva, se A(x1, -+, x,) < Min(xy1,---,x,), para todo (xy1,---,x,) €
[07 1]n’

3. Média, se Min(xy, -, x,) < A(x1, -, 2n) < Max(zy, -, x,), para qual-
quer (x1,---,xy) € [0,1]7;
4. Mista, se nao pertence a nenhuma da classes de func¢des anteriores.

As fungoes apresentadas nos exemplos 1-4 sao do tipo Média. Neste trabalho,
estamos interessados em investigar uma subfamilia de fungdes de tipo Média.
Por este motivo, nao aprofundaremos o estudos sobre as fungdes Conjuntivas,
Disjuntivas e Mistas, maiores detalhes poderao ser encontrados em [18,19].

Uma fungao (de agregagao n-dimensional, por exemplo) pode satisfazer certas
propriedades, como:

Defini¢ao 3 Nds dizemos que uma funcdo A : [0,1]™ — [0,1] (de agregagao,
por exemplo) satisfaz:



(IP) se, A(x,---,x) =z, para todo x € [0,1];
(HPy) se, ANz, -+, A1) = AF-A(xq, -+, 2,,), para todos A € [0,1] e (x1,---,1,) €

[07 1]/’1;

(NP) se exite um elemento e € [0,1] tal que Ale,---,e,x;,e,---,e) = x;, para
qualquer x; € [0,1] e toda coordenada i € {1,---,n};

(AP) se eziste um elemento a € [0,1] tal que para todosi € {1,---,n} e (xy, -+, i1,
A, Tip1, ,Ty) € [0,1]", temos que A(x1, -+, Ti—1,a,Tiy1,  *,Tpn) = a;

(SP) se, A(0(x)) = A(zoq1), To(n)) = A(x1,- -+, 2,), para qualquer permutagao
o:{1,---,n} > {1,---,n} and any x € [0,1]™;
(SHP) se para todo A € [—1,1] temos que A(x1+ A, -+, zn+ ) = A(z1, -+, 20) + A
(ou A(x+ A) = A(x) + \);
(ZP) se existe um elemento a € (0,1) tal que para toda coordenada i e qualquer

(1, , Tim1,Q, Tit1, -+, Tpn) € [0,1]™ temos que A(x1, -+, Tim1, Gy Tig1,- "+,
T,) = 0;

(OP) se eziste um elemento a € (0,1) tal que para toda coordenada i e (x1,-- -, Ti_1,
Ay Tit1," ", l’n) € [07 1]n temos que A(l‘l, oy Ti—1,0, Tip 1,0 7xn) =1

Na Tabela 2.1, apresentamos algumas funcoes de agregacao com suas respec-
tivas propriedades:

Tabela 1. Fungoes de agregacao e suas propriedades

Funcao Propriedades

Mazx (IP), (HP.), (NP), (AP), (SP) ¢ (SHP)
Min (IP), (HP,), (NP), (AP),(SP) e (SHP)
Arith (IP), (HP,), (SP) e (SHP)

SBound* (IP), (HP:), (SP) e (SHP)

WAvg (IP), (HP;) e (SHP)

Prod® (NP), (AP) e (SP)

GMean® (AP) e (SP)

Maz(x +y —1.5,0) (SP) e (ZP)
Min(2.5 —x —y,1) (SP) e (OP)

Na Tabela I mostramos alguns exemplos de fungoes de agregagao com suas
propriedades:

2.2 Fungoes OWA

Uma importante familia de fungoes de agregacao do tipo média, foi introduzida
por Yager [16], e denominada de fun¢gdo Ordered Weighted Averagind, ou
simplesmente OWA. Estas funcoes sao estabelecidas a partir de pesos previa-
mente determinados, e suas aplicacoes podem ser encontradas, por exemplo, em
[20,11,13,14].



Definicao 4 Uma fun¢ido Ordered Weighted Averaging - OWA ¢ definida
por:

OWA (21, ,xy) = Z WiT (3
i=1

n
onde w = (w1, ---,wy,) € [0,1]" é um vetor de pesos, i.e., Y w; = 1, e (x(1),- - -,
i=1
T(y)) = Sort(xy,---,,) € a ordenagdo decrescente do vetor de entrada (x1,- - -,
Tp)-

Exemplo 5 As fun¢oes Min, Max, Arith e WAvg sao exemplos de funcdo
OWA, cujos vetores de pesos sdo respectivamente:

I'W:(O7"'7071);
2. w=(1,0,---,0);
3 W:(%» '1% ;
4o w = (W), W)

Outros exemplos importantes de OWA podem ser encontrados em [14,15].
Além disso, é importante ressaltar algumas propriedades destas fungoes:

Proposicdo 1 Se w = (wy,- -, wy) € [0,1]" um vetor de pesos, entdo:

1. OWAy, € uma fungdo de agregacao, que satisfaz (IP), (HP), (SP) e (SHP);

2. OWAy € uma funcdo continua;

3. OWA,, satisfaz (NP) our (AP) se, e somente se, OWAy = Max ou OWA,, =
Min;

4. OWAs sdo fungoes do tipo média.

Como mencionamos anteriormente, as fungbes OWA de Yager sdo obtidas a
partir de pesos fixados. Desta forma, para aplicar as fungées OWA, por exemplo,
em imagens, é necessario determinar um vetor de pesos adequado. Esse processo
de escolher um vetor de pesos é feito externamente aos algoritmos.

Na literatura, podemos encontrar algumas outras fungoes que também utili-
zam pesos, um exemplo disso sao as fungoes Mistura [17], que definimos a seguir.

2.3 Funcgoes Mistura

As funcbes Mistura sao obtidas como uma particularizacdo das médias de Baj-
raktarevic [17], que sdo fungdes do tipo:

n

> wiwi)g(z:)
MB(x)=g ' | ZH—-—— |,

n

> wi(Ti)

i=1

onde w; : [0,1] = [0,+00) fungdes de pesos e g : [0,1] — (—o0,+00) é uma
fungao estritamente monétona.



Quando g é a fungao identidade, ou seja, g(t) = t, obtemos func¢oes Mistura.
Em outras palavras, as fungoes Mistura sao da forma:

Nao ¢ dificil demonstrar que as fungoes Mistura sao formas generalizadas de
OWA. No entanto, estas fungao, em geral, ndo sao monotonicas.

E importante notar que cada peso w;(x;) corresponde ao valor de uma fungao
de uma tunica varidvel, ou seja, o peso é valor de uma fungao w;, aplicada a i-
ésima posigao vetor de entrada x = (z1, -, Ty).

Pereira, em [25,26] generalizou o conceito de fun¢io Mistura, substituindo os
pesos como fungoes da i-ésima posicao do vetor de entrada, para funcoes de todo
o vetor de entrada. Estas fungoes foram entdao denominada de funcgoes Mistura
generalizadas.

3 Funcao Mistura Generalizada

As fungoes Mistura Generalizadas, que definimos abaixo, sao obtidas a partir de
familias de fungoes de pesos, conforme segue:

Definicao 5 Uma fun¢do Mistura generalizada (ou fungdo GM) é uma fungdo
GMr : [0,1]" — [0,1] dada por:

GMp(x) = fi(x)xi,

onde I' ={f; : [0,1]" = [0,1]] 1 <i < n} étal que > fi(x)=1.

i=1
Exemplo 6 Novamente, as funcoes Min, Max, Arith, WAvg sao exemplos de
fungées GM, conforme [14].

Exemplo 7 As fungées OWA de Yager podem ser vistas como uma subclasse de
fungées GM, bastando definir f;(x) = wpy, ondep: {1,2,---,n} € a permutagdo
tal que p(i) = j com x; = x(j).

Em outras palavras, o Exemplo 7, garante que as fun¢des GM sdo uma gene-
ralizagao para as fungbes OWA de Yager. No entanto, existem funcées GM que
nao OWA, conforme mostramos no exemplo abaixo:

Exemplo 8 Se fi, f2 : [0,1]2 — [0,1] sdo as funcdes fi(z,y) = sin(x) -y e
fa(z,y) = 1 —sin(z) -y, entdo GM(x,y) = (sin(z) -y) -« + (1 —sin(z) - y) - y ndo
€ uma funcao OWA.

Obviamente que as fungoes Mistura também sao exemplos de fungoes GM.
Além disso, a fungdo GM definida no Exemplo 8 nido pode ser caracterizada
como uma fun¢ao Mistura, visto que os pesos f1 e f2 nao sdo fungoes apenas da
coordenadas x e y, respectivamente.



3.1 Funcgao Mistura Generalizada Limitada
n
Na Definicao 5, é exido que > f;(x) = 1, mas esta condi¢do pode ser relaxada
i=1

n
para Y. fi(x) < 1, conforme Farias et. al. [14], com isso, obtém-se uma outra
i=1

classe de fungoes denominada de Fungoes Mistura Generalizada Limitada.

Definigao 6 Uma fun¢do Mistura Generalizada Limitada - BGM € uma faungdo

BGM[0, 1]™ — [0,1] da forma BGMp(x) = " fi(x)x;, com I' = {f; : [0,1]" —
i=1

[0,1]] 1 <i < n} tal que:

(I) > fi(x) <1, para todo x € [0,1]";
i=1
(I1) > fi(1,---,1) =1, para todo i € {1,2,---,n}.
i=1
Facilmente pode-se mostrar que uma fungdo GM é uma funcao BGM tal que:

(I11) fi(x) =1, para todo x € [0,1]".

s

=1

Além disso, existem fungoes BGM que nao sao fungoes GM, como por exemplo:

SN

n

Exemplo 9 Se fi(x) = Z, entao BGM(x) = Y 2. Assim, BGM ndo ¢ uma
i=1

n
fungao GM, visto que para x1,xa, -, Ty, < 1 tem-se que > fi(x) < 1.
i=1

E importante ressaltar que, como fungoes BGM generalizam fungoes GM, que
por sua vez sdo formas generalizadas de fungoes OWA, entdo podemos ver as
fungbes BGM também como forma de generalizar as fungoes OWA.

Na proposigao que segue, apresentaremos algumas propriedades das fungoes
BGM, cujas demonstragdes podem ser encontradas em [14].

Proposicao 2 Seja I' = {f; : [0,1]™ — [0,1]| 1 <1i < n}. Entao,

(i) BGMr pode nao ser uma fungao de agregacao;
(ii) se I' satisfaz a condi¢ao (III), entdo BGMr (que messe caso € também uma
fung¢ao GM) é uma fungao do tipo média;

(i) BGMr satisfaz (IP) se, e somente se, para todo x € [0,1], > fi(x,---,x) =
i=1
1;
(iv) Se I' satisfaz a condi¢io (III), e fi(x1+ A, -+, zn+ ) = fi(z1,- -, zp,) para
todo x1,-++,x, €[0,1] e X € [-1,1], entdo BGMr satisfaz (SHP);
(v) Se cada um dos f; satisfaz (HPy), entao BGMr satisfaz (HPy1).



Como j4 mencionamos nesse artigo, e ratificamos em () da Proposicao 2, nem
sempre é possivel garantir que uma fungdo BGM (ou GM) é também uma fungao
de agregagao. Algumas condigbes para isso ocorra sdo estudadas em [25,26,27,14].
Além disso, em [14] mostrou-se que as condigoes estabelecidas em (i4), (iii), (iv)
e (v), da Proposi¢ao 2, ndo podem ser removidas.

No Exemplo 9 mostramos que existem fungoes BGM que nao sao fungoes
GM. No entanto, a partir de qualquer fungcao BGM dada podemos construir uma
funcao GM, conforme mostraremos a seguir.

Definigao 7 Definimos por BGM e GM como, respectivamente, o conjunto de
todas as fungoes BGM e o conjunto de todas as funcoes GM.

Observagao 1 GM ¢é um subconjunto préprio de BGM, i.e., GM C BGM.

No teorema a seguir mostraremos que o conjunto BGM estd em corres-
pondéncia com o conjunto GM.

Proposicao 3 Dada uma fung¢io BGM, obtida a partir de I' = {f; : [0,1]" —
[0,1]| 1 <i < mn}, podemos construir uma fungdo GM, dada por:

GM(x) =4 "~ =7 =

> H, caso contrdrio

i=1

Em outras palavras, podemos definir uma funcao w : BGM — GM definida por:

onde I'" = {f!}, onde f!:[0,1]" — [0,1] € dado por:

: O se 3 i%) £ 0
fi(x) =1 i=1 j; £ (%) j=1 .
1

n

caso contrdrio

n
Demonstragio. Basta ver que . f/(x) = 1.
i=1

Exemplo 10 No Ezemplo 9, temos f;(x) = & e BGM(x) = ) =*.

Proposigao 4 A funcio 7 : BGM — GM € sobrejetiva, com mom = 7.



Demonstracdo. Para mostrar que 7 é sobrejetiva, basta ver que se GMp € GM,
entdo m(GMp) = GMp. Em outras palavras, basta mostra que 7|gm = Idgm, €
para isso basta observar que

> a0 =13 g =3
i=1 i=1 i=1 Z:: ()

Agora, para mostrar que m o m = 7, veja que 7(BGMp) € GM. Portanto, como
7|lem = Idgm, segue que

w(m(BGMp)) = n(BGMr), para todo BGMj € BGM.
Proposicao 5 Seja BGMp € BGM. Entao, 71(BGMr) satisfaz (IP).
Demonstragao. Pelo item (iii) da Proposi(;éo 2, temos que w(BGMr) satisfaz

(IP) se, e somente se, para todo z € [0, 1], Z fi(z, -, z) =1, mas

Zfz/(x7 :Z n ) =1,
i=1 i=1 zz: ( S, x)

sempre que Z fz(x77$) 7é Oa €

=1
> flam) =Y =1
i=1

i=1
n
no caso em que y_ fi(z,---,z) = 0. Portanto, segue-se o resultado esperado.
i=1
Proposicao 6 Se BGMp € BGM € tal que cada um dos f; € I satisfaz (HPY),
entao m(BGMr) satisfaz (HP1).

n
Demonstrag¢ao. Primeiramente observe que para A # 0, > fi(z1,--+,2,) =0
i=1
n
se, e somente se, Y. fi(Ax1,---,Az,) =0 e portanto f/(z1, -+, 2,) =
i=1

n n
fl(Azy, -, Axy) = %7 sempre que Y. fi(xy, -, 2n) = > fi(Ax1, -, Axy,) = 0.
i=1

=1

Agora, se Y fi(z1, - +,x,) #0e X #0, entao

i=1

FlOa1, - Aip) = — FiAxy, -, Aay) _ n)‘kfi(lil,"wxn)
Z FiAzy, -, Azy) Zlkkfj(l‘h"wxn)
= i=

== 4(1‘1,-.-,xn) :fl(xla""'rn)
Z_: fi(xe, - )



Assim, se A # 0, entdo 7(BGMp)(Az1,- -+, Axy,) = Am(BGMp) (21, -+, 2,). No
caso A = 0, temos que

n

m(BGMp)(0x1, -+, 0x,) = Z

=1

O'J)i

" :OZOF(BGMF)(.Tl,,l‘n)

Logo, m(BGM) satisfaz (HP7).

Proposicao 7 Se BGMpr € BGM ¢€ tal que fi(x14A, -, zp+ ) = fi(zr, -+, zn),
para todos i € {1,---,n} ex1, -, 2z, € [0,1], entdo 7(BGMr) satisfaz (SHP).

n

Demonstragio. Como Y. fl(z1,---,2z,) = 1, para todos z1,---,x, € [0,1], se
i=1

mostramos que f/(x1+ A, -, 2+ A) = fl(x1, -, z,), para todos i € {1,---,n}

e x1,-++, Ty € [0,1], o resultado segue do item (iv) da Proposigdo 2. Para isso,
n n

veja que se Y fi(x; + A, xn +A) =0 = > filwg, -, xp), entdo fl(x; +
i=1 i=1

Aoy +A) =1 = f(x;,---,2,). No outro caso,

1
n

> filwi A e+ )
=1

J

 hlws )
> fil@e, o an)
j=1

4 Conclusoes

Neste artigo, investigamos duas classes especiais de fungoes: as fungoes mis-
tura generalizada e as fungoes mistura generalizada limitada, e mostramos que
é possivel construir uma fungao mistura generalizada a partir de uma funcao
mistura generalizada limitada, que em geral sao mais simples de serem defini-
das. Mostramos, que esta forma de construir uma funcao mistura generalizada
partindo de uma funcdo mistura generalizada limitada, preserva algumas pro-
priedades interessantes, como a idempoténcia e a homogeneidade. Estas duas
propriedades sao de suma importancia nas aplicagoes. Para o campo processa-
mento de imagens, por exemplo, Paternain et al. [13] argumentam que ao aplicar
um operador de reducao a uma regiao cujos pixels possuem a mesma intensi-
dade, deve-se obter como resultado um pixel de mesma intensidade e ao aplicar
um operador a uma imagem escura, espera-se que o resultado também seja uma
imagem escura.

Vale ressaltar que estas fungoes possuem muitas possibilidades de aplicabili-
dade, em campos de processamento de imagem [14,28] e de tomada de decisao



(trabalho em andamento), por exemplo. Por este motivo, consideramos os es-
tudo destas funcoes de grande relevancia, em especial, este trabalho permitira
estabelecer uma série de fungoes mistura generalizada, cuja aplicabilidade serao
investigadas em trabalhos futuros.
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