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Resumo Neste trabalho utilizamos o conceito de derivada de uma fungao
com relagdo a uma medida fuzzy para investigar solugoes do modelo de
crescimento logistico dado por uma equagao diferencial. Em simulagoes
preliminares, apresentamos solugbes numéricas para diferentes medidas
fuzzy.
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1 Introducgao

Ao propor que na dinamica de crescimento de uma determinada populagao de-
veria ocorrer um processo auto limitante, Verhulst (1838) descreveu o modelo de
crescimento logistico através da seguinte equagao diferencial: % =rN(l - %),
onde N = N(t) representa a populagdo em questdo no instante ¢, r a taxa de
crescimento per capita e K a capacidade de suporte do meio. No caso classico,
se N(0) = Ny é a condigdo inicial de (1), a solugao para o crescimento logistico
é dada por: N(t) = %

Sugeno [5] sugeriu o conceito de medida fuzzy em 1974 procurando flexibilizar
a propriedade de ¢ - aditividade exigida na teoria de medida classica.

Definicao 1 (Medida Fuzzy) Uma medida fuzzy (medida nao aditiva ou ca-
pacidade) p no espago de medida (R*,B), onde B denota a o - dlgebra de Borel,
é definida como uma funcgdo de conjuntos i : B — RT tal que:

1. u(A) < u(B) sempre que A C B e u(h) = 0;
2. 8¢ Ay C Ay C...C A C..., entdo pu(U;eny Ai) = limy 00 (As);
8. 8eA1 DAy D ... D AiD ..., entdo pu((V;en) = im0 p(As).

Definicao 2 Seja g : RT — Rt uma funcdo mensurdvel. A integral de Choquet
de g em [0,t], com relagdo a uma medida fuzzy p, € definida por:



) /[0 1 9(r)dn = /Owu((flg(f) > ) N[0, t])dr.

Seja A a medida de Lebesgue tal que para [a,b] C [0,00), A([a,b]) =b — a.

Definicao 3 Sejam : RY — RY uma funcdo continua e crescente com m(0) =
0. Uma medida fuzzy piy, ou medida distorcida de Lebesgue, € definida por

Sob algumas hipéteses, Sugeno [3] demonstrou que a integral de Choquet de
g com relagao a uma medida fuzzy u,, definida acima é dada por:

(©) /[] o(r)dpim = / ! (t — 7)g(r)dr. (1)

Se f(t) representa a integral de Choquet da fungéo g, a relagdo acima estabelece
a equagao integral

f(t) = / ! (t — 7)g(r)dr. @)

Para uma fun¢ao continua e crescente f(t) com f(0) = 0, a derivada de f com
relacao a uma medida fuzzy u,, é definida como a operagao inversa da integral
de Choquet baseada em (4), ou seja, di{it()t) = g(t).

Assim, a solugao do PVI

dz(t)
dpm (t)

¢ dada pela equagao integral [3]:

=g(z(t)) com z(0)=xo

z(t) =z + /0 m'(t — 7)g(z(T))dT. (3)

Note que a equagao (3), mesmo para o caso cldssico (m(t) = t), nem sempre
apresenta solugao analitica para diversas fungdes m. Assim, trataremos de propor
um método numérico para encontrar uma solucao aproximada para (3).

2 Solugao numérica

Uma equagao diferencial com relagao a uma medida fuzzy dada por 1\2—(:) =

f(N(t)) possui equacao integral equivalente

N(t) = No + /0 (¢ — ) F(N(7))dr,



com m : R* — R funcao crescente e m(0) = 0.
A representacao discreta da equagao é:

N(tn) :NoJr/Onm’(tfs)f(N(s))ds

:No—l-/o1m/(t—8)f(N(5))dS+~-~+/tn m’(t = s)f(N(s))ds.

n—1

Pelo teorema do valor médio para integrais, existe, para cada 1 <1i < n um
c; € [ti_l,t + ’L] tal que

[t = 9 f(N@)ds = it - ) V)t~ tin),

ti—1

onde 0 =ty <t; <ty <...<t,et;—t;_1 = hrepresentam a particao e a malha
do intervalo [0, t,,], respectivamente. Logo, N (t,,) = No+hm/(t, —c1)f(N(c1))+
coo+ hm!(t, — cn) f(N(cn)) que pode ser aproximado por

N(t,) = No+ hm/(t, —to) f(N(to)) + ...+ hm/(tp — tn_1)f(N(tn_1))

n—1

= No+h Y m'((n—i)h)f(z:).

=0

3 Simulacoes para o modelo logistico

Usando o Matlab e considerando o valor dos parametros K = 1, Ng = 0,1 e
r = 0,01, as simulagoes foram feitas variando a lei de formacao da funcao m.
Vide as Figuras 1 e 2.

Figura 1. Caso cléssico onde m(t) = t.
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Figura 2. Caso onde m(t) = log(t + 1).

4 Consideragoes finais

A representacao do modelo de crescimento logistico através de uma equagao dife-
rencial com relacao a uma medida fuzzy possibilita que um espectro de solugoes
seja produzido de acordo com a escolha da lei de formagao da fungao m. Solugoes
produzidas quando 1 < O(m(t)) < 2, onde O(m(t)) representa a ordem expo-
nencial de ¢, possuem uma taxa de variacdo préxima & da solucdo cldssica. A
interpretacao dessa variagao em termos bioldgicos deve ser avaliada em estudos
futuros, bem como a solugao analitica por meio de transformada de Laplace.
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