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Resumo

O processo de modelagem matemdtica de um fendmeno envolve o es-
tudo e a andlise de parametros. Estes pardmetros muitas vezes sdo desco-
nhecidos e o seu cédlculo pode possuir dificuldades de diversas naturezas
(informacdes vagas, impossibilidade de medig¢des, entre outras). Em certos
casos, podemos usar a teoria fuzzy para modelar esses parametros e assim,
incorporar ao modelo a vaguesa de informacdo atribuida a este. Portanto,
nestes casos lidamos com modelos/func¢des cujos pardmetros sdo conjuntos
fuzzy. Neste mini-curso estudamos propriedades das funcdes fuzzy que sdo
definidas a partir de modelos cldssicos com parametros fuzzy. Dentre as
propriedades abordadas trataremos das no¢des de espacos métricos, conti-
nuidade, diferenciabilidade, integrabilidade e no¢des sobre extremos.

Objetivo: Este mini-curso é de nivel introdutério e destina-se a alunos de
graduacao e pos-graduacgdo que estdo iniciando seus estudos sobre teoria fuzzy.

Este texto estd organizado da seguinte forma:

Na Secdo 1 discutimos sucintamente conceitos fundamentais relacionados a
teoria fuzzy, como por exemplo, a definicdo de nimero fuzzy, distancia de Pompeiu-
Hausdorff [2], espagcos métricos fuzzy [9], extensdo de Zadeh e o Teorema de
Nguyen. Ainda nesta secdo, discutimos o conceito de vizinhanga de nimeros
fuzzy e relacdo de ordem entre nimeros fuzzy.

Na Secdo 3 iniciamos o estudo da otimizacdo de funcdes fuzzy. Definimos
os conceito de minimizador para fun¢des com contradominio no conjunto dos
numeros fuzzy, definimos a fung¢do ponto extremos para fungdes com parametros
fuzzy e o conceito de regido de otimalidade.

Por fim, na Secdo 4, apresentamos alguns teoremas preliminares relativos a
otimizagdo de fungdes fuzzy e como resultado principal (Teorema 12), mostramos
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que a extensdo de Zadeh da fun¢do ponto extremo, sob certas hipdteses, de fato
minimiza (ou maximiza) a fun¢do em questao, de acordo com a relacdo de ordem
estabelecida para nimeros fuzzy.

1 Conceitos basicos sobre subconjuntos fuzzy e fungoes fuzzy.
1.1 Conceitos preliminares
Um subconjunto fuzzy pode ser definido da seguinte forma:

Definicao 1. Seja U um conjunto (cldssico). Um subconjunto fuzzy F de U é
caracterizado por uma fung¢do

() : U— [0,1]
pré-fixada, chamada fungdo de pertinéncia do subconjunto fuzzy F.

Podemos dizer que um subconjunto fuzzy [’ de U € dado por um conjunto
classico de pares ordenados.

F = (z,pur(x)), onde relU (1)

Definicao 2. O subconjunto cldssico de U definido por
suppF={x € U: pp(x) > 0}
é denominado suporte de F.

Assim como o conjunto suporte, outra caracterizagdo dos conjuntos fuzzy,
muito importante na relacdo entre a teoria classica e teoria fuzzy, sdo os a-niveis.
De modo coloquial, um «-nivel de um conjunto fuzzy A é o subconjunto do
suppA (portanto um subconjunto cldssico) que contem todos os elementos cujo
grau de pertinéncia a A é maior ou igual a . De modo formal, podemos introduzir
a seguinte defini¢do de a-nivel:

Definicao 3. Seja A um subconjunto fuzzy de Ue o € [0,1]. O « - nivel de A é o
subconjunto cldssico de U definido por

[A]*={z €U : pa(z) > a}tpara0;a <1
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definimos [A]° = suppA.
Uma classe de conjuntos fuzzy bastante importante e com boas propriedades
sdo os chamados niimeros fuzzy, que podem ser definidos da seguinte forma:

Definicao 4. [5] Um subconjunto fuzzy A é chamado de nimero fuzzy quando o
conjunto universo no qual |14 estd definida é o conjunto dos niimeros reais R e
satisfaz as condi¢oes

1. todos os a-niveis de A sédo ndo vazios, com 0 < o < 1;
2. todos os a-niveis de A sdo intervalos fechados de R;
3. suppA = {z € R: pa(x) > 0} € limitado.

O espago dos nimeros fuzzy serd denotado neste texto por F(R).

. MO

X

Figura 2: Fungdo de pertinéncia de um
Figura 1: Fungdo de pertinéncia de um  conjunto fuzzy que ndo é nimero fuzzy. A

nimero fuzzy. Note que todas as propri-  propriedade 2 da Defini¢do 4 ndo é satis-
edades da Defini¢do 4 sao satisfeitas. feita.

A Figura 1 representa o grafico da fun¢ao de pertinéncia de um ndmero fuzzy
e a Figura 2 representa o grafico da funcdo de pertinéncia de um conjunto fuzzy
que ndo € numero fuzzy.

Segundo [2], o conjunto F(R) define um espaco métrico com a métrica d,
induzida através da métrica de Pompeiu-Hausdorff sobre os conjuntos compactos
de R.

Sendo K(X) o conjunto formado pelos subconjuntos compactos ndo vazios
do espago métrico (X, d), dados dois elementos A, B de /(X ), entdo a distancia
entre eles pode ser definida por:

dist(A, B) = sup inf d(a, b) @)

acA beB

Segundo [9], a distancia definida conforme (2) é uma pseudométrica, pois
dist(A, B) = 0 se e somente se, A C B, sem necessariamente serem iguais. A
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Figura 3 ilustra através de diagramas a distancia definida em 2. Notamos que a
distancia entre dois conjuntos pode ser zero sem a necessidade de serem iguais.

dist(A,B)=dist(B,A)

dist(B,A)

dist(A,B)=0
dist(B,A)20

dist(B,A

Figura 3: Pseudométrica entre conjuntos. O diagrama superior ilustra o fato de
dist(A,B) # dist(B,A). O diagrama inferior ilustra o caso onde é possivel ter
dist(A,B) = 0edist(B,A) # 0.

Entretando, podemos definir a distncia entre A, B C K(X) da seguinte
forma:

dy (A, B) = max{sup inf d(a, b),sup inf d(a, b)} = max{dist(A, B),dist(B, A)}
acA beB beB a€A
3)

neste caso, dy ¢ uma métrica para o conjunto K(X).

Usualmente, dy € a chamada distdncia de Pompeiu-Hausdorff. Através da
métrica de Pompeiu-Hausdorff, podemos definir uma métrica para o conjunto
F(X), que denotaremos aqui por d..

Definicao 5. Dados dois conjuntos u,v € F(X), a distdncia entre U e v € definida
por

oo (U, 0) = sup dp([u]®, [v]*) @)
a€l0,1]
onde d, é conhecida como distancia de Pompeiu-Hausdorff.
E facil verificar que d., satisfaz as propriedades de métrica e portanto, (F(R), d..)
€ um espagco métrico, além disso, esse espaco € completo (ver [2] e [9] ). A Fi-
gura 4 representa a distancia de Hausdorff aplicada a cada a-nivel de um conjunto

4
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fuzzy. A distancia entre os nimeros fuzzy u e v € dada pelo supremo entre essas
distancias.

dn([u]’,[v]")

Figura 4: Métrica de Pompeiu-Hausdorff para cada a-nivel de um nimero fuzzy. O
supremo dessas distincias define a métrica entre os nimeros fuzzy.

Ao longo deste texto necessitamos frequentemente estender conceitos da teo-
ria clssica para teoria fuzzy. Segundo [5], o método de Extensdao de Zadeh é uma
das ideias bésicas que promove a extensdo de conceitos matematicos nao fuzzy
em fuzzy.

O principio da Extensdo de Zadeh para uma fun¢do f : X — Z indica como
deve ser a imagem de um subconjunto fuzzy A de X por meio de f.

Defini¢ao 6. [5] (Principio de Extensdo de Zadeh). Seja a fungdo f : X — Z
e A um subconjunito fuzzy de X. A extensdo de Zadeh de f ¢ a fungdo | que,
aplicada a A, fornece o subconjunto fuzzy f(A) de Z cuja fungdo de pertinéncia
é dada por

) = j[lp?()uA(af) se f7H(z) #0
Hra'®) = 0 se f7Hz)=10

onde f~1(z) = {z : f(x) = 2} é a pré-imagem de z.

O processo grafico para obtencao da imagem da extensao fé dado pela Figura
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£(x)

><V

Figura 5: O grifico representa geometricamente o processo de extensdo de Zadeh.

E importante observamos que a extensdo de Zadeh pode ser aplicada a qual-
quer tipo de fungdo, isto €, ndo existe nenhuma restricdo quanto ao dominio, con-
tradominio e continuidade da funcao.

Para fungdes de duas varidveis, o principio de extensdo de Zadeh pode ser
enunciado como segue:

Defini¢io 7. [5] Sejam a fungdo f : X xY — Z e A e B subconjuntos fuzzy
de X eY respectivamente. A extensdo de Zadeh f de f, aplicada a A e B, ¢ o
subconjunto fuzzy f (A B) de Z cuja fungdo de pertinéncia é dada por

{ sup winfua(e). )] se S A0
’ se f7(z) =

onde f~1(2) = {(z,y) : f(x) = 2z} é a pré-imagem de z.

HFa,B) (2) =

Neste texto trabalharemos com fungdes cuja imagem é denotada por f(x, \),
onde x é uma varidvel independente e A € um parametro. Quando estendermos a
funcdo para o caso onde A € um ndmero fuzzy trataremos de dois tipos de funcdes:

o /R F(R)
e f: F(R) = F(R)

No primeiro caso, apenas A é fuzzy. A imagem da funcdo f € calculada
fixando-se a varidvel independente © = 7 e aplicando a extensdo de Zadeh em
f(@, \), cuja imagem sera denotada por f (1’ )\)

6
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No segunto caso, tanto o pardmetro A quanto a varidvel independente = sdo
fuzzy, portanto a extensdo de Zadeh de f(x, \) é denotada por f(z, \) e é calcu-
lada conforme a Definicao 7.

O proximo resultado, Teorema 1, fornece uma importante relagéo entre os
a-niveis das imagens e a imagem dos a-niveis de f e f respectivamente.

Teorema 1. (Teorema de Nguyen)[14] Sejam f : X — Z uma funcdo continua e
A um subconjunto fuzzy de X. Entdo, para todo « € [0, 1] vale

FA) = F(A). (5)

De acordo com [6], o Teorema de Nguyen também € valido quando X = R".
O proximo teorema € ainda mais geral, garante a validade do Teorema de Nguyen
para espacos topolédgicos de Hausdorft.

Teorema 2. ([11]) Sejam X e Y espagos de Hausdorff. Se f : X — Y ¢é continua,
entdo a extensdo de Zadeh f : Fic(X) — Fi(Y) estd bem definida e vale

[F@)]* = f([u]) (6)

para todo o € [0, 1], onde Fi(X) denota a familia de todos os subconjuntos fuzzy
de X com a-niveis compactos e ndo vazios.

As defini¢des e resultados apresentados sdo cruciais e frequentemente utiliza-
dos ao longo do texto. Podemos definir o conceito de vizinhanga para ¥ € F(R)
da seguinte forma

Definico 8. Dizemos que & € F(R) pertence a B(T*, €) se

doo (T, ") < € (7)
onde d, é a distdncia de Pompeiu-Hausdorff conforme Definicdo 5.

Isto é, B(Z*,¢) é o conjunto de todos os nimeros fuzzy que estdo a uma
distincia menor que € de x*. Na Figura 6, qualquer nimero fuzzy T que esti-
ver entre os limiares tracejados estd a uma distancia menor que ¢ do conjunto
f*

No Teorema 3, mostramos que a extensao de Zadeh da composi¢ao de fungdes

€ igual a composi¢do de fungdes estendidas pelo método de Zadeh.



IV Congresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy (IV CBSF)
16—18 de Novemebro de 2016, Campinas — SP, Brasil.

Figura 6: Perturbacido Fuzzy. O gréfico ilustra os limites de uma perturba¢do de um
ndmero fuzzy. Qualquer nimero fuzzy com fun¢do de pertinéncia entre as linhas traceja-
das estd a uma distincia menor do que € do ndmero fuzzy central.

Teorema 3. Seja f : D, C R — D, C R, g: D, C R — D, C R
h:D,CR—D,CReh=fog. SejaA € F(D,), entdo

~

h(A) = G(f(A))

onde “"” denota a extensdo de Zadeh da funcdo.

Demonstragdo. Pela definicao de extensdo de Zadeh podemos escrever:

NB(A)(Z): sup  pa(z)
z=h~1(z)

Escrevemos a extensdo de Zadeh de cada termo da composi¢do da seguinte
forma:

Mf(A)<3/): sup  pa(z) € ,Ug(A(A))(Z): sup Mf(A)<y)
z=f"1(y) y=g~1(2)

Com isso, temos:

Hagan(?) = sup { sup pa(z)} = sup  pa(z) = sup pa(z)
y:g—l(z) x:f—l(y) CEZf_l(g_l(z)) :E:h_l(z)

e assim, concluimos a demonstracao.
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No proximo teorema, vamos mostrar que a extensao de Zadeh de uma fungao
continua, leva nimeros fuzzy em nimeros fuzzy.

-~

Teorema 4. Seja f : R — R uma fungdo continua. Se © € F(R) entdo f(T) €
F(R).

~

Demonstracdo. Claramente, o universo onde f(7) estd definida é o conjunto dos
ndmeros reais, pois o contradomino de f € o préprio conjunto dos reais. Sendo
assim, segundo a definicdo de numero fuzzy 4, temos que demonstrar os seguintes
itens.

~

e Todos os c-niveis de f(Z) sdo ndo vazios, com 0 < o < 1.

Como f é continua, podemos escrever

@) = F(@")
como 7 é um nimero fuzzy, entdo [Z]* # 0, Vo € [0, 1], logo f([Z]*) # 0.

~

e Todos os a-niveis de f(¥) sao intervalos fechados de R.

Segundo [13], a imagem de uma fun¢do continua de um compacto é com-
pacta, como [z]* é compacto entdo, pela continuidade de f, f([z]*) é um
conjunto compacto, portanto, fechado, ja que f([z]*) C R.

Além disso, [z]* é conexo, como a imagem continua de conexo é conexa,
entdo f([x]*) é um conjunto conexo. Como f([z]*) é um conjunto conexo
de R, entdo f([z]*) é um intervalo, (ver [18]).

-~

o supp(f(2)) = {x € R: pgy (x) > 0} é limitado.

-~ ~

supp(f(2)) C supp(f(@)) = [F@)° = f([]°) (8)

Pelo item anterior, temos que f([Z]°) € limitada, logo f([supp(7)]) também
¢ limitada.

0<a<pB<1e AP ClA

-~ -~ -~

@ clf@) e f([@7) c f([@") < @) chl*e0<a<p<]
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1.2 Relacao de ordem em F(R)

Neste texto vamos estudar algumas relacdes de ordem parciais em F(R), este
estudo serd importante para fundamentarmos o contetdo relacionado a otimizacao
fuzzy. Inicialmente apresentamos uma relacdo de ordem ndo estrita, estabele-
cendo o que seria < (“menor ou igual”) entre nimeros fuzzy. Posteriormente,
baseando-se nesta relacdo de ordem nao estrita, iremos apresentar uma relacao de
ordem estrita, estabelecendo o que seria < (“menor”) entre numeros fuzzy.

Primeiramente, introduzimos a relagdo de ordem intervalar que iremos utilizar
ao longo do texto.

Definicdo 9. Sejam [a,b] e [c, d] intervalos fechados.

e Dizemos que [c,d] < [a,b] se e somente se, ¢ < a e d < b (Ordem de
Kulish-Miranker).

e Dizemos que [c,d] < [a, ] se e somente se,
(¢ <a,d<b) ou (c<a,d<b)
Definicao 10. Sejam u e v niimeros fuzzy. Dizemos que u = v(u < v) se e
somente se [u|® < [v]*([u]* < [v]®, respectivamente) para todo c.

Esta relacdo de ordem € a que se encontra com mais frequéncia na literatura
[1], [3], [4], [7], [15], [16]. A Figura 7 ilustra a interpretacdo desta relacdo de
ordem:

10
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1
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’Y

<)

U e U nao se comparam U e U nao se comparam

Figura 7: Relag@o de ordem parcial fuzzy cldssica. Os gréficos superiores ilustram exem-
plos de niimeros fuzzy comparaveis, enquanto que os graficos inferiores ilustram casos de
ndmeros fuzzy incomparaveis.

A relagdo definida em 10 ndo € a unica ordenacdo parcial que podemos fazer
em F(R), uma vez que podemos estabelecer diversos critérios para comparar dois
numeros fuzzy. Por exemplo, em [8], os numeros fuzzy sdo comparados através de
diversas propriedades, como fuzzyness e ambiguidade. Neste texto vamos utilizar
uma outra relacdo de ordem, bastante similar com a rela¢do definida em 10, porém
mais adequada aos estudos que faremos posteriormente neste capitulo.

Defini¢io 11. Sejam A e B niimeros fuzzy, com [A]* = [A}, A%] e [B]* =
(B¢, B%]. Dizemos que A = B se Va € [0,1], A} < B¢ e, caso A} = BY,
Va € [0,1], dizemos que A < B seVa € [0,1], A} < B%.

A Figura 8 ilustra alguns casos de conjuntos fuzzy comparados através da
relacdo de ordem definida em 11.

11
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ISP GPEL

¢ & I
W e v nao se comparame 1 ¢ U nao se comparam

pela relagdo de ordem definida em 11.

Figura 8: Relagdo de ordem parcial fuzzy alternativa. Na figura sdo ilustrados quatro
casos de nimeros fuzzy comparéveis e dois casos onde nao é possivel fazer a comparacio

Baseando-se na relagdo de ordem nio estrita estabelecida em 11, podemos
apresentar uma relacdo de ordem estrita.

Definicdo 12. Sejam A e B niimeros fuzzy, com [A]* = [A}, A%] e [B]*

(B¢, B}]. Dizemos que A <p B se Vo € [0,1], A} < Bf e 3a € [0,1] tal que
A% < B% e, caso A} = B¢, Ya € [0,1]. Dizemos que A <p B se Vo € [0,1],
A% < B e3da € [0,1] tal que AG, < BY.

Estas relacdes de ordem propostas ndo sdo totais, isso significa que existem
pares de nimeros fuzzy que nio sao comparaveis.

1.3 Funcoes fuzzy

Podemos entender como fun¢ao fuzzy qualquer fung¢ao que tenha como con-
tradominio F(IR), isto é, qualquer fun¢éo com valor em nimeros fuzzy:

f: X~ F(R)

(10)
Um estudo mais detalhado sobre funcdes fuzzy pode ser encontrado em [10] e
[11]. Neste capitulo trabalhamos com dois tipos de fungdes fuzzy, f : R — F(R)
e f: F(R)— F(R).

12
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Uma maneira de “construirmos” fung¢des fuzzy do tipo f : R — F(R) é con-
siderarmos uma funcdo f(z, ), onde A € F(R) é um parametro fuzzy fixo. A
imagem dessa funcao pode ser interpretada, pelo menos, de duas formas diferen-
tes.

Na primeira delas, vamos considerar que existe uma aplicagao ¢ : X — FE
onde X € o conjunto dos possiveis valores do parametro A\ e £ € um espaco de
fungdes. R

Se considerarmos A € F(X), aplicamos a extensdo de Zadeh a ¢, para cada
h\ fuzzy obtemos um subconjunto fuzzy de fun¢des de F/, denotado por f/\() €
F(F), onde cada fun¢ao possui um grau de pertinéncia referente ao valor de \ a
que estd associada, conforme definicao do principio de extencdo de Zadeh. Dessa
forma podemos escrever

pi o (AC)) = sup{us(A) - 9(A) = f1()} (11)

A partir deste conjunto fuzzy de funcdes, podemos definir uma funcao f;\ ;
R — F(R), onde, dado um = € R, € obtido um conjunto fuzzy como imagem,
cuja funcdo de pertinéncia € dada por:

1, oY) = sup{pg o (fr()) = falz) =y} (12)

E importante observar que definimos uma funcio f;\ : R — F(R) a partir de
um conjunto fuzzy de fungdes. N6s poderiamos fazer isso com qualquer conjunto
fuzzy de fungdes, mesmo aqueles nio provenientes de uma fungio ¢(\).

Uma segunda abordagem seria considerar que, para um dado T fixo, fosse
feita a extensdo de Zadeh da fungdo f(T, \) que, neste caso, ficaria dependendo
unicamente de \ ja que ¥ € fixo. Neste caso, o valor da funcdo de pertinéncia do
conjunto fuzzy imagem, seria dado pela seguinte igualdade:

Wi W) = sup{us(N) : A = f7(y,7)} (13)

Definicao 13. Um conjunto de funcoes E é chamado de conjunto de funcdes
parametrizdvel, se for possivel estabelecer uma aplicacdo que a cada niimero real
associa uma funcdo diferente em E. Esta aplicacdo pode ser escrita da seguinte
forma:

¢: [a,)]CR — E

A — A (14

onde [E é um conjunto de funcoes quaisquer.

13
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Neste texto, trabalhamos também com o caso em que f : F(R) — F(R)
e, neste caso, consideramos a imagem de f como sendo f(’x\, X), onde \ é um
pardmetro fuzzy fixo e = é uma varidvel fuzzy. Neste contexto, podemos pensar
como no caso anterior, que temos uma faixa de func¢des, onde cada fungdo possui
um grau de pertinéncia, porém, a entrada ndo é mais um nimero crisp mas sim
um conjunto fuzzy.

Se a fung@o x(t, \) = x,(t) for continua em relacdo a ambas as varidveis, a
aplicagdo ¢, definida por

¢: [a,b) CR — E([c,d],R)

N — o) (15)

também € continua, onde F([a, b], R) é um espaco de fungdes reais definidas em
la, b] arbitrario . Sendo assim, podemos enunciar o Teorema 5:

Teorema 5. Seja ¢ uma fungdo continua definida como

¢: [a, b)) CR — E([c,d],R)
A — ZE)\<)

se N EF (R) entdo a extensdo de Zadeh de ¢ em relacdo a h\ possui as seguintes
propriedades:

o~ o~

1. [p(N)]* € compacto e conexo para qualquer o € [0, 1];

o~ o~

2. [pOV]! # 0
30<a<B<1e BV C o)

~ o~

4. 0 supp(dp(A)) = {za(.) € E([a, 0], R) : ugs(2a() > 0} € limitado.

Demonstragdo. 1. Como A\ € F (R), entdo [X]a € compacto e conexo para
todo « € [0, 1], como ¢ é continua, podemos escrever pelo Teorema 2:

~ o~

BV = ¢((N*) (16)

Pela topologia, [18], temos que qualquer imagem continua de compacto €
compacta e qualquer imagem continua de conexo é conexa, logo ¢([\|*) =
[6(A\)]* € conexo e compacto.

14
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~ A~

2. Como A € F(R), entdo [A]! # 0, logo ¢([N]}) = [6(\)]* £ 0.
3.

o~ o~

BV C [N = o(N) co(N) & NP cN* e 0<a< <

4. Temos

o~ o~ ~ =~

supp((N)) C supp(d(N) = [6(N)]° = ¢([N°)

Como A € F (R), entdo [X]O ¢ limitado. Como a imagem continua de limi-
tado ¢ limitada, temos que ¢([A]°) é limitado, logo supp(d(X)) C G([\]°) é
limitado.

]

Teorema 6. Seja f uma funcdo continua tal que [ : E([a,b],R) — R. Se Z(.)
é um conjunto fuzzy de fungcoes em E(|a,b|,R), tal que [Z(.)]* seja compacto e
conexo paraNa € [0,1], [Z(.)]' # 0, entao

f(@() € FR) (17)

onde, f(Z(.)) é a extensdo de Zadeh de f em relagdo a (.).

~

Demonstracdo. Claramente, o universo onde f(7) estd definida é o conjunto dos
ndmeros reais, pois o contradomino de f é o proprio conjunto dos reais. Sendo
assim, segundo a definicao de nimero fuzzy 4, temos que demonstrar os seguintes
itens.

e Todos os a-niveis de f(Z) sdo ndo vazios, com 0 < o < 1.
Para mostrarmos a condi¢do acima, basta mostrarmos que [f(Z)]' # 0.
Como f é continua e F([a,b],R) é um espago de Hausdorff, pelo Teorema
2 podemos escrever

@) = (@)

como [z]' # 0, entdo f([Z]') = [f(Z)]' # 0.

~

e Todos os a-niveis de f(Z) sdo intervalos fechados de R.

Segundo [13], a imagem de uma fun¢do continua de um fechado € fechada
como [Z]* é fechado, entdo, pela continuidade de f, f([x]*) é um conjunto
fechado.

15
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Além disso, [x]* é conexo, como a imagem continua de conexo é conexa,
entdo f([Z]*) é um conjunto conexo. Como f([x]*) é um subconjunto co-
nexo de R, entdo f([x]*) é um intervalo, (ver [18]).

~

o supp(f(z)) ={z(.) € E([a,0],R) : pz (2(.)) > 0} € limitado.

-~ ~

supp(F(2()) C supp(f(3(.))) = [F@(O))]° = F(Z()]°)

Como, por hipétese, [7(.)]° é compacto, entdo é [Z(.)]° limitado j& que

[Z(.)]° é um subconjunto de um espago métrico. Como a imagem continua

de limitado € limitada, temos que f([Z(.)]°) é limitado, portanto supp(f(Z(.)))
¢ limitado.

~

Além disso, precisamos mostrar que 0 < a < < 1 & [f@())]/ﬁ -
[f(@(.))], podemos escrever:

~ ~

@O CF@O & f(ZOF) C ([EO1) < BOF cBOIF©0<a<p <1

A primeira equivaléncia € garantida pelo Teorema 2 e a ultima equivaléncia
€ garantida por hipoétese.

]

Observacao 1. Note que analogamente ao que foi feito, poderiamos provar o
Teorema 6 para fungdes do tipo f : E([a,b],R) x ... X E([a,b],R) — R.

2 Derivada e integral de funcoes com parametros fuzzy

2.1 Derivada de funcoes com parametro fuzzy

A derivada de uma fung¢ao real com parametro fuzzy € dada conforme Definicao
14.

Definicao 14. Seja x(t) uma fungdo real parametrizada por A € [\, Ag] C R,
se x5 (t) for diferencidvel para todo \ € [\, Ag] entdo a derivada de 75(t) € dada
por:

di5(t)  ds(t)
a  dt

(18)
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onde, \ € F ([Azs AR]), 75(t) denota a extensdo de Zadeh de xx(t) em relagdo
2 e d5(t) dxx(t)
dt

definimos a derivada da extensdo de Zadeh de 75(t) como sendo a extensdo de
Zadeh da derivada de x(t).

denota a extensdo de Zadeh de

em relacdo a \. Ou seja,

A seguir, apresentamos um exemplo de aplicacdo dessa defini¢do.

das (t)
dt

Exemplo 1. Seja z5(t) = ¢* + M2 + t + 1, entdio o célculo de
efetuado da seguinte forma:

pode ser

dz(t
Como z)(t) = 3 + M\t + t + 1 entdo ) _ 3t2 4+ 2\t + 1, aplicando a
extensdo de Zadeh em relacdo a A na ltima equacdo obtemos

da5(t)
dt
Observamos que a Equacgdo (19) € apenas uma notacao para representar a ex-
tensdo de Zadeh de 3t% + 2\t + 1 em relagdo a . Nio sdo realizadas operacdes
a5 (t)
dt -

=32 LNt + 1 (19)

com nimeros fuzzy durante o calculo de

L L L L L L L L L | K L L L L L L L L L |
-1 08 0B 04 02 o 02 0.4 o0& 08 1 -1 08 08 04 02 1) 0z 0.4 0& 08 1

Figura 9: Grifico da fun¢do com  Figura 10: Gréfico da derivada da fungdo
parametro Fuzzy. com parametro fuzzy.

du(t)

Nas Figuras 9 e 10 apresentamos os graficos das fungoes fuzzy x5(t) e pra

respectivamente.
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Por fim, vamos promover uma comparagdo entre a derivada apresentada na
Defini¢ao 14 e a derivada de Hukuhara (Defini¢do 15).
Considerando a fungao

u: [a,b] — F(R), a>0. (20)
a derivada de Hukuhara € estabelecida na Definicdo 15.

Definicao 15. (Derivada de Hukuhara) [5]. A funcdo u' : [a,b] — F(R) cujos
a-niveis sdo dados por

[/ ()] = [(up)' (), (uR)'(£)] 2D
para todo o € [0, 1], é a derivada da fungdo fuzzy u(t), conhecida como derivada
de Hukuhara. Estamos suponto a existéncia das derivadas cldssicas (u$)'(t) e

(ug)'(t).

A derivada de Hukuhara ndo € aplicada a qualquer funcao fuzzy, pois o valor
da derivada pode ser invertido e ndo definir um intervalo. A fung¢do do Exemplo
1 nfo € derivavel segundo Hukuhara, para exemplificar este problema, seja A o
conjunto fuzzy triangular A = [0, 2.5, 5] , tomemos a = 0.5, sendo assim, temos

r(t)y =2(t)} =2, [\)°) =2(t,1.25) = > + 1.25¢2 +t+1  (22)

r(t)d =2(t)% =2, [\V°) =2(t,3.75) =t> + 375t +t+1  (23)

Pela Defini¢do 15 da derivada de Hukuhara temos

[ ()] = [(u}) (@), (uR) ()] = [Bt* +2.5t+1 , 3 +T75+1] (24

sendo 2’ : [a,b] — F(R). Entretanto, se tomarmos ¢t = —0.5 temos o seguinte
[ (=0.5)]3° =2 (25)
[2/(—0.5)]%° = 0.5 (26)

Porém isso ndo define um intervalo, pois [z/(—0.5)]%> < [2/(—0.5)]%?, logo
a derivada de Hukuraha ndo € aplicada a este caso. Porém, vimos no exemplo 1
que a derivada definida conforme 14 pode ser aplicada a este caso. A derivada
definida em 14 € um caso particular da derivada fuzzy estudada em [11]. Para
maiores informacdes sobre derivadas de funcdes fuzzy o leitor pode consultar os
seguintes textos ([9], [12], [17]).

18
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2.2 Integral de funcées com parametro fuzzy

Da mesma maneira, podemos definir a integral para fungdes com parametros
fuzzy da seguinte forma:

Definicao 16. Seja x)(t) uma fungdo real parametrizada por X € [\, \g] C R,
se x(t) for integrdvel para todo \ € [\r, Ag| entdo a integral de T5(t) pode ser
dada por:

—

b b
/ fx(t)dt = / :Ex(t)dt. 27
onde, X € F([Ar, Ag]), T5(t) denota a extensdo de zadeh de x(t) em relagdo a A
e faqux(t)dt denota a extensdo de Zadeh de fab xx(t)dt em relagdo a M.

Exemplo 2. Vamos calcular a integral da seguinte fungdo
Z5(t) = Mt + sen®(t) (28)
onde, 2 = (1;2; 3), que representa o nimero triangular fuzzy com suporte em

[1,3] C R.
O gréfico dessa func¢ao fuzzy pode ser dado pelo grafico da Figura 12.

20~

Figura 11: Funcao fuzzy que serd integrada.
Para calcular a integral desta funcao segundo a Defini¢do 16 fazemos o cdlculo

da mesma, utilizando a integral de Riemann e consideramos o parametro fuzzy
como sendo uma constante, portanto, temos que

/:C(}:T + sen®(7))dt = % (XxQ + z — sen(z) cos(x)) . (29)
0
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O gréfico da integral é dado na Figura 12:

X(r)dr

7+ sin’

T
0

J

Figura 12: A cada valor de x associamos um conjunto fuzzy que re-
presenta a drea abaixo do gréfico de 75(t) para t € [0, z].

Por exemplo, se estabelecermos que os limites de integracdo serdao 0 e 27,
entdo a integral serd dada por

2
/ M+ sin’(t)dt = 7(2A7 + 1) (30)
0

e portanto, a integral da funcao fuzzy com limites definidos é um conjunto fuzzy
cujo grafico é dado na Figura 13

09

08—

o7

06—

04

03—

02

01

25 30 35 40 a5 50 55 60 65 70

F(z) = [T 25(t)dt

Figura 13: Conjunto fuzzy referente a integral da fungéo fuzzy 75 (t) =
At + sin? (t) com limites de integragdo 0 e 27.

Geometricamente, como a funcdo integrada é fuzzy, a 4rea abaixo de seu
grifico também €, sendo assim, o conjunto fuzzy da Figura 13, representa 4 area
abaixo do gréfico da fungdio Z5(t) = At + sin®(¢) com limites de integracdo 0 e
2.
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3 Otimizacao de funcoes fuzzy

Definicao 17. Seja (M, d) um espagco métrico e P um conjunto parcialmente or-
denado segundo a relacdo de ordem <p. Considere uma funcdo f : M — P
ex* € Q) C M. Dizemos que x* é um minimizador local de f em () quando
existe um § > 0, tal que, f(x*) <p f(x), para todo v € B(z*,§) N Q. Caso
f(z*) 2p f(x), para todo x € Q, x* é dito minimizador global de f em ().

Na definicdo 17 estabelecemos o conceito de minimizador de fun¢des do tipo
f M — P, onde M é uma espaco métrico e P é um conjunto parcialmente or-
denado. Nesta se¢ao faremos uso desta defini¢do para estabelecermos o minimi-
zador de fungdes f : F(R) — F(R). Onde F(R) é um espago métrico definido
pela métrica de Pompeiu-Hausdorff e um conjunto parcialmente ordenado através
da relagdo 10. Portanto, podemos apresentar a seguinte definicao

Definiciio 18. Considere uma funcdo | : FR) — F(R) ez” € Q@ C F(R).
Dizemos que T* ¢ um minimizador local de f em ) quando existe um 6 > 0, tal
que, f( *) <F f( ), para todo T € B( 5)ﬂQ Caso f( *) <F f( ), para
todo T € ), T* é dito minimizador global de f em S

E importante ressaltar que esta definicio de minimizador se basea no conceito
de menor elemento. Apesar da relagdo de ordem ser parcial, 0 minimizador pre-
cisa ser compardvel com todos os elementos de B(Z*, ).

Com a Defini¢do 18 em maos, podemos estudar os pontos extremos de fungdes
f(x /\) onde 7 e A sdo nimeros fuzzy e A é fixo.

3.1 Extensao de Zadeh para pontos extremos

Neste texto tratamos de funcdes que possuam algum parametro A fuzzy. Por-
tanto, podemos escrever essas fungdes como sendo f(z, ). Naturalmente, a
classificagdo de um ponto extremo pode ser alterada em func¢do do parametro .
O exemplo a seguir ilustra essa situacao:

Exemplo 3. Seja f(x,\) = Az + 222 — 3x — 4. A condigdo necesséria que deve
ser satisfeita para que um ponto x seja extremo €:

d
é(x):0:>3)\x2+4x—3:0

Portanto, podemos escrever os valores criticos como sendo
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=4+ V16 + 36A —4 — /16 + 36\

= ) 31
T 6\ T2 6\ (31
Note que, x; e x5 s30 pontos criticos reais de f se 16 + 36\ > 0, isto é:
16
A> —— 32
> —35 (32)

Vamos concentrar a analise em x;. Para cada valor de A\ associamos um valor

xq. Para classificar o ponto x;, devemos analisar uma segunda condi¢do, por
2

exemplo, para que x; seja minimo € necessario que ﬁ(ajl) > 0.
x
d 2
—d‘; (1) =61 +4>0 (33)

Substituindo (31) em (33), temos:

>0

—44++/1
GA( + 6)\6+36)\)+4

16
A>——
36

16 . .
Portanto, para A > — 36 © ponto x; é um ponto de minimo, enquanto que para

16 16
A< ~36 ndo pode ser classificado de tal forma. Portanto 2 = <—%, +oo) —

{0} é o que chamaremos de conjunto admissivel I de ) para que x; seja um ponto
de minimo. Note que a andlise que fizemos € em relagdo a um ponto extremo
particular, no caso x;.

O conjunto admissivel I serd denotado por )L e suas limitagdes dependem do
dominio da primeira derivada da func¢do em relacdo a x e do conjunto para o qual
0 ponto extremo possui a mesma nomenclatura, isto €, ¢ minimo ou maximo.

As equacdes em (31) estabelecem uma relagdo entre o parametro A e os pontos
extremos x; € xo. Essas funcdes serdo chamadas de fungdo ponto extremo de z1 e
xo e serdo denotadas por p,, (\) e p,, () respectivamente.

E importante salientar que nem sempre serd possivel descrever explicitamente
o valor de um ponto extremo em fung¢do do parametro. Nestes casos, o valor do ex-

af

tremo serd definido implicitamente por A através da fungdo g(x, \) = =—(z,\) =

Oz
22



IV Congresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy (IV CBSF)
16—18 de Novemebro de 2016, Campinas — SP, Brasil.

0. O teorema a seguir nos da condi¢cdes para obtermos os valores dos extremos
explicitamente em funcdo de .

Teorema 7. (Teorema da fungdo implicita) Suponha g(x,y) de classe C* num
aberto 2 C R?, com (xg,vo) € Q, tal que

0

9(zo,0) =0 e 8—5(9307340) # 0. (34)

Nestas condigoes, existe um aberto )y C R?, com (xo,y0) € 4, e uma
unica funcdo y = h(x) definida e de classe C' num intervalo aberto I, vy € I,

(x,h(x)) € Y, e

g(z,h(z)) =0 (35)

A partir deste teorema podemos estabeler algumas defini¢oes.

9,
Definicao 19. Seja g(z, \) = a—f(ac, ) uma fungdo que satisfaz as hipdteses do
x
Teorema 7, entdo por este teorema existe uma funcdo p, tal que © = p,(\), com
A € QI € R. Chamamos a fun¢do x = p,(\) de fungdo ponto extremo de x e

chamamos o conjunto QI de conjunto admissivel II de x.

Note que o conjunto Q! é o maior conjunto tal que se consegue expressar
explicitamente o ponto extremo em funcdo do parametro. Entretanto, esta ndo é
a unica limitagdo do parametro, como vimos no exemplo, podem existir valores
de parametros para os quais a funcdo ponto extremo nao estd definida ou valores
para os quais a classificacao deste ponto muda de nome.

0
Definicao 20. Sejam f(x, \) uma fungdo tal que 8—f(x, \) satisfaca as condi¢cdes
x

do teorema 7, x* um ponto extremo de f(x,\) e \e F(Qyp), onde Q- = QL. N
QLL ¢ o conjunto admissivel de x*. Nestas condicées, denotamos por extenséo do
ponto extremo o conjunto fuzzy T* = py+ (/):), onde p,~ é a extensdo de Zadeh da
funcdo ponto extremo em relacdo a Y

Observamos que para podermos estabeler a extensdo de um ponto extremo
devemos ter [A]° C €+, ou seja, se houver algum elemento do suporte de A que
ndo estiver em {2,+, ndo serd possivel definir o ponto extremo fuzzy dessa fungao.

, L . 16

No Exemplo 3, o conjunto admissivel para x; € dado por 2, = (— 36’ —|—oo) —

{0} e a fungdo ponto extremo é dada por
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—4 + /16 + 36\
pn(N) = ——5 (36)

Portanto, se tivéssemos A = (1;2;3), a extensdo do ponto extremo seria a

extensdo de Zadeh de p,, (\) em relagdo a . Por outro lado, nio poderiamos ter
A= (—1;0;1) pois 0 ¢ Q7 .

3.2 Regiao de otimalidade

-~

Na Secdo 2.3, mostramos que * = p,+ () de fato, ¢ um minimizador, segundo
a Defini¢do 18 da fun¢do f(Z, A). Entretanto, este minimo é de carater local, ou
seja, deve existir um ndmero €*, tal que, para qualquer = € B(Z*, €*), temos

F@E N =p F@N) 37)

Sendo assim, vamos discutir nessa subsecdo qual seria este valor de €*. Vale
lembrar que cada x* € [2*]° é um minimo local da fung¢do f(z, \) para um deter-
minado A fixo. Iniciamos com a seguinte defini¢ao:

Definicao 21. Denotamos por ¢(x*) o maior intervalo real tal que x* seja ponto
de minimo (ou mdximo) de f(x,\*) e ndo exista v € e(x*) tal que x seja ponto
extremo de f(x, \*).

Na Defini¢do 21 estamos considerando que \* € fixo e z* = p(A*). Além
disso, podemos concluir que ¢(z*) é o maior intervalo que contem z*, tal que ndo
exista outro ponto extremo além de x*, isto significa que ndo existe, em €(z*),
outro ponto de minimo ou miximo que nado seja r*.

f(@, A2

f('tv /\1)

(X)L e(x,), X% e(X,)g &(X,)g

Figura 14: Exemplo de ¢(x). Notamos na figura que o valor de €(x*) varia de acordo
com z*. O intervalo destacado representa a intersec¢do de dois conjuntos e(z7) N e(z3) .
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Na Figura 14, exemplificamos os intervalos e(z}) e ¢(z}). Na Figura 14
também destacamos a intersec¢do entre €(z7) e €(x}), esta intersec¢do determi-
nard o valor de €* quando A for fuzzy. Veja a Defini¢cao 22.

Definicao 22. Seja, () conforme Defini¢do 21 e f(?ﬁ, X) com\ € F (R) fixo e
T* = p(A). Sendo assim, podemos definir

Q= () e (38)

Figura 15: Exemplo de Q.. O conjunto fuzzy z* representado é obtido através da ex-
tens@o de Zadeh da fungdo ponto extremo. As tonalidades de cinza do grafico indicam o
grau de pertinencia para cada valor de x, quanto mais escura for a tonalidade, maior é o
grau de pertinéncia.

Pela Figura 15, podemos notar que para qualquer A € [X]O, ¥ = p(A)éo
tinico ponto extremo de f(z, \) para z € Q. = (QLQE).

O objetivo desta subsegdo ¢ definir o €*, onde €* serd o raio da bola B(z™*, €*)
onde 7* é minimo. Deste modo, vamos definir ¢ como sendo:

¢ = min{|QF — 23°|, |QF — 23|} (39)
- J.(L& Py
- Qrf z30 TR oF i

Figura 16: Exemplo de €*. Este valor garantird que qualquer perturba¢do de T* em
B(z*, €*) terd suporte contido em 2.
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Estamos apenas interessados nos casos onde [7*]° C €, isto €, s6 podemos
garantir a otimalidade de 7* se [2*]° C Q.. Por fim, apresentamos um teorema
que relaciona a distancia entre dois conjuntos fuzzy e a relacdo de inclusao entre
0S Seus suportes.

Teorema 8. Sejam 7 € F(R) e y € F(R). Se do(Z,y) = ¢ entdo [y]° C
[3:\% -6 E(})% + 6]'
Demonstragdo. Se d(Z,y) = ¢ = sup (dy([z]%, [y]*)) = €, portanto podemos

a€(0,1]
escrever

dr([2]% [9]°) < € = max{|z) — v7|, |z% — yh|} <e
20 — )| <e=af) —y) <e=a) —e <y} (40)

2% —ypl <e=al —yh > —e=ah +e >yl (41)

Pela dltima desigualdade de 40 e 41, podemos concluir que [5]° C [z, —
€, /I\R + 6]. L]

Este resultado serd utilizado ao longo das demonstra¢des dos teoremas princi-
pais deste capitulo.

4 Teoremas preliminares e teorema principal

Nesta secdo apresentamos inicialmente alguns resultados referentes a fungao
pe+(\). Estes resultados serdo fundamentais para demonstrarmos o teorema prin-
cipal deste texto.

O primeiro teorema que apresentamos vem mostrar que sob determinadas
condi¢des, o valor 6timo da fung¢do f(z, A) varia monotonicamente em relagdo
ao ponto extremo.

Teorema 9. Seja f(x, \) uma funcdo mondtona em relagdo a \ tal que

Of (z, \)
0

satisfaca as hipdteses do teorema da funcdo implicita em Dom(\), entdo f(z*, p;.t(x*))
¢ monétona em relagdo a x* em D, onde D é o dominio de p,.' (x*).

Of(xz, \)
0

x
entdo p.«(\) possui inversa para A € [)]
quanto p,.!(z*) sio monGtonas.

Demonstragdo. Como satisfaz as hipoteses do teorema da fun¢do implicita,

O e consequentemente, tanto p.-(\)
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Para mostrar que f(z*, p,.! (v*)) é monStona em relagdo a z* em D, basta mos-
trarmos que para quaisquer x; e r arbitrariosem D, f(x1, p;t(21)) < f(29, poi (22))
ou f(x1, p,(x1)) > f(x2, piit (22)). Para isso teremos que considerar 8 casos.

e Caso 1.

1. f(z, \) é crescente em relag@o a \;
2. p,i(x*) é crescente em relagdo a x*;

3. 2* € um ponto de minimo.

Sejam x; e x5 arbitrarios com 7 < x5. Pelo item

flar, pp (1)) < f(22, i (21))

Pelos itens 2 e 3, temos

f@a, pp (1)) < f(22, i (22))

Logo,

flar, pzi(21)) < fwz, pr (2))
portanto, nessas condigdes f(z*, p, (x*)) é mondtona e crescente.

e Caso 2.

1. f(x, ) é decrescente em relagdo a \;
2. p,i(z*) é crescente em relagdo a x*;

3. x* € um ponto de minimo.

Seja x1 < x4, temos:

flar, pp (1)) > flan, ot (22)) > f (22, pi (22))

A primeira desigualdade € justificada pelos itens 1 e 2 e a segunda pelo item
3. Neste caso a funcdo é decrescente.
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Caso 3.

1. f(x, \) é crescente em relagdo a \;
2. p,(z*) é decrescente em relagdo a x*;

3. x* é um ponto de minimo.

Seja x1 < x4, temos:

f(@y, ppe (21)) > fl1, pz (22)) > (@2, it (22))

A primeira desigualdade € justificada pelos itens 1 e 2 e a segunda pelo item
3. Neste caso a funcdo é decrescente.

Caso 4.

1. f(x,\) é decrescente em relagdo a \;
2. p,+(x*) é decrescente em relagdo a z*;

3. x* é um ponto de minimo.

Seja xy < x4, temos:

fla1, pp (1)) < e, pp (21)) < f (22, pi (22))

A primeira desigualdade ¢ justificada pelo item 3 e a segunda pelos itens 2
e 3. Neste caso a funcao € crescente.

Caso 5.

1. f(z, \) é crescente em relagdo a \;
2. p,(x*) é crescente em relagdo a x*;

3. 2* € um ponto de maximo.

Seja r; < g, temos:

f(xhp;*l(xl)) < f(l’l,p;*l(l'Q)) < f(%g,p;*l(l'g))

A primeira desigualdade € justificada pelos itens 1 e 2 e a segunda pelo item
3. Neste caso a funcdo é crescente.
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Caso 6.

1. f(x, ) é decrescente em relagdo a \;
2. p,(z*) é crescente em relagdo a x*;

3. x* é um ponto de maximo.

Seja x1 < x4, temos:

f(@r, ppe (21)) > f(2, p2 (1)) > [ (@2, it (22))

A primeira desigualdade € justificada pelo item 3 e a segunda pelos itens 1
e 2. Neste caso a funcdo € decrescente.

Caso 7.

1. f(x,\) é crescente em relagdo a \;
2. p,+(x*) é decrescente em relagdo a z*;

3. x* é um ponto de maximo.

Seja xy < x4, temos:

flar, pp (1)) > e, ot (21)) > f (22, p, (22))

A primeira desigualdade € justificada pelo item 3 e a segunda pelos itens 1
e 2. Neste caso a funcdo € decrescente

Caso 8.

1. f(z,\) é decrescente em relagdo a \;
2. p,i(z*) é decrescente em relagdo a x*;

3. 2* € um ponto de maximo.

Seja r; < g, temos:

f(xhp;*l(xl)) < f(l’l,p;*l(l'Q)) < f(%g,p;*l(l'g))

A primeira desigualdade € justificada pelos itens 1 e 2 e a segunda pelo item
3. Neste caso a funcdo é crescente.
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z

Portanto, mostramos que, sob as hipéteses apresentadas, f(z*, p,-(z*)) é
mondtona em relagdo a x*.
]

A seguir vamos apresentar um exemplo que ilustra o caso apresentado

Exemplo 4. Seja f(x,\) = —23 — A\z? + 5z + 3. Vamos verificar se a fungio
f(z*, pt(x*)) de fato é mondtona.
0 A
Incialmente, vamos calcular %’)
x
Of(x,A)
Ox
Esta funcdo possui duas raizes em x, estas raizes podem ser dadas em fungao
de A por :

=322 -2 \r+5 (42)

. 2A+ V4N 460 . 22— V4X2 460
T = e Ty = (43)
—6 —6
portanto, a fungdo possui dois pontos criticos. Calculamos a segunda derivada da
seguinte forma

0 f(x,\)

oz —62 — 2\ (44)

. L . Pflas,\) . .
Para que z} seja ponto de minimo é necessério que ———=— seja positivo,
0x?

portanto, fazendo as devidas substuicdes temos:

0% f (a3, \)
Ox?
o que é verdade para todo A\ € R. Portanto, para qualquer A real, o ponto x5 é um
ponto de minimo.

=4X2+60>0 (45)
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f(x,\)

Figura 17: O gréfico apresenta uma curva para cada valor especifico de A\. A curva
transversal representa a fungdo f(z*, ;! (z*)).

Podemos escrever A em fun¢do de z7 conforme Equacio 46

B —323+5
N 2.’172 ‘

A (46)
Portanto, substituindo a Equagao 46 em f(z, \) obtemos a expressio de f(z*, p,:* (z*))
que dada pela Equagao 47

*\3 *
ft ) = L
que claramente é uma fun¢do mondtona crescente.

O grafico da Figura 17 apresenta as curvas das fungdes f(z,\), para z €
[—2,0], para A variando entre entre -1 e 1. Note que a curva em destaque repre-
senta a fungio f(z*, p, (z*)).

Notamos que D = {p,+(\) : A € Q,+} sdo todos os possiveis valores de
6timo.

O proximo resultado, Teorema 10, garante sob determinadas hip6teses que os
extremos esquerdos de cada o-nivel da imagem de f (Z*, \) sdo as imagens de

algum dos extremos de [T%|* e [A]°.

+3 47)

Teorema 10. Seja f(x,\) uma fungdo continua e mondtona em relagcdo a \ tal

0 A
que M satisfaca as hipdteses do teorema da fung¢do implicita em Dom(\).

Ox
Se f(z, \) for crescente em relagdo a \ entdo Vo € [0,1], f(T*,N\)F = f(z7%,\})
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ou f(x*, /):)‘L‘ = f(x3, A}). Caso f(x,\) seja decrescente em relagdo a \ entdo
F@ N5 = @, A%) ou f(@*, N = f(aF, AR)

Demonstracdo. Inicialmente, vamos supor que f(z, A) seja crescente em relacao
a A. Temos também que

f@* ) = min{f ([ )} (48)
Como a fung¢do € crescente em relacdo a A, implica que
min f([2°]°, [\]*) = min f([7]", Af)

Pela definicdo de x* temos que

min f([Z°]%, A7) = f(z7%, A7)  ou min f([77]%, A7) = [ (2R, AT)

Analogamente, a demonstragdo pode ser feita para o caso em que f(z,\) é
decrescente em relacdo a .

]

As Figuras 18 e 19 ilustram os casos abordados.

Figura 18: Tlustragio do caso onde Figura 19: Tlustragio do caso onde
f(x*, pt(x*)) é crescente. f(x*, pt(x*)) é decrescente.

Observacdo 2. Se f(z*, p, (z*)) for crescente em relagio a 2%, entdo

f@, N = fagx AL) (49)

caso seja decrescente

f@ N1 = f(zge, AL (50)
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Of (z, \)
0

Teorema 7 e mondtona em relacdo a \. Se [7]° € Q. entdo

Teorema 11. Seja f(x, \) uma fungdo tal que satisfaca as hipoteses do

-~

f(f*j)% =f(z,\)] = 27 <x]*ouaxy <zxf Vaecl01l] (51)
onde T* = Py (X)

Demonstra¢do. Como f(x, \) é continua em relagdo a ambas as varidveis, pode-
mos aplicar o Teorema 1, e escrever a seguinte implicacao

F@NG = f@E NG = min f([27], [N*) = min f([F]°,[N*)  (52)

Vamos supor inicialmente que a monotonicidade da f em relacdo a \ seja
crescente, isso implica que podemos escrever a dltima igualdade em (52) como
sendo

min £([7*]%,A¢) = min f([7]%,X3) = f(@*, N2 (53)

Supondo que f(x*, p,- (z*)) seja crescente, pelo Teorema 10 e Observacio 2,
temos que

F@ N5 = fagx A7) (54)
Logo, pela equagdo 54 e 53, podemos escrever a seguinte igualdade
f(xF%, A7) = min f([Z]*, \]) = a¢x € [2]* = 2§ < xFx (55)

Vamos supor agora que f(z*, p,(2*)) seja decrescente, mais uma vez, pelo
Teorema 10 e Observagdo 2, temos que

F@NE = flafer A7) (56)
Logo, podemos escrever a seguinte igualdade
fla%x, AT) = min f([Z]Y,A\]) = af* € [7]* = af*x < 2% (57)

No caso em que a fungdo € decrescente em relacdo a A\, a demonstracdo €
andloga.
[
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O proximo resultado, Teorema 12, € o resultado principal deste capitulo, nele
mostramos que a extensdo de Zadeh de 2* = p,«(\) € de fato um ponto de minimo
local para f(x, \) segundo a relagdo de ordem da Defini¢ao 11.

of (x, )
ox

do Teorema 7 e mondtona em relacdo a \. Seja T* = p,» (X) onde N € F (R)
é tal que [\°
um minimizador local de f(%, \) em B(Z*,€") segundo a relagdo de ordem da
Definigcao 11.

Teorema 12. Seja f(x,\) uma fungdo tal que satisfaca as hipdteses

C Qe Q. seja um intervalo tal que [z*]° C Q.. Entdo, T* é

Demonstracdo. Mostraremos que sob as hipdteses descritas

@2 =p F@N) VZ € B(@*, ¢") (58)

Vamos supor por absurdo que isto ndo seja verdade, ou seja, 3= € B(Z*, €*) tal
que f(T,\) <p f(Z*,\) ou I € B(Z*,¢*) tal que T e Z* ndo sdo comparéveis.

De acordo com a relagdo de ordem apresentada na Defini¢do 11, mostrar que
37 € B(7*, ¢*) tal que f(Z,\) < f(Z*, \) é 0 mesmo que mostrar que

1. 3o € [0,1] tal que f(T, \)g < f(T*, \)S;
2. Caso f(T,\)% = f(Z*,\)¢ Va € [0,1], entdo Ja € [0, 1] tal que f(T,\)% <
F(T* N)%.

Inicialmente vamos supor que o item (1) é verdadeiro, pela continuidade de
f(z, \) em relagdo as duas varidveis podemos aplicar o teorema de Nguyen, e
portanto temos que para algum « € [0, 1]

~.

min f([7]*, (%) < min /(7" [N]") (59)
Isso implica que para algum \* € [\]%, temos que

.

min f([z]%, A") < min f([z7]% A7) (60)

Por hipétese, [7*]* C Q. além disso, T € B(Z*,€*) e portanto, [Z]* C €.,
sendo assim, podemos escrever:

min f([Z]% \*) = f(per(A*), \*) < min f([7]*, \") (61)

Portanto chegamos a uma contradi¢do do item (1). Vamos supor agora que o

item (2) seja verdadeiro, isso significa que para algum « € [0, 1]
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maxc f([7]", [N*) < max f([#]°, [\) (62)

Note que como f(x, \) € mondtona em relacdo a A o maximo da funcdo serd

atingido em \* = A¢ ou \* = A%, portanto podemos reescrever a igualdade acima
como

max f([Z]%, \*) < max f([Z*]*, \*) (63)

A desigualdade acima implica que 3 € [7*]* tal que Z ¢ [7]* e f(x, \*) <
f(& )V € [T)*

Pelo Teorema 9 sabemos que a fungio f(z*, p,.(z*)) é mondtona em relagdo
a x*, vamos supor a principio que seja crescente. Pelo Teorema 11 temos que
7% < 23, sendo assim, pelo fato de # ¢ [T %, podemos concluir que

—a ~ *Qr
Tp<IT<1pR

Pela defini¢do de ¢*, f(x,A*) ndo possui ponto de maximo em B(z}y, €"),
entao:

max f([7°]%, A7) = f(zg)  ou  max f([Z"]", A7) = f(aT", A7)
Porém x* # &, pois 1 ¢ [T]*. Logo

max f([Z7]% A7) = [z, A7)

Portanto, temos:

F@R, A7) < flag, A7) = Flp(A7), A7) (64)

A dltima igualdade € verificada pela monotonicidade crescente de f(z*, p,.t (z*)).
Mas isso é uma contradigdo, pois T} € €2 e p(A*) é minimo de f(z, \*) para
qualquer x € €,

Vamos supor agora que f(z*, p,.!(7*)) seja decrescente. Pelo Teorema 11,
temos que z < T} sendo assim, pelo fato de T ¢ [%*]O‘, podemos concluir que

Qv =, —Q
rp <x <7}

Portanto,
max f([Z%]%, ") = f(a71, A7)
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Sendo assim, temos

F(p(N), X*) = [, A7) > (7", A7) (65)
Mas isso é uma contradi¢do, pois T;* € Q. e p(\*) é minimo de f(z, \*) para
qualquer x € €)..
Por fim, precisamos mostrar z* é comparavel com qualquer elemento de B(T™*, €*).
Na realidade, isto ja foi feito, pois ao tomarmos um elemento arbitrario de B(z*, €*)
para mostrarmos que f(:zc /\) <F f(x /\) Vz € B(Z*, €*) provamos que é possivel
comparar f (x )\) com a imagem de f (m )\) avaliada em qualquer elemento de

B(z*, €*). Isso conclui a prova do Teorema.
O

Na sec¢@o seguinte apresentamos alguns exemplos que ilustram os resultados
estudados.

4.1 Exemplos

Os exemplos que apresentaremos t€m o objetivo de ilustrar os conceitos estu-
dados e evidenciar alguns detalhes sutis inerentes nos resultados anteriores.

Exemplo 5. Seja a fun¢do f(x, \) = A\z? — 5z + . Vamos calcular um minimi-
zador de f(Z, \) para A = (2;4;6).

Se considerarmos f(z, A) como uma fun¢do de duas varidveis, seu grafico é
uma superficie representada na Figura 20

0B
..».~.-.:.:~., 52

RRERLAL,

Figura 20: Superficie de f(x, A). Nota-se que para cada \ fixo (Corte em \), a fungio
possui um minimo local.
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O grafico de f(x, /):) ¢ apresentado na Figura 21:

Figura 21: O gréfico de f(a:, X) A cada x € R associa-se um conjunto fuzzy. O grau de
pertinéncia desse conjunto fuzzy € proporcional a tonalidade escura do grafico.

Pelo grifico da Figura 21 ja é possivel notar a monotonicidade de f(z, A) em
relacdo a A, entretanto em poucos passos € possivel verificar algebricamente essa
afirmacdo. Para qualquer \; > )\, podemos escrever:

flz, M) = 2 =52+ A = M (2® +1) =5z > \y(2® + 1) — 52 = f(x, \)

Portanto, f(x, \) € crescente em relacdo a A. O cdlculo da primeira e segunda
derivada em relagdo a x € dado por:

Of(x,A) 0% f(z, )
— =2 \r -5 —_—
ox ‘ 0%x
E fécil verificar que a primeira fungdo em (66) satisfaz as hipéteses do teorema
0f(x,A)
Ox

neste ponto a derivada parcial de f(x, \) em relagdo

=2\ (66)

da funcdo implicita (Teorema 7), isto € é de classe C' e esta funcio se

5

iguala a zero quando x = 33},

a A ndo se anula.

Sendo assim, a segunda derivada é positiva para valores positivos de . Por-
tanto, o conjunto admissivel I é dado por Q£ = (0, +00). O conjunto admissivel
II (Defini¢do 19), é dado por /7 = R — {0}. Portanto, podemos escrever

Qe = QLN QU = (0, +00) (67)

O conjunto (2, representa o conjunto admissivel para o suporte de X, ou seja,
s6 podemos aplicar o Teorema 12 se o suporte de A estiver contido em €2,«. A
funcdo ponto extremo € dada por
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5

portanto, para aplicarmos o Teorema 12 temos que ter [X]O C Qe = (0, +00).
Como [\]° = [2,6] C (0, +00) podemos concluir que a exteng¢do de Zadeh de

(68)

Per(N) = X ¢ um minimizador local para f (:1: )\) A Figura 22 representa e

%

T .

n n n
2 25 3 3.5

>y et

Figura 22: Gréfico da fungéo de pertinéncia do parimetro fuzzy Xedo ponto de minimo
fuzzy z* respectivamente.

Vamos aproveitar este exemplo para fazermos alguns experimentos, iremos
comparar o valor de f (:1: )\) com f (:1: )\) para alguns valores de T € B(Z*,€").
Onde €* € definido conforme Equacao 39.

Nas figuras subsequentes, os gréﬁcos da esquerda representam a fungdo de
pertinéncia das varidveis de entrada 7* e 7, onde 7 € uma perturbagio do minimi-
zador T* e os gréficos da direita representam as imagens de f (x )\) ef (x )\)

Na Figura 23, apresentamos o primeiro teste. Como todo ponto de minimo de

f(z, \) é global para qualquer valor de ), entdo =* deve ser um minimizador para
qualquer perturbacao feita.
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7@ »

Flgura 23: Exemplo de perturbag¢do do 6timo fuzzy. O grifico da direita confirma que
f@ N <f f(z,\) conforme relacio de ordem definida em (10).

~ -~

Na Figura 24, para qualquer o € [0, 1], temos [f(Z, A)]* C f(Z*, \)]°, entre-
tanto, segundo a relacdo de ordem definida em (11), temos

7@\ =p f@N) (69)

~

isso porque, para qualquer o € [0, 1], temos [f(Z ,X)] f(x ,X)] .

concluir pela relagdo de ordem 10 que f(f*, X) <f ( ,X)

A Figura 25 ilustra um caso onde o conjunto fuzzy da perturbacdo esta to-
talmente a esquerda do minimizador ndo existindo pontos em comum entre 0s

%

mesmos, isto é [7]° N [2%]° = 0.
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8)
8)

2 ’ F@ %)

Figura 25: Grifico de uma perturbagéo totalmente a esquerda. No gréfico da direita
notamos que para qualquer o € [0, 1], temos [f(Z, \)|} < f(z*, N)]¢.

A Figura 26 ilustra um caso onde [7*]° C [7]°. Notamos que para qualquer
a € [0, 1], temos [f(a: )\)] f( )\)]L, entretanto, temos f(x )\) < f(x )\)
para qualquer o € [0,1], o que garante que f(a: )\) <r f(x )\) Este caso
também ilustra uma aplica¢ao do Teorema 11.

8)

Figura 26: No grafico da esquerda temos [Z*]* C [z]¢, Va € [0, 1]. O grifico da direita
representa o caso onde os limites inferiores de cada a-nivel da imagem da perturbagdo e
do minimizador s@o iguais, a desigualdade é decidida pelo extremo superior dos a-niveis
da imagem.

Na Figura 27, temos um caso similar ao representado na Figura 24, entretanto,
as diferencas entre os limites inferiores dos a-niveis da imagem sdo muito me-
nores. Na Figura 27, grifico a esquerda, destacamos com um circulo a parte do
grafico que garante f(x )\) <F f(x )\)
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8)
)
%

6 8 10

o~ ! E - 4 N
z (2, )

Figura 27: O minimizador Z* e a perturbagéo Z* possuem o mesmo elemento com grau
de pertinéncia 1, entretanto se diferenciam pelo suporte.

No exemplo anterior, trabalhamos com um caso onde a fungdo f(z, \) é con-
vexa para qualquer A fixo, e portanto, o ponto de minimo considerado € global,
fazendo com que f(z*,\) < f(z,\) para qualquer T com suporte em R. No
préximo exemplo vamos trabalhar com uma funcao que ndo é convexa e por isso,
teremos uma limitacdo na vizinhanga de otimalidade de z*.

Exemplo 6. Seja a funcdo f(z, A) = 2.5\ + cos(z — A), com f : [0,2.571] — R.
Seja A o numero fuzzy triangular (0.7;1.1;1.5). Vamos calcular o minimo de
7@ n). R

O gréfico de f(x, \) pode ser dado por:

Figura 28: Grifico de f(m,X) = 25X + cos(z — X) A cada z € R associa-se um
conjunto fuzzy. O grau de pertinéncia desse conjunto fuzzy € proporcional a tonalidade
escura do grafico.

Inicialmente, é possivel notar pelo grafico que f(x, \) € monétona em relagdo

a A no suporte de A\. Em seguida, é necessario calcularmos a primeira e segunda
derivada de f(z, \) em relagéo a x.
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afg;’ A) = —sen(z — \) e % = —cos(x — \) (70)

Portanto, igualando a primeira derivada a zero, temos a seguinte fun¢do 6timo

¥ = pp(A) = A+ arcsen(0) = A+ (71)

Obviamente que arcsen(0) possui diversas solugdes, S = {N7 : K € Z},
para cada k temos um ponto critico associado, vamos estudar o ponto critico as-
sociado a N = 1, sendo assim, vamos considerar que arcsen(0) = .

Para que z* seja um ponto de minimo temos que ter a segunda derivada posi-
tiva, ou seja, —cos(z* — \) > 0, portanto

3
cos(:v*—)\)<0:>g+27rk:<x*—/\<§+27Tk

para qualquer k£ € {0, 1,2, ...}, fazendo as devidas manipula¢des devemos ter

3
—§—2Wk+x*<)\<—g—27rk:—|—x* (72)

Substituindo x* pela equagdo 71, podemos escrever

:>—3§—27rk+)\+7r<)\<—g—27rk+>\+7r (73)

Portanto, temos a seguinte relacao

—g—2wk<0<g—2ﬂk (74)

Quando x* = A + 7 esta relagcdo somente € valida para k = 0. Entretanto, os
célculos mostram (equagdo 74) que o sinal da segunda derivada nao depende da
escolha do A, sendo assim, para qualquer A € R, * = A\ + 7 € ponto de minimo.

Como a fung@o esta definida em [0, 2.57] devemos ter

0<A+7<25r= —7<A<1lbrm (75)

Como o suporte de A é [0,7,1.5], a desigualdade acima ¢ vélida.

Pela Equacdo (71), sabemos que a primeira derivada se anula para z = \ + 7,
além disso, quando calculamos a derivada de —sen(z — \) obtemos —cos(z — \),
substituindo x por A + 7, temos —cos(mw) = 1 # 0. Portanto, podemos concluir
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que a primeira derivada satisfaz as hipéteses do teorema da fung@o implicita para
qualquer A com suporte em [—m, 1.57].

Pela Figura 29 podemos notar que o conjunto (). € um intervalo limitado e
fechado dos reais. A Figura 29 representa esse intervalo.

A~
*
x €

Figura 29: Representacio do intervalo 2. Este € o intervalo em que z* € o tnico ponto
critico para qualquer A € [A]°.

Nem sempre € possivel calcular este intervalo, neste exemplo, € facil verificar
que os extremos do intervalo € dado por

cos(x —0.7)=1=2=21+0.7 (76)

cos(r—15)=1=zx=n1+15 (77)

portanto, . = [r + 1.5,27 + 0.7].

Portanto, pelo Teorema 12, podemos garantir que a extensdo de Zadeh de
pe+(A) = A+ 7 tem como imagem um minimizador local de f(Z, A), segundo a
Definicdo 17.

Assim como fizemos no exemplo anterior, vamos apresentar alguns testes que
comparam a imagem de Z* 4 imagem de um ponto da vizinhanca dele. E impor-
tante notar que neste exemplo ndo podemos tomar uma perturbac@o arbitraria de
x*. A fun¢@o de pertinéncia de A e * é dada nas seguintes figuras
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Figura 30: Grafico da fungdo de pertinéncia do parimetro fuzzy A e do ponto de minimo
fuzzy T* respectivamente.

Sendo assim, o minimizador do problema é o ndimero fuzzy triangular * =
0.7 + m,1.1 + m,1.5 + 7. Com a solugdo em maos, vamos fazer algumas
pertubagdes na mesma e verificar que z* de fato é minimizador de f(fc\, X)

Na Figura 31, realizamos uma perturbagio deslocando o minimizador para di-
reita. Claramente, aimagem do minimizador € menor que a imagem da perturbacao
de acordo com a relacdo de ordem definida em (10).

0
0.5 1 15 2 25 3 3.5

@\

Figura 31: Exemplo de perturbacio do 6timo fuzzy. O gréfico da direita confirma que
f(@*,X\) < f(z,\) conforme relagdo de ordem definida em (10).

Na Figura 32, temos [7]® C [2*]°. Segundo a relagdo de ordem definida em
11, temos

~

7@ N = f(TN) (78)

isso porque, para qualquer ov € [0, 1], temos f(Z*, \)% < f(%, A)%. Essa desigual-
dade ndo € graficamente clara, mas ocorre na regido destacada pelo retangulo no
grafico da direita da Figura 32.
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Figura 32: O gréfico da direita ilustra uma diferenca muito sutil entre a imagem do
minimizador e da perturbacdo. Notamos que para « préximo de 0, temos f(z*,\)§ <

F@ N

Na Figura 33 a perturbacdo é um deslocamento para direita do minimizador.
Nota-se que claramente pelo gréfico da direita que

~ o~

@) =p F@N)

0.9
0.8
0.7
0.6
05
0.4
0.3
0.2
0.1

3.2 3.4 36 3.8 4 4.2 4.4 46 0.5 1 1.5 3 35 4

35
7%

8)
o

Figura 33: O grifico da esquerda apresenta a fungdo de pertinéncia do nimero fuzzy
minimizador, * e da perturbacédo . O gréfico da direita mostra claramente a desigualdade
esperada.

A Figura 34 ilustra um caso onde [z*|* C [z]* para qualquer o € [0, 1]
. Notamos que para qualquer a € [0, 1], temos [f(Z,\)]¢ = f(Z*, \)]¢, entre-
tanto, temos [f(Z*, A\)|% < f(Z, \)]% para qualquer o € [0, 1], o que garante que

f(@*,\) < f(z, \). Este caso também ilustra uma aplicacao do Teorema 11.
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Figura 34: Neste caso, os a-niveis do minimizador estdo contidos nos a-niveis da
perturbacdo.

Por fim, apresentamos um caso onde o elemento de maior grau de pertinéncia
¢ 0 mesmo para o minimizador e para a perturbacdo. Este também € um exemplo

~ ~

que ilustra uma aplicagdo do Teorema 11. Como [f(Z, X)]% = f(z*, ;\\)]% temos
79 < T*¢ para qualquer a € [0, 1].

09
08
07
06
05
04
03
02
01

Figura 35: A perturba¢do é um deslocamento do suporte do minimizador, mantém o
elemento de maior grau de pertinéncia comum aos dois ndmeros fuzzy. A ordem entre as
imagens € definida pelo extremo superior dos a-niveis.

Neste exemplo, estamos trabalhando com uma func¢do que possui diversos
pontos criticos, fizemos o estudo baseado em ponto de minimo especifico, z* =
A+
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5 Conclusao

Este texto pode ser separado em duas partes: a primeira traz os conceitos
basicos e fundamentais sobre a teoria fuzzy e a segunda parte contempla a pro-
posta de estudo de pontos extremos para fungdes reais com parametros fuzzy.

Em relacdo a teoria fuzzy apresentamos as definicdes de a-nivel, distancia de
Pompeiu-Hausdorff, extensdo de Zadeh. Apresentamos também o Teorema de
Nguyen e sua extensdo para espacos de Hausdorff. Realizamos estudos a cerca
das func¢des fuzzy definidas através de funcdes cldssicas com parametros fuzzy e
por fim estudamos a ideia de derivada e integral dessas funcdes. Como resultado
principal desse estudo apresentamos os Teoremas 5 e 6.

Quanto a otimizagdo de funcdes fuzzy, apresentamos um estudo sobre as pro-
priedades da extensdo de Zadeh da fungdo ponto extremo, denotada por p(A). No-
tamos que, utilizando a relacdo de ordem definida em 10, podemos concluir que
a extensdo de Zadeh da fungéo ponto extremo € o minimizador (maximizador) de
f(z, A) no sentido de menor elemento, definido em 17.

Como resultados preliminares, apresentamos os Teoremas 9, 10 e 11 que em-
basam a demonstracdo do resultado principal deste texto. Apresentamos como re-
sultado principal o Teorema 12 que garante sob certas condigdes, que a extensdo
de Zadeh da fun¢ao ponto extremo é um minimizador local de f (7, \) .

Por fim, apresentamos dois exemplos que ilustram a aplicacdo dos principais
conceitos e resultados desenvolvidos neste texto.
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