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Grupo de Lógica, Linguagens, Informação, Teoria e Aplicações – LoLITA

bedregal@dimap.ufrn.br

Resumo
O processo de combinar diversos valores numéricos num único valor que

de alguma forma represente todos eles é chamado de agregação e a função
numérica que realiza este processo é denominada de função de agregação.
Quando esses valores são graus de pertinência ou valores verdades num con-
texto fuzzy (ou de alguma de suas extensões) essas funções de agregação têm
que ter certas propriedades. Se consideramos que cada um dos graus de per-
tinências a serem agregados é resultado da opinião de diversos especialistas
ou da aplicação de diversos métodos, então quando esse graus são todos ze-
ros ou todos uns, o resultado da agregação também deve ser zero ou um,
respetivamente e além disso quanto maiores os graus de pertinência, maior
deve ser o resultado da agregação. É claro que outras condições também po-
dem ser impostas em determinadas circunstâncias, como por exemplo que
seja comutativa, idempotente, associativa, etc.

Neste minicurso, veremos diversos tipos de funções de agregação e
aplicações em tomada de decisão e processamento digital de imagens (com-
pressão, ampliação e eliminação de ruidos).

1 Introdução

O processo de combinar diversos valores numéricos num único valor que de
alguma forma represente todos eles é chamado de agregação e a função numérica
que realiza este processo é denominada de função de agregação. Funções de
agregação são também chamadas na literatura de operadores de agregação porém
quando lidamos com agregação de valores numéricos, do ponto de vista ma-
temático1, o nome função de agregação parece mais correto que o termo ope-

1Operadores em matemática operam sobre objetos mais complexos que simples conjuntos
como é o caso de funções.
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rador de agregação. Esta definição simples e informal deixa em evidência que
funções de agregação têm um grande potêncial de aplicações em diversas áreas
de conhecimento, como em matemática aplicada (probabilidade, estatı́stica e te-
oria de decisão, por exemplo), ciência da computação (por exemplo em inte-
ligência artificial, processamento digital de imagens e algoritmos experimentais),
em economia (por exemplo, em análises de risco), etc. Porém quando esses va-
lores são graus de pertinência ou valores verdades num contexto fuzzy (ou de
alguma de suas extensões) essas funções de agregação têm que ter certas proprie-
dades. Se consideramos que cada um dos graus de pertinências a serem agregados
é o resultado das opiniões de diversos especialistas ou da aplicação de diversos
métodos, então quando esses graus são todos zeros ou todos uns, o resultado da
agregação também deve ser zero ou um, respetivamente e além disso quanto mai-
ores os graus de pertinência, maior deve ser o resultado da agregação. Ou seja,
num contexto fuzzy, uma função de agregação A necessita como mı́nimo satis-
fazer as propriedades: A(0, . . . , 0) = 0, A(1, . . . , 1) = 1 e se xi ≤ y então
A(x1, . . . , xn) ≤ A(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn) para todo i ∈ {1, . . . , n}. É
claro que outras condições também podem ser impostas em determinadas cir-
cunstâncias, como por exemplo que seja comutativa, idempotente, associativa,
etc. As funções de agregação são classificadas em conjuntivas (o resultado sem-
pre é menor ou igual ao menor dos graus de pretinências), disjuntiva (o resultado
sempre é maior ou igual ao menor dos graus de pretinências), média (o resultado
sempre é um valor que está entre o menor e o maior grau de pretinência de en-
trada), e hı́brido (quando não é nem conjuntivo, nem disjuntivo nem uma média).

Neste minicurso, veremos diversos tipos de funções de agregação conjuntivas
(t-normas), disjuntivas (t-conormas), de média (médias baseadas em funções de
peso) e hı́bridas (uninormas) e aplicações em tomada de decisão e processamento
digital de imagens, mais especificamente em compressão, ampliação e eliminação
de ruidos de imagens.

2 Preliminares

Nesta seção forneceremos algumas definições básicas e notação usada no texto.

1. Dado um conjunto parcialmente ordenado 〈L,≤〉 e X ⊆ L, a ∈ L é um
maiorante (minorante) de X se para todo x ∈ X temos que x ≤ a (a ≤ x).

2. Dado um conjunto parcialmente ordenado 〈L,≤〉 e X ⊆ L, o supremo
(ı́nfimo) de X , se existir é o menor dos maiorantes (é o maior dos minoran-
tes). Denotaremos o supremo de X por

∨
X e o ı́nfimo por

∧
X .
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3. Quando X é finito, digamos X = {x1, . . . , xn},
∨
X e

∧
X também são

denotado por x1 ∨ · · · ∨ xn e x1 ∧ · · · ∧ xn, respetivamente.

4. Um conjunto parcialmente ordenado 〈L,≤〉 é um reticulado se todo par de
elementos tem um supremo e ı́nfimo.

5. Um reticulado 〈L,≤〉 é limitado se existem elementos ⊥,> ∈ L tal que
para cada x ∈ L, ⊥ ≤ x ≤ >.

6. Um reticulado 〈L,≤〉 é completo se todo subconjunto de L tem supremo e
ı́nfimo.

7. [0, 1]n denota [0, 1]× · · · × [0, 1]︸ ︷︷ ︸
n−vezes

.

8. Dado i ∈ {1, . . . , n} defina a função de projeção i-ésima πi : [0, 1]n →
[0, 1] por πi(x1, . . . , xn) = xi.

9. Para todo x ∈ [0, 1] a tupla (x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n−vezes

) será denotada por (x)n.

10. Dado x ∈ [0, 1]n, denotaremos por x↗ à permutação de x ordenada de
forma crescente, ou seja tal que πi(x↗) ≤ πi+1(x↗) para todo i ∈ {1, . . . ,
n− 1}. Analogamente, x↘ é a permutação de x ordenada de forma decres-
cente.

11. N é o conjunto dos números naturais.

12. Nn = {1, . . . , n}.

13. dxe (arredondeamento para acima de x) é menor número inteiro maior ou
igual a número real x.

14. A|X denota a função A restrita ao conjunto X .

15. sss abrevia “se, e somente se,”.

3 Funções de Agregação e Propriedades

No contexto de sistemas fuzzy, funções de agregação são funções que tomam
valores reais entre 0 e 1 e retornam como saı́da um valor nesse mesmo intervalo.
Formalmente,
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Definição 1. Seja n ≥ 2. Uma função A : [0, 1]n → [0, 1] é uma função de
agregação de aridade n se A(0, . . . , 0) = 0, A(1, . . . , 1) = 1 e é crescente, ou
seja se xi ≤ y então A(x1, . . . , xn) ≤ A(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn).

Em algumas situações é necessário agregar entradas de vários tamanhos, como
por exemplo, agregar as pontuaçãoes dadas por um juri a atletas considerando
eventuais abstenções ou inhabilitações (por erros). Do ponto de vista teórico este
tipo de situação é abordada considerando uma famı́lia de funções de agregação de
aridade 2, 3, 4, etc. Isto motiva a seguinte extensão de função de agregação:

Definição 2. [44] Uma funçãoA :
∞⋃
i=1

[0, 1]n → [0, 1] é uma função de agregação

estendida se A(x) = x para todo x ∈ [0, 1] e para todo n ≥ 2, A|[0, 1]n é uma
função de agregação de aridade n.

Dada uma função de agregação estendida A, em principio não há qualquer
relação entre A|[0, 1]m e A|[0, 1]n quando m 6= n. No entanto, há funções de
agregação estendidas, como a média aritmética (definida como M(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1
xi

n
para todo n ∈ N), com uma estreita relação entre as funções de agregação

que fazem parte da famı́lia. Em particular observamos que a media aritmética
satisfaz a propriedade de auto-identidade [69]:

M(x1, . . . , xn) = M(x1, . . . , xn,M(x1, . . . , xn)) (1)

Esta propriedade é a base a noção de estabilidade de famı́lias de funções de
agregação como discutido em [52]. Observe também que dada uma função de
agregação A de aridade 2 podemos obter uma unção de agregação estendida

A :
∞⋃
i=1

[0, 1]n → [0, 1] da seguinte maneira:

1. A(x) = x;

2. A(x1, . . . , xn) = A(A(x1, . . . , xn−1), xn) para todo n ≥ 2.

Observe que se A é idempotente, ou seja A(x, x) = x para todo x ∈ [0, 1], então
A satisfaz a condição de auto-identidade.

Como de modo geral funções de agregação estendidas são famı́lias de funções
de agregação independentes, aqui só estudaremos as funções de agregação de ari-
dade fixa.
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3.1 O reticulado de funções de agregação

Dado um n ≥ 2, denotaremos por A(n) ao conjunto de todas as funções de
agregação de aridade n. A seguinte relação binária sobre A(n) é uma ordem parcial
(não total) para as funções de agregação de aridade n: Seja A1, A2 ∈ A(n), então

A1 ≤ A2 sss para todo x ∈ [0, 1]n, A1(x) ≤ A2(x) (2)

Proposição 1. 〈A(n),≤〉 é um reticulado completo.

Demonstração: Dado X ⊆ A(n), a função
∨
X : [0, 1]n → [0, 1] definida por

∨
X(x) =

(∨
A∈X

π1(A(x)), . . . ,
∨
A∈X

πn(A(x))

)

é claramente o supremo de X . Dualmente,
∧
X : [0, 1]n → [0, 1] definido por

∧
X(x) =

(∧
A∈X

π1(A(x)), . . . ,
∧
A∈X

πn(A(x))

)

é o ı́nfimo de X . �

Observe quando X = {A1, A2}, então

A1 ∨ A2(x) = (max(π1(A1(x)), π1(A2(x))), . . . ,max(πn(A1(x)), πn(A2(x))))

Analogamente para A1 ∧ A2.
Como todo reticulado completo é limitado, existe A⊥, A> ∈ A(n) tal que para

todo A ∈ A(n), temos que:
A⊥ ≤ A ≤ A>

Não é dificil de ver que para todo x ∈ [0, 1]n,

A⊥(x) =

{
(1)n se x = (1)n

(0)n senão

A>(x) =

{
(0)n se x = (0)n

(1)n senão
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3.2 Função de agregação conjugada e N -dual

Uma função ϕ : [0, 1] → [0, 1] é um automorfismo se for bijetiva e cres-
cente, ou equivalentemente, se for contı́nua, estritamente crescente e ϕ(0) = 0 e
ϕ(1) = 1 [6, 12]. Seja Aut([0, 1]) o conjunto de todos os automorfismos. Ob-
serve que a inversa de um automorfismo é tambem um automorfismo. De fato,
〈Aut([0, 1]), ◦, −1〉 é um grupo.

Proposição 2. Seja A : [0, 1]n → [0, 1] uma função de agregação e ϕ1, ϕ2 :
[0, 1]→ [0, 1] dois automorfismos. A função Aϕ1,ϕ2 : [0, 1]n → [0, 1] definida por

Aϕ1,ϕ2(x) = ϕ1(A(ϕ2(x1), . . . , ϕ2(xn)))

é uma função de agregação.

Demonstração: Trivialmente,Aϕ1,ϕ2((0)n) = ϕ1(A(ϕ2(0))(n)) = ϕ1(A((0)n)) =
ϕ1(0) = 0 e Aϕ1,ϕ2((1)n) = ϕ1(A(ϕ2(1))(n)) = ϕ1(A((1)n)) = ϕ1(1) = 1.

Por outro lado se x ≤ y então (ϕ2(x1), . . . , ϕ2(xn)) ≤ (ϕ2(y1), . . . , ϕ2(yn))
e portanto A(ϕ2(x1), . . . , ϕ2(xn)) ≤ A(ϕ2(y1), . . . , ϕ2(yn)). Logo, Aϕ1,ϕ2(x) ≤
Aϕ1,ϕ2(y). �

Para todo automorfismo ϕ, chamamos Aϕ−1,ϕ de conjungada de A e o deno-
tamos por Aϕ.

No artigo que deu origem à teoria dos conjuntos fuzzy, ou seja [70], Zadeh
define o complemento de um conjunto fuzzy S como sendo o conjunto fuzzy S
cuja função de pertinência é µS(x) = NZ(µS(x)) onde NZ(x) = 1−x é chamada
de negação padrão ou negação de Zadeh. Desde então diversas funções de negação
foram proposta e em 1979 Enric Trillas em [57] considera a seguinte definição
geral de negação fuzzy a qual é adotada até hoje: Uma função N : [0, 1] → [0, 1]
é uma negação fuzzy se

1. N(0) = 1 e N(1) = 0;

2. Se x ≤ y então N(y) ≤ N(x).

Uma negação fuzzy é forte se ela é involutiva, ou seja se para todo x ∈ [0, 1],
N(N(x)) = x. Claramente NZ é uma negação forte e a negação fuzzy N(x) =
1− x2 não é forte [5].

Em [57] Trillas da a seguinte caracterização das negações fortes.

Proposição 3. Seja N : [0, 1]→ [0, 1] uma negação fuzzy. N é forte sss existe um
automorfismo ϕ tal que N = Nϕ

Z .
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Analogamente como acontece com automorfismos, as negações fuzzy também
podem ser usadas para gerar novas funções de agregação.

Proposição 4. Seja A : [0, 1]n → [0, 1] uma função de agregação e N1, N2 :
[0, 1] → [0, 1] duas negações fuzzy. Então a função AN1,N2 : [0, 1]n → [0, 1]
definida por

AN1,N2(x) = N1(A(N2(x1), . . . , N2(xn)))

é também uma função de agregação.

Demonstração: Trivialmente,AN1,N2((0)n) = N1(A((N2(0))(n))) = N1(A((1)n)) =
N1(1) = 0 e AN1,N2((1)n) = N1(A((N2(1))(n))) = N1(A((0)n)) = N1(0) = 1.

Por outro lado se x ≤ y então (N2(y1), . . . , N2(yn)) ≤ (N2(x1), . . . , N2(xn))
e portantoA(N2(y1), . . . , N2(yn)) ≤ A(N2(x1), . . . , N2(xn)). Logo,AN1,N2(x) =
N1(A(N2(x1), . . . , N2(xn))) ≤ N1(A(N2(y1), . . . , N2(yn))) = AN1,N2(y).

�

Para toda negação forte N , chamamos AN,N de função de agregação N -dual
de A e o denotamos por AN . Quando AN = A então dizemos que A é auto
N -dual.

3.3 Propriedades Extras

A seguir veremos diversas propriedades que algumas funções de agregação
podem satisfazer e que podem ser relevantes ou desejáveis em algumas situações.
Em toda esta subseção consideraremos uma função de agregação A de aridade n
arbitrária.

3.3.1 Idempotência

A é idempotente se para todo x ∈ [0, 1] temos que A((x)n) = x.

Proposição 5. A é idempotente se e somente se para todo x ∈ [0, 1]n, temos que
minx ≤ A(x) ≤ maxx.

Demonstração: (⇒) Como A é crescente e idempotente então,

minx = A((minx)n) ≤ A(x) ≤ A((maxx)n) = maxx.

(⇐) Seja x ∈ [0, 1]. Uma vez que A é idempotente e min ≤ A ≤ max então

x = min(x)n ≤ A((x)n) ≤ max(x)n = x.
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Portanto, A((x)n) = x. �

Exemplo 1. A média aritmética, a mediana, o mı́nimo e o máximo, são funções
de agregação idempotentes. Um outro exemplo, é a função

G(x1, . . . , xn) = n

√√√√ n∏
i=1

xi

conhecida como media geométrica.

Proposição 6. Se A é idempotente então Aϕ e AN são idempotentes para todo
automorfismo ϕ e negação forte N .

Demonstração: Trivialmente, Aϕ((x)n) = ϕ−1(A((ϕ(x))n)) = ϕ−1(ϕ(x)) = x
e AN((x)n) = N(A((N(x))n)) = N(N(x)) = x. �

3.3.2 Interna

A é interna se para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ [0, 1]n, temos queA(x) ∈ {x1, . . . , xn}
[7]. Alguns autores também denominam este tipo de função de agregação de can-
celativas, internas locais e seletivas [47].

Claramente toda função de agregação interna é idempotente.

Exemplo 2. As projeções, o mı́nimo, o máximo e a mediana (quando n é ı́mpar)
são os exemplos mais conhecidos de funções de agregação internas. Outros exem-
plos são as funções:

As(x) =

{
0 se x = (0)n

πs(x)(x) senão

onde s(x1, . . . , xn) =

⌈
n∑
i=1

xi

⌉
.

Dado um λ ∈ [0, 1] e uma função de agregação A a função

Aλ(x) =

{
min(x) se A(x) ≤ λ
max(x) se A(x) > λ

onde λ ∈ [0, 1] e A é uma função de agregação A qualquer.
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A seguir mostraremos que as funções de agregação internas são fechadas sobre
conjugadas e N -dualidade.

Proposição 7. Seja ϕ um automorfismo e N uma negação forte. Se A é uma
função de agregação interna então Aϕ e AN também são funções de agregação
internas.

Demonstração: Sea x ∈ [0, 1]n. Então, Aϕ(x) = ϕ−1(A(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) =
ϕ−1(ϕ(xi)) = xi para algum i ∈ Nn. Analogamente, AN(x) = N(A(N(x1), . . . ,
N(xn)) = N(N(xi)) = xi. �

Observe que, a prova da proposição anterior não demonstra queA = Aϕ e nem
que A = AN , pois a escolha de i em (A(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) pode ser diferente do i
escolhido emA(x1, . . . , xn). Por exemplo, se ϕ(x) = x2 entãoAs(0.3, 0.4, 0.5) =
0.4 enquanto Aϕs (0.3, 0.4, 0.5) =

√
A(0.09, 0.16, 0.25) =

√
0.09 = 0.3. No

entanto, em diversas outras funções de agregação internas temos que A = Aϕ e
A = AN (por exemplo nas projeções, no máximo e no mı́nimo).

3.3.3 Comutatividade

A é comutativa se o resultado não depende da ordem dos argumentos, ou seja
se para toda permutação (p(1), . . . , p(n)) de (1, . . . , n) e (x1, . . . , xn) ∈ [0, 1]n,
temos que A(x1, . . . , xn) = A(xp(1), . . . , xp(n))

Exemplo 3. A média aritmética, o produto (P (x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

xi), a média

geometrica, o mı́nimo, e o máximo são exemplo de funções de agregação comu-
tativas. Dado i ∈ Nn a projeção πi é um exemplo de uma função de agregação
não comutativa.

Proposição 8. Seja A uma função de agregação de aridade n. Então a função
minA : [0, 1]n → [0, 1] definida por

minA(x) = min(A(p1(x)), . . . , A(pk(x))),

onde {p1(x), . . . , pk(x)} é o conjunto de todas as permutações possı́veis de x, é
uma função de agregação de aridade n comutativa.

Proposição 9. Seja A um função de agregação de aridade n. Então as funções
A↗, A↘ : [0, 1]n → [0, 1] definida por

A↗(x) = A(x↗) e A↘(x) = A(x↘)

são funções de agregação de aridade n comutativa.

9



IV Congresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy (IV CBSF)
16–18 de Novemebro de 2016, Campinas – SP, Brasil.

Obviamente se A é comutativa então A = A↗ = A↘.

Proposição 10. Seja A um função de agregação de aridade n comutativa, ϕ um
automorfismo e N uma negação forte. Então Aϕ e AN são funções de agregação
comutativas.

3.3.4 Elemento neutro

Um elemento e ∈ [0, 1] é um elemento neutro de A se para todo x ∈ [0, 1],
A(e, . . . , e, x, e, . . . , e) = x.

Observação 1. Nem toda função de agregação tem um elemento neutro (por
exemplo a média aritmética). Mas, se A tem um elemento neutro então este é
único. De fato suponha que e1 e e2 são dois elementos neutros. Sem perda de
generalidade podemos assumir que e1 ≤ e2. Então por A ser crescente temos que
e1 = A(e1, e2, . . . , e2) ≥ A(e1, . . . , e1, e2) = e2 e portanto e1 = e2.

Proposição 11. SejamA1 eA2 funções de agregação de aridade n com elementos
neutros e1 e e2 respetivamente. Se A1 ≤ A2 então e2 ≤ e1.

Demonstração: e2 = A1(e1, . . . , e1, e2) ≤ A2(e1, . . . , e1, e2) ≤ A2(e1, e2, . . . , e2)
= e1. �

Corolário 12. Se A ≤ min e A tem elemento neutro então 1 é o elemento neutro
de A.

Corolário 13. Se A ≥ max e A tem elemento neutro então 0 é o elemento neutro
de A.

A seguir mostraremos que seja qual for o valor em [0, 1], há pelo menos uma
função de agregação com esse valor como elemento neutro.

Exemplo 4. Seja A uma função de agregação de aridade n tal que min ≤ A ≤
max. Então dado qualquer e ∈ [0, 1] fixo a função

Ae(x) =


min(x) se x ≤ (e)n

max(x) se x ≥ (e)n

A(x) senão

é claramente uma função de agregação com e como elemento neutro.
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Proposição 14. Seja A uma função de agregação de aridade n, e ∈ (0, 1) e N
uma negação forte. e é um elemento neutro de A sss N(e) é um elemento neutro
de AN .

Demonstração: (⇒) Seja x ∈ [0, 1]. Então por e ser elemento neutro de A temos
que, AN(N(e), . . . , N(e), x,N(e), . . . , N(e)) = N(A(N(N(e)), . . . , N(N(e)),
N(x), N(N(e)), . . . , N(N(e)))) = N(A(e, . . . , e, N(x), e, . . . , e)) = N(N(x))
= x.

(⇐) Seja x ∈ [0, 1]. Então por N(e) ser elemento neutro de AN e N ser in-
volutiva temos que, A(e, . . . , e, x, e, . . . , e) = N(N(A(N(N(e)), . . . , N(N(e)),
N(N(x)), N(N(e)), . . . , N(N(e)))) = N(AN(N(e), . . . , N(e), N(x), N(e), . . . ,
N(e))) = N(N(x)) = x. �

Proposição 15. Seja A uma função de agregação de aridade n, e ∈ (0, 1) e ϕ
um automorfismo. Então, e é um elemento neutro de A sss ϕ−1(e) é um elemento
neutro de Aϕ.

Demonstração: (⇒) Seja x ∈ [0, 1]. Então por e ser elemento neutro de A temos
que, Aϕ(ϕ−1(e), . . . , ϕ−1(e), x, ϕ−1(e), . . . , ϕ−1(e))=ϕ−1(A(ϕ(ϕ−1(e)), . . . ,
ϕ(ϕ−1(e)), ϕ(x), ϕ(ϕ−1(e)), . . . , ϕ(ϕ−1(e))))=ϕ−1(A(e, . . . , e, ϕ(x), e, . . . , e))=
ϕ−1(ϕ(x)) = x.

(⇐) Seja x ∈ [0, 1]. Então por ϕ−1(e) ser elemento neutro de Aϕ temos
que, A(e, . . . , e, x, e, . . . , e) = ϕ(ϕ−1(A(ϕ(ϕ−1(e)), . . . , ϕ(ϕ−1(e)), ϕ(ϕ−1(x)),
ϕ(ϕ−1(e)), . . . , ϕ(ϕ−1(e)))) = ϕ(Aϕ(ϕ−1(e), . . . , ϕ−1(e), ϕ−1(x), ϕ−1(e), . . . ,
ϕ−1(e))) = ϕ(ϕ−1(x)) = x. �

3.3.5 Elemento anilador ou de absorção

Um elemento a ∈ [0, 1] é um elemento anilador, também chamado de ele-
mento de absorção, de A se para todo x1, . . . , xn−1 ∈ [0, 1] e i ∈ Nn, temos
que A(x1, . . . , xi−1, a, xi, . . . , xn−1) = a.

Proposição 16. Sejam A1 e A2 duas funções de agregação de aridade n com
elementos aniladores a1 e a2, respetivamente. Se A1 ≤ A2 então a1 ≤ a2.

Demonstração: a1 = A1(a1, . . . , a1, a2) ≤ A2(a1, . . . , a1, a2) = a2. �
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Corolário 17. Se A ≤ min então 0 é um elemento anilador de A.

Demonstração: Direto da Proposição anterior, uma vez que 0 é um elemento
anilador de min. �

Corolário 18. Se A ≥ max então 1 é um elemento anilador de A.

Demonstração: Direto da Proposição anterior, uma vez que 1 é um elemento
anilador de max. �

Observe que há funções de agregação com 0 como elemento anilador que são
maiores ao mı́nimo. Por exemplo, a média geométrica. Analogamente, há funções
de agregação que têm 1 como elemento anilador que são menores que o máximo.
Por exemplo, dada uma função de agregação A tal que A ≤ max, então a função:

AA(x) =

{
1 se max(x) = 1
A(x) senão

tem 1 como anilador e é menor que o máximo.
A seguir veremos que para qualquer valor em [0, 1], sempre há pelo menos

uma função de agregação com esse valor como elemento anilador.

Exemplo 5. Para qualquer a ∈ [0, 1] a função

Aa(x) =


0 se x = (0)n

1 se x = (1)n

a senão

é uma função de agregação com a como elemento anilador.

Se A é uma função de agregação com elemento anilador a ∈ (0, 1) então A
não possui elemento neutro. De fato, se e for um elemento neutro de A então caso
a < e temos que a = A(0, a . . . , a) ≤ A(0, e, . . . , e) = 0 e portanto a = 0 que
é uma contradição. Analogamente, se e ≤ a temos que 1 = A(1, e, . . . , e) ≤
A(1, a, . . . , a) = a e portanto a = 1 que é uma contradição.

Proposição 19. Seja A uma função de agregação de aridade n, N uma negação
forte e a ∈ [0, 1]. a é um elemento anilador deA sssN(a) é um elemento anilador
de AN .

12
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Demonstração: Seja x1, . . . , xn−1 ∈ [0, 1].
(⇒) Então por a ser elemento anilador deA temos que,AN(x1, . . . , xi−1, N(a),

xi, . . . , xn−1) = N(A(N(x1), . . . , N(xi−1), N(N(a)), N(xi), . . . , N(xn−1))) =
N(A(N(x1), . . . , N(xi−1), a,N(xi), . . . , N(xn−1))) = N(a).

(⇐) Então por N(a) ser elemento anilador de AN e N ser involutiva temos
que, A(x1, . . . , xi−1, a, xi, . . . , xn−1) = N(N(A(N(N(x1)), . . . , N(N(xi−1)),
N(N(a)), N(N(xi)), . . . , N(N(xn−1)))) = N(AN(N(x1), . . . , N(xi−1), N(a),
N(xi), . . . , N(xn−1))) = N(N(a)) = a. �

Proposição 20. Seja A uma função de agregação de aridade n, ϕ um automor-
fismo e a ∈ [0, 1]. a é um elemento anilador de A sss ϕ−1(a) é um elemento
anilador de Aϕ.

Demonstração: Seja x1, . . . , xn−1 ∈ [0, 1].
(⇒) Então por a ser elemento anilador deA temos que,Aϕ(x1, . . . , xi−1, ϕ

−1(a),
xi, . . . , xn−1) = ϕ−1(A(ϕ(x1), . . . , ϕ(xi−1), ϕ(ϕ−1(a)), ϕ(xi), . . . , ϕ(xn−1))) =
ϕ−1(A(ϕ(x1), . . . , ϕ(xi−1), a, ϕ(xi), . . . , ϕ(xn−1)))=ϕ−1(a).

(⇐) Então porϕ−1(a) ser elemento anilador deAϕ temos que,A(x1, . . . , xi−1, a,
xi, . . . , xn−1)=ϕ(ϕ−1(A(ϕ(ϕ−1(x1)), . . . , ϕ(ϕ−1(xi−1)), ϕ(ϕ−1(a)), ϕ(ϕ−1(xi)),
. . . , ϕ(ϕ−1(xn−1)))) = ϕ(Aϕ(ϕ−1(x1), . . . , ϕ−1(xi−1), ϕ−1(a), ϕ−1(xi), . . . ,
ϕ−1(xn−1))) = ϕ(ϕ−1(a)) = a. �

3.3.6 Estritamente crescente

A é estritamente crescente se sempre que x < y, ou seja x ≤ y mas x 6= y,
temos que A(x) < A(y).

Exemplo 6. Exemplos de funções de agregação estritamente crescente são a média
aritmética e a potência média que, dado um número real r 6= 0, é definida por

Ar(x) = r

√√√√ n∑
i=1

xri .

Já o produto, a média geométrica e as projeções não são estritamente crescentes,
pois (0)n < (1, 0, . . . , 0) mas G((0)n) = 0 = G(1, 0, . . . , 0) e analogamente∏

(0)n = 0 =
∏

(1, 0, . . . , 0) assim como πi((0)n) = 0 = πi(1, 0, . . . , 0) para
todo i = 2, . . . , n.
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Proposição 21. SejaA um função de agregação de aridade n. SeA é estritamente
crescente então A não tem elemento anilador

Demonstração: Suponha queA tem um elemento anilador a. Então,A(0, a, . . . , a)
= a = A(1, a, . . . , a) que é uma contradição. �

Proposição 22. SejaA um função de agregação de aridade n, ϕ um automorfismo
e N uma negação forte. Se A é estritamente crescente então Aϕ e AN também
são estritamente crescentes.

Demonstração: Direto do fato de que automorfismos são estritamente crescentes
e negações fortes são estritamente decrescentes. �

3.3.7 Elementos divisores de zero e divisores de hum

Um elemento a ∈ (0, 1] é um divisor de zero de A se para todo i = 1, . . . , n
existe um x = (x1, . . . , xn) ∈ (0, 1]n tal que xi = a e A(x) = 0.

Exemplo 7. Um exemplo é a função A⊥ e

AL(x) = max

(
n∑
i=1

xi − (n− 1), 0

)
.

Em particular neste último caso qualquer a ∈ (0, 1) é um divisor de zero de AL.

Alguns resultados imediatos que podemos extrair da definição de divisor de
zero são so seguintes:

1. Se a é um divisor de zero de A, então A(x) = 0 qunado maxx ≤ a.

2. Se a é um divisor de zero de A então todo b ∈ (0, a] é também um divisor
de zero de A.

3. Se A tem um divisor de zero então existe a ∈ (0, 1] tal que A((a)n) = 0.

4. Se A tem um divisor de zero então não é idempotente.

5. Se a não é um divisor de zero de A, então A(x) > 0 para todo x ≥ (a)n.

14
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Proposição 23. Seja A um função de agregação de aridade n. Se A tem um
divisor de zero então existe um x ∈ (0, 1] tal que A((x)n) = 0.

Demonstração: Seja a um divisor de zero deA. Então existe um x=(x1, . . . , xn) ∈
(0, 1]n tal que xi = a e A(x) = 0. Seja x = minx. Então x > 0 e (x)n ≤ x e
portanto A((x)n) ≤ A(x) = 0. �

Proposição 24. SejaA um função de agregação de aridade n, ϕ um automorfismo
e N uma negação forte. A tem um divisor de zero (ou de hum) sss Aϕ e AN
também têm um divisor de zero (ou hum).

Demonstração: (⇒) Pela Proposição 23, existe x ∈ (0, 1] tal que A((x)n) = 0
e portanto x é um divisor de zero de A. Mostraremos que ϕ−1(x) é um di-
visor de zero de Aϕ. De fato, Aϕ((ϕ−1(x))n) = ϕ−1(A((ϕ(ϕ−1(x)))n)) =
ϕ−1(A((x)n)) = ϕ−1(0) = 0.

Analogamente, é possı́vel mostrar que N(x) é um divisor de zero de AN .
(⇐) Segue de imediato da prova anterior, uma vez que (Aϕ)ϕ

−1
= A. �

O conceito dual é o de divisor de hum. Um elemento a ∈ [0, 1) é um divisor
de hum de A se para todo i = 1, . . . , n existe um x = (x1, . . . , xn) ∈ [0, 1)n tal
que xi = a e A(x) = 1.

Exemplo 8. Um exemplo é a função A> e

AL(x1, . . . , xn) = min

(
n∑
i=1

xi, 1

)
.

Em particular neste último caso qualquer a ∈ (0, 1) é um divisor de hum de AL.

3.3.8 Lineares

A é invariante ao deslocamento ou estável por translação se para todo λ ∈
[−1, 1]

A(λ+ x1, . . . , λ+ xn) = A(x1, . . . , xn) + λ

sempre que xi ∈ [0, 1], xi + λ ∈ [0, 1] e A(x1, . . . , xn) + λ ∈ [0, 1] com i =
1, . . . , n.

Exemplo 9. O mı́nimo, o máximo, as projeções, e a média aritmética, são exem-
plos de funções de agregação invariantes por deslocamento. Já o produto, a média
geométrica, a potência média, AL e AL não são invariantes por deslocamento.
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A é homogênea se para todo λ ∈ [0, 1]

A(λx1, . . . , λxn) = λA(x1, . . . , xn)

sempre que xi ∈ [0, 1] com i = 1, . . . , n.

Exemplo 10. O mı́nimo, o máximo, as projeções, a média aritmética, a média
geométrica e a potência média são exemplos de funções de agregação homogêneas.
Já o produto, AL e AL não são homogêneas.

Uma função de agregação que é invariante por deslocamento e homogênea
é chamada de linear. Dos exemplos acima podemos concluir que o mı́nimo, o
máximo, as projeções, e a media aritmética são funções de agregação linear.

Observe que pelas propriedades de contorno de funções de agregação, isto é
A((0)n) = 0 e A((1)n) = 1, temos que se uma função de agregação é invari-
ante por deslocamento ou homogênea então necessariamente ela é idempotente.
Portanto, toda função de agregação linear é idempotente.

Observe ainda, que a classe da funções de agregação lineares não é fechada
sobre conjungadas e dualidade, ou seja, o fato de A ser linear não significa ne-
cessariamente que Aϕ ou AN sejam lineares, para um automorfismo ϕ e negação
forte N .

3.3.9 Aditivas Comonótonas

Dizemos que dois vetores x = (x1, . . . , xn) ∈ [0, 1]n e y = (y1, . . . , yn) ∈ [0, 1]n

são comonótonos se existe uma permutação P : Nn → Nn tal que xP (1) ≤ .... ≤
xP (n) e yP (1) ≤ .... ≤ yP (n).

A é aditiva comonótona se para cada par de vetores x,y ∈ [0, 1]n comonótonos
tais que x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn) ∈ [0, 1]n, temos que A(x + y) =
A(x) + A(y).

Exemplo 11. O mı́nimo, o máximo, as projeções, a média aritmética, e a média
aritmética ponderada são exemplos de funções de agregação aditivas comonótonas.
Já o produto, média geométrica e potência média não são aditivas comonótonas.

4 Classes de Funções de Agregação

Existem diversas classes de funções de agregação, mas a mais geral é a que
considera o mı́nimo e o máximo como referente para obtermos quatro classes
de funções de agregação e, salvo o próprio mı́nimo e máximo, toda função de
agregação pertence a uma e só uma dessas classes.
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4.1 Médias

Um função e agregação A é considerada uma média (do Inglês average)
se sempre retornar valores entre o mı́nimo e máximo das entradas, ou seja se
min ≤ A ≤ max. O principio em médias é que o valor agregado das entradas
não pode ultrapassar o maior valor delas nem estar abaixo do menor valor delas,
o qual é importante, por exemplo, quando queremos agregar a opinião de diversos
especialistas sobre quanto uma determinada alternativa satisfaz um determinado
critério.

Proposição 25. Uma função de agregação A de aridade n é uma média sss A é
idempotente.

Demonstração: (⇒) Seja x ∈ [0, 1], então x = min(x)n ≤ A((x)n) ≤ max(x)n =
x. Portanto, A((x)n) = x.

(⇐) Seja x ∈ [0, 1]. Como (minx)n ≤ x ≤ (maxX)n, então por A ser cres-
cente e idempotente, minx = A((minx)n) ≤ A(x) ≤ A((maxx)n) = maxx. �

Na seção anterior vimos diversas funções de agregação do tipo média, tais
como a média aritmética, geométrica, potência média, projeções e as funções de
agregação internas, e portanto o mı́nimo e o máximo.

4.1.1 Médias baseadas em vetores de pesos

Em algumas situações é necessário considerar que as entradas têm pesos diferen-
tes. Este é o caso, por exemplo, quando em tomada de decisão a avaliação de um
especialista senior sobre o quanto uma dadad alternativa atende um critério tem
um peso maior que de um outro especialista com menos gabarito.

Um vetor w = (w1, . . . , wn) ∈ [0, 1]n é chamado de vetor de pesos se
n∑
i=1

wi = 1.

A seguir daremos alguns exemplos de médias baseadas num vetor de pesos w
arbitrário. Considere x = (x1, . . . , xn) ∈ [0, 1]n

1. Média aritmética ponderada: Mw(x) =
n∑
i=1

wixi.

2. Média ponderada ordenada (conhecida pela sigla OWA em Inglês): owaw(x) =

Mw↗(x) =
n∑
i=1

wix(i) com (x(1), . . . , x(n)) = x↗.
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3. Média ponderada ordenada reversa (ROWA em Inglês): Rowaw(x) =

Mw↘(x) =
n∑
i=1

wix(i) com (x(1), . . . , x(n)) = x↘.

4. Média ponderada ordenada generalizada: Gowaw,ϕ(x) = ϕ−1

(
n∑
i=1

wiϕ(x(i))

)
com (x(1), . . . , x(n)) = x↗ e ϕ ∈ Aut([0, 1]).

5. Média geométrica ponderada: Gw(x) =
n∏
i=1

xwi
i .

6. Média harmônica ponderada: Hw(x) =

(
n∑
i=1

wi

xi

)−1

com a conveção de

que wi

0
= 0.

7. Médias trigonométricas ponderadas:

(a) Seno: SMw(x) = 2
π

arcsin

(
n∑
i=1

wi sin(π
2
xi)

)
.

(b) Coseno: CMw(x) = 2
π

arccos

(
n∑
i=1

wi cos(π
2
xi)

)
.

(c) Tangente: TMw(x) = 2
π

arctan

(
n∑
i=1

wi tan(π
2
xi)

)
.

8. Média potência ponderada: Dado um número real r não nulo, defina

Mw,[r](x) =

(
n∑
i=1

wix
r
i

) 1
r

e Mw,[0] = Gw.

Cada uma das médias apresentadas acima admite uma versão tipo OWA. Por
exemplo, a média geométrica ordenada seria definida como:

GOw(x) =
n∏
i=1

xwi

(i)

e dado um número real r não nulo, a média potência ponderada ordenada seria
definida como:

MOw,[r](x) =

(
n∑
i=1

wix
r
(i)

) 1
r
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Propriedades Médias
Mw owaw Rowaw Gowaw Gw Hw SMw CMw TMw Mw,[r]

Idempotência
√ √ √ √ √ √ √ √ √ √

Interna
√� √� √�

Comutatividade
√� √ √ √� √� √� √� √� √� √�

Neutro
√� √� √�

Anilador
√ √

se r < 0
Estrita

√ √ √ √ √ √ √ √

Lineares
√ √ √

Homogênea
√ √ √ √ √

Aditiva Comonótona
√ √ √

Tabela 1: Algumas funções de agregação do tipo média e suas propriedades

eMOw,[0] = GOw. Em ambos casos, como no caso do OWA, temos que (x(1), . . . , x(n)) =
x↗.

A Tabela 1 apresenta um resumo das propriedades satisfeitas por cada uma
destas médias.

onde
√� significa que depende do w. Em particular, owaw, Rowaw e Gowaw são

internas se e somente se wi = 1 para algum i. Já as médias marcadas com
√� são

comutativas se e somente se wi = 1
n

para todo i.
O OWA não é uma agregação especı́fica mas sim uma famı́lia de agregações.

Para cada vetor de pesos temos uma agregação diferente. Assim, podemos con-
ferir que o mı́nimo, o máximo, a média aritmética, a mediana, e as projeções são
membros desta famı́lia.

Observe que todo OWA é um ROWA e vice-versa. De fato, dado um vetor de
pesos w = (w1, . . . , wn) fixo, temos que owaw = RowawR e Rowaw = owawR

onde wR = (wn, . . . , w1).

Proposição 26. [8, p.45] Seja w = (w1, . . . , wn) ∈ [0, 1]n um vetor de pesos e
x = (x1, . . . , xn) ∈ [0, 1]n. Então

Hw ≤ Gw ≤Mw.

E quando n = 2 temos que

G(0.5,0.5)(x1, x2) =
√
H(0.5,0.5)(x1, x2) +M(0.5,0.5)(x1, x2).

Observação 2. Seja w = (w1, . . . , wn) ∈ (0, 1]n um vetor de pesos e x =
(x1, . . . , xn) ∈ [0, 1]n. Então
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1. lim
r→−∞

Mw,[r] = min.

2. lim
r→∞

Mw,[r] = max.

3. lim
r→0

Mw,[r] = Gw.

4. Mw,[1] = Mw.

5. Mw,[−1] = Hw.

6. Se r ≤ s então Mw,[r] ≤Mw,[r].

4.1.2 Medidas de Orness e andness

A medida de orness de funções de agregação de médias é usada para medir o
quão longe essa média está da menor disjunção, ou seja do máximo. Esta medida
foi proposta em 1974 por Jozo Dujmovic em [18] e “redescoberta” diversas ve-
zes com outros nomes como por exemplo foi chamada de grau de disjunção em
[26, p. 115] e em [65] Ronald Yager definiu o conceito de orness para funções
de agregação da famı́lia dos OWA de forma independiente. Posteriormente foi
demonstrado em [43] que ambas noções de orness coincidem quando restritas aos
OWA (ver também [8, p. 70]. Recentemente, diversas variantes e generalizações
da noção de orness tem sido fornecidas, como em [33, 34, 41].

Definição 3. Seja A uma função de agregação de aridade n. A medida de orness
de A é

orness(A) =

∫
[0,1]n

A(x)dx−
∫

[0,1]n
min(x)dx∫

[0,1]n
max(x)dx−

∫
[0,1]n

min(x)dx

Teorema 27. Seja A uma função de agregação de aridade n. Então,

orness(A) =
(n+ 1)

∫
[0,1]n

A(x)dx + 1

n− 1
. (3)

Demonstração: Sai direto do fato que, como provado em [17],
∫

[0,1]n
max(x)dx =

n
n+1

e
∫

[0,1]n
min(x)dx = 1

n+1
. �
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Proposição 28. [43] e [8, p. 70] Seja w = (w1, . . . , wn) ∈ [0, 1]n um vetor de
pesos. Então

orness(owaw) =
n∑
i=1

wi
n− i
n− 1

= owaw

(
1,
n− 2

n− 1
, . . . ,

1

n− 1
, 0

)
.

Desta forma, o orness de um OWA pode ser calculado apartir do seu vetor de
pesos e disto temos como consequência diversas propriedades:

1. orness(owaw) = 1− orness(Rowaw).

2. owaw é auto dual sss orness(owaw) = 0.5.

3. orness(owaw) = 1 sss owaw = max.

4. orness(owaw) = 0 sss owaw = min.

5. Se wi ≤ wi+1 para cada i ∈ Nn−1 então owaw ≥ 0.5.

6. Se wi ≥ wi+1 para cada i ∈ Nn−1 então owaw ≤ 0.5.

A seguinte proposição mostra que a soma convexa de dois OWAs é um OWA
cuja medida de orness é a soma convexa dos orness de ambos OWA que o geraram.

Proposição 29. [1, 8] Seja w1,w2 ∈ [0, 1]n dois vetores de peso e α ∈ [0, 1].
Então A : [0, 1]n → [0, 1] definido por

A(x) = αowaw1 + (1− α)owaw2

é um OWA tal que

orness(A) = αorness(owaw1) + (1− α)orness(owaw2)

Em [23] foi proposta uma outra medida relacionada ao orness denominada de
diferência média de orness e definida como segue,

orness(A) =

∫
[0,1]n

A(x)−min(x)

max(x)−min(x)
dx

Dualmente, à medida de orness temos a medida de andness que indica o quão
longe uma média está da maior conjunção, ou seja do mı́nimo.
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4.2 Integrais de Choquet

As integrais de Choquet é uma basta e muito usada famı́lia de funções de
agregação que generaliza a integral de Lebsegue. Esta integral receve este nome
por ter sido introduzida em 1953 pelo matemático francês Gustave Choquet. Re-
centemente algumas generalizações destas integrais foram propostas em [42, 46].

A principal caracterı́stica das integrais de Choquet é que elas permitem agregar
as entradas de forma que não só considere a importância de entradas individuais,
como é o caso das médias ponderadas, nem a magnitude delas, como é o caso das
médias ponderadas ordenadas, mas que também leve em consideração os grupos
(ou coalições).

Assim como as integrais de Lebesgue, as integrais de Choquet são baseadas
em medidas. Informalmente, uma medida é uma função que atribui um valor
numérico a conjuntos de objetos de algum universo de discurso satisfazendo al-
gumas propriedades, entre elas a aditividade:

m

(⋃
i∈I

Xi

)
=
∑
i∈I

m(Xi)

onde I é um conjunto de ı́ndices [53]. Exemplos de medidas são as que para todo
intervalo fechado de números reais da seu comprimento, ou seja m([r, s]) = s− r
e a que dado qualquer conjunto finito de elementos do conjunto universo da a
sua cardinalidade. A teoria de medidas fuzzy considera uma generalização da
noção de medida onde a propriedade aditiva é substituida por uma propriedade de
monotonicidade fraca.

Definição 4. Uma medida fuzzy é uma função m : ℘(Nn) → [0, 1] tal que para
todo X, Y ⊆ Nn temos que

1. Se X ⊆ Y então m(X) ≤ m(Y );

2. m(∅) = 0 e m(Nn) = 1.

Exemplo 12. As medidas fuzzy mais conhecidas são:

1. Medida Uniforme: mU(X) = |X|
n

2. Medida de Dirac com respeito a i ∈ Nn:

mi
D(X) =

{
1 se i ∈ X
0 se i 6∈ X
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3. Medida aditiva com respeito a um vetor de pesos ω = (w1, . . . , wn):

mω(X) =
∑
i∈X

wi.

4. Medida simétrica com respeito a um vetor de pesos ω = (w1, . . . , wn):

mω
s (X) =

|X|∑
i=1

wi.

5. Medida potência com respeito a p > 0:

mp
P (X) =

(
|X|
n

)
.

6. Medida relativa (introduzida aqui (?)):

mR(X) =

∑
i∈X

i

n∑
i=1

i
.

Definição 5. Seja m : ℘(Nn) → [0, 1] uma medida fuzzy. A integral discreta de
Choquet com respeito a m é a função Cm : [0, 1]n → [0, 1] definida por

Cm(x) =
n∑
i=1

(x(i) − x(i−1))m(Γi) (4)

onde x = (x1, . . . , xn) ∈ [0, 1]n e (x(1), . . . , x(n)) é uma permutação crescente
de x, ou seja uma permutação tal que 0 = x(0) ≤ x(1) ≤ . . . ≤ x(n) e Γi =
{(i), . . . , (n)}.

Observe que quando xi = xj para algum i 6= j, teremos mais de uma permutação
crescente de x. Mas isso pode fazer alguma diferência no valor de Cm(x)? não. O
próximo exemplo ilustra porquê a permutação crescente usada é irrelevante neste
caso.

Exemplo 13. Seja x = (0.3, 0.6, 0.3, 0.2, 0.4). Então temos duas possı́veis permutações
crescentes:
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1. x(1) = x4, x(2) = x1, x(3) = x3, x(4) = x5 e x(5) = x2. Portanto, Γ1 = N5,
Γ2 = {1, 3, 5, 2}, Γ3 = {3, 5, 2}, Γ4 = {5, 2} e Γ5 = {2}. Logo,

CmR
(x) = 0.2 + (0.3− 0.2)mR(Γ2) + (0.3− 0.3)mR(Γ3)+

(0.4− 0.3)mR(Γ4) + (0.6− 0.4)mR(Γ5)
= 0.2 + 0.111

15
+ 010

15
+ 0.1 7

15
+ 0.2 2

15

= 0.346

2. x(1) = x4, x(2) = x3, x(3) = x1, x(4) = x5 e x(5) = x2. Portanto, Γ1 = N5,
Γ2 = {3, 1, 5, 2}, Γ3 = {1, 5, 2}, Γ4 = {5, 2} e Γ5 = {2}. Logo,

CmR
(x) = 0.2 + (0.3− 0.2)mR(Γ2) + (0.3− 0.3)mR(Γ3)+

(0.4− 0.3)mR(Γ4) + (0.6− 0.4)mR(Γ5)
= 0.2 + 0.111

15
+ 0 8

15
+ 0.1 7

15
+ 0.2 2

15

= 0.346

Proposição 30. [8, p.95] Dada uma medida fuzzy m : ℘(Nn) → [0, 1] a inte-
gral discreta de Choquet com respeito a m é uma função de agregação linear e
idempotente.

Teorema 31. [8, p.95] Uma função de agregação A : [0, 1]n → [0, 1] é uma
integral de Choquet, i.e. A = Cm para alguma medida fuzzy m sss A é linear e
aditiva comonótona.

Assim, da Tabela 1 é possı́vel deduzir que os OWA, e portanto a média pon-
derada, o mı́nimo, o máximo e o OWA reverso, são integrais de Choquet.

Proposição 32. Sejam m1 e m2 duas medidas fuzzy e α ∈ [0, 1]. Então A :
[0, 1]n → [0, 1] definido por

A(x) = αCm1(x) + (1− α)Cm2(x)

é uma integral de Choquet.

Demonstração: Seja m : ℘(Nn) → [0, 1] definido por m(X) = αm1(X) +
(1− α)m2(X). Claramente m é uma medida fuzzy. Mostraremos que Cm = A e
portanto A é um integral de Choquet.
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Cm(x) =
n∑
i=1

(x(i) − x(i−1))m(Γi)

=
n∑
i=1

(x(i) − x(i−1))(αm1(Γi) + (1− α)m2(Γi))

=

(
n∑
i=1

(x(i) − x(i−1))αm1(Γi)

)
+

(
n∑
i=1

(x(i) − x(i−1))(1− α)m2(Γi)

)
= α

(
n∑
i=1

(x(i) − x(i−1))m1(Γi)

)
+ (1− α)

(
n∑
i=1

(x(i) − x(i−1))m2(Γi)

)
= αCm1(x) + (1− α)Cm2(x)
= A(x).

�

Observe que a conjungada de uma integral de Choquet é uma integral de Cho-
quet se, e somente se, o automorfismo é a identidade e o dual de um integral de
Choquet é uma integral de Choquet se, e somente se, a negação forte é a de Zadeh.

Proposição 33. [66] Seja m uma medida fuzzy. Então

orness(Cm) =
1

n− 1

∑
X⊆Nn

(n− |X|)!|X|!
n!

.

5 Funções de Agregação Conjuntivas

Funções de agregação conjuntivas modelam a conjunção fuzzy, ou seja o “e”
lógico na lógica fuzzy. Considere a situação onde vários critérios são agregados
conjuntivamente como na regra

SE a1 é A1 E a2 é A2 E...E an é An ENTÃO b é B.

Por exemplo, se para obter uma carta de condução é necessário passar tanto os
testes teóricos como práticos de condução, então não importa quão bem se tenha
saı́do na parte teórica, pois ela não compensará um mal desempenho no teste
de condução. Portanto, conjunção não deve permitir compensação, ou seja nas
conjunções pontuações baixas para alguns critérios não podem ser compensadas
por pontuações dos outros critérios. Assim, o menor valor de qualquer uma das
entradas limita o valor de saı́da (a partir de cima). Isto induz à seguinte definição:
Uma função de agregação A de aridade n é conjuntiva se A ≤ min.
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Como consequência imediata, temos que toda função de agregação conjuntiva
tem 0 como elemento anilador e se tiver elemento neutro este necessariamente é
1. De fato toda função de agregação com 1 como elemento neutro é conjuntiva,
mas nem toda função de agregação conjuntiva tem elemento neutro, como por
exemplo a função

A(x) = min(x2
1, . . . , x

2
n).

Aquelas funções de agregação que têm 1 como elementro neutro são chamadas
de semi-cópulas [8, Def. 3.6]. A seguinte subseção apresenta uma das classes
mais importantes de semi-cópulas.

5.1 T-normas

Normas triangulares (t-normas) foram introduzidas em 1942 por Menger [45]
para generalizar o axioma de desigualdade triangular das distâncias (métricas) em
espaços métricos [39] para o que hoje em dia é conhecido como espaços métricos
probabilı́sticos. Porém a noção de t-norma dada por Menger era muito geral,
ao não requerir a existência de um elemento neutro fixo e nem associatividade.
Posteriormente, Schweizer e Sklar em [54, 55] dividiram as Normas triangulares
entre t-normas e t-conormas (a operação dual a t-norma), e no caso das t-normas
tratam elas como uma operação de semigrupo no intervalo unitário [0, 1] com
elemento neutro 1. Mas foram Alsina, Trillas e Valverde que em [3] usaram t-
normas para modelar conjunção fuzzy, generalizando diversas interpretações para
conjunção fuzzy propostas até esse então.

Definição 6. T : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] é uma norma triangular (t-norma) se
satisfaz os seguintes axiomas:

(T1) T (x, y) = T (y, x) – Comutatividade;

(T2) T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z) – Associatividade;

(T3) Se x ≤ x′ e y ≤ y′ então T (x, y) ≤ T (x′, y′) – Monotonicidade; e

(T4) T (x, 1) = x – 1-Identidade.

O axioma 1-identidade também as vezes é chamado de condição de fronteira.
Observe que, para qualquer t-norma T , uma vez que T (0, 1) = 0, e que por

monotonicidade T (0, 0) ≤ T (0, 1), então T (0, 0) = 0. Portanto, T (x, y) = x ∧ y
quando x, y ∈ {0, 1}, ou seja toda t-norma se comporta como a conjunção clássica
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quando so consideramos os valores Booleanos 0 e 1. Logo, pela monotonicidade,
é fácil deduzir que T (x, 0) = T (0, x) = 0.

A seguir apresentamos um conjunto de t-normas, muito presente na literatura
sobre t-normas.

• Gödel: TG(x, y) = min(x, y)

• Łukasiewicz: TL(x, y) = max(x+ y − 1, 0)

• Produto: TP (x, y) = xy

• Fraca: TW (x, y) = 1 se max(x, y) = 1 e TW (x, y) = 0 caso contrário

• Hamacher: Seja γ ≥ 0, TH,γ(x, y) = xy
γ+(1−γ)(x+y−xy)

Porém, existe uma quantidade não contável de t-normas. De fato dada qual-
quer t-norma T e α ∈ [0, 1] temos que

Tα(x, y) =

{
T (x, y) se max(x, y) < α
TG(x, y) senão (5)

É possı́vel estabelecer uma ordem entre t-normas. Sejam T e T ′ duas t-normas
quaisquer, então

T ≤ T ′ se ∀x, y ∈ [0, 1], T (x, y) ≤ T ′(x, y)

Proposição 34. Seja T uma t-norma. TW ≤ T ≤ TG.

Demonstração: Se maxx, y = 1 então trivialmente, por 1-identidade, TW (x, y) =
T (x, y) = TG(x, y). Se max(x, y) 6= 1 então TW (x, y) = 0 e portanto, trivial-
mente, TW (x, y) ≤ T (x, y). Logo, TW ≤ T . Por outro lado, uma vez que por mo-
notonicidade T (x, y) ≤ T (x, 1) e T (x, y) ≤ T (1, y) então por 1-identidade e co-
mutatividade T (x, y) ≤ x e T (x, y) ≤ y. Logo, T (x, y) ≤ min(x, y) = TG(x, y).

Um x ∈ [0, 1] é dito um elemento idempotente de uma t-norma T se T (x, x) =
x. Observe que a única t-norma onde todo x ∈ [0, 1] é idempotente, é TG. De fato
suponha que T tem todos seus elementos idempotente e x, y ∈ [0, 1]. Sem perda
de generalidade, podemos supor que x ≤ y. Assim, por 1-identidade, T (x, x) =
x = T (x, 1), mas por monotonicidade T (x, x) ≤ T (x, y) ≤ T (x, 1). Por tanto,
T (x, y) = x, ou seja T (x, y) = TG(x, y).

Note que, 0 e 1 são elementos idempotentes de qualquer t-norma, e por isto
chamamos eles de elementos idempotentes triviais.
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Um x ∈ (0, 1) é dito um elemento nilpotente de uma t-norma T , se existe um
número natural n tal que T n(x) = 0, onde T 0(x) = 1 e T k+1(x) = T (x, T k(x)).
Por exemplo, todo x ∈ (0, 1) é um elemento nilpotente de TL. De fato, T 10(0.9) =
0.

Um x ∈ (0, 1) é dito um elemento divisor de zero de T se existe um y ∈ (0, 1)
tal que T (x, y) = 0. Por exemplo, todo x ∈ (0, 1) é um divisor de zero de TL. De
fato, TL(x, 1− x) = 0.

Proposição 35. Seja T uma t-norma. Então T tem um elemento divisor de zero
sse T tem um elemento idempotente.

Demonstração: (⇒) Suponha que T (x, y) = 0 para algum x, y ∈ (0, 1). Então
fazendo z = min(x, y), temos que por monotonicidade, T (z, z) ≤ T (x, y) e
portanto T 2(z) = T (z, z) = 0, o que mostra que z é um elemento idempotente de
T .

(⇐) Se x ∈ (0, 1) é um elemento idempotente de T , então T n(x) = 0. Cla-
ramente n ≥ 2. Logo, fazendo y = T n−1(x), temos que T (x, y) = T n(x) = 0.
Portanto, x é um elemento divisor de zero de T .

Definição 7. Seja T uma t-norma. T é chamada de estritamente monótona se
para todo x, y, z ∈ [0, 1] tal que x 6= 0 e y < z temos que T (x, y) < T (x, z). T
satisfaz a lei da cancelação se T (x, y) = T (x, z) implica que x = 0 ou y = z.
T satisfaz a lei da cancelação condicional se T (x, y) = T (x, z) > 0 implica
que y = z. T é chamada de Arquimediana se para cada x, y ∈ (0, 1) existe um
número natural n tal que T n(x) < y. T é chamada de positiva se T (x, y) = 0
então min(x, y) = 0, ou noutras palavras se não tiver elementos divisores de
zero.

Note que TG não é nem estritamente monótona, nem satisfaz a lei da cancelação,
e nem é Arquimediana. Já TL e TW são Arquimedianas e satisfazem a lei da
cancelação condicional, mas nem são estritamente monótonas nem satisfaz a lei
da cancelação. Por outro lado TP satisfaz a lei da cancelação, é Arquimediana e
estritamente monótona. Observe ainda que trivialmente a lei da cancelação é mais
forte que a lei da cancelação condicional e portanto toda t-norma que satisfaz a
primeira satisfaz a segunda lei.

Proposição 36. Seja T uma t-norma. Então

1. T é estritamente monótona sse satisfaz a lei da cancelação;
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2. Se T é estritamente monótona então os únicos elementos idempotentes de
T são os trivias

3. Se T é estritamente monótona então T é positiva.

Demonstração: 1. (⇒) Se T (x, y) = T (x, z), por definição de estritamente
monótona, não pode ser o caso de x > 0 e y 6= z, que é o mesmo que dizer x = 0
ou y = z. (⇐) Se x > 0 e y < z, então por monotonicidade T (x, y) ≤ T (x, z). Se
T (x, y) = T (x, z), então, pela pela lei da cancelação, x = 0 ou y = z. o qual seria
uma contradição com a premisa de que x > 0 e y < z. Logo, T (x, y) < T (x, z).

2. Se T (x, x) = x então, uma vez que T (x, 1) = x, temos que T (x, x) =
T (x, 1). Como provado acima, T satisfaz a lei do cancelamento. Logo, ou x = 0
ou x = 1, e portanto em ambos casos x seria um elemento idempotente trivial.

3. Se T (x, y) = 0 então como T (x, 0) = 0, temos que T (x, 0) = T (x, y).
Logo, pela lei do cancelamento, ou x = 0 ou y = 0. Portanto, T não teria
divisores de zero.

Um t-norma T é contı́nua se ela é continua no sentido usual de continuidade na
análises real. Há muitas formas de caracterizar o que seria uma função contı́nua.
Entre as mais usuais em matemática, temos via topologia, via métricas e via limite
(para maiores detalhes veja [39]). Aqui, por simplicidade usaremos a definição de
continuidade baseada em limite. Um t-norma é contı́nua se para cada sequência
convergente (xn)n∈N e (yn)n∈N de valores em [0, 1], temos que

T ( lim
n→∞

xn, lim
n→∞

yn) = lim
n→∞

T (xn, yn)

Dizemos que uma t-norm é contı́nua pela esquerda [25] se para cada sequência
crescente (xn)n∈N de valores em [0, 1] e y ∈ [0, 1], temos que

T ( lim
n→∞

xn, y) = lim
n→∞

T (xn, y)

Trivialmente, toda t-norma contı́nua é contı́nua pela esquerda, mas a conversa
não é verdadeira. Um exemplo de t-norma que é contı́nua pela esquerda mas não
é contı́nua, foi dado por János Fodor em [24], e é a t-norma nilpotente mı́nima,
definida por

T nM(x, y) =

{
0 se x+ y ≤ 1
min(x, y) senão

Diversos métodos para gerar t-normas contı́nuas pela esquerda podem ser encon-
trado em [32]. Kolesárová em [35] demonstrou que no caso de t-normas Arquime-
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dianas continuidade pela esquerda implica em continuidade, ou seja uma t-norma
Arquimediana T é contı́nua sse é contı́nua pela esquerda.

Um t-norma T é chamada de estrita se for contı́nua e estritamente monótona,
e é chamada de nilpotente se for contı́nua e todo x ∈ (0, 1) for um elemento
nilpotente de T . Por exemplo, TP é estrita enquanto que TL é nilpotente.

Teorema 37. Seja T uma t-norma Arquimediana e contı́nua. Então as seguintes
afirmações são equivalentes:

1. T é nilpotente.

2. T tem algum elemento idepotente.

3. T tem algum divisor de zero

4. T não é estrita.

Demonstração: Trivialmente 1. implica em 2., 2. em 3. (de fato pela Proposição
35 2. 3. são equivalentes) e 3. em 4. Assim só faltaria provar que 4. implica em
1.

Como T não é estrita mas é contı́nua, então existem x, y, z ∈ (0, 1) tais que
y < z e T (x, y) = T (x, z). Como T (y, z) ≤ y < z = T (1, z) então pelo teorema
do valor meio2, existe um w ∈ [y, 1) tal que T (y, w) = y. Logo, T (x, y) =
T (x, z) = T (x, T (y, w)) = T (T (x, y), w) e por indução temos que para cada
n ∈ N, T (x, y) = T (T (x, y), T n(w)). Assim pela continuidade de T , temos que,

T (x, y) = lim
n→∞

T (T (x, y), T n(w)) = T (T (x, y), lim
n→∞

T n(w)) = T (T (x, y), 0) = 0

Uma vez que T é Arquimediana, existe um n tal que T n(x) < y e portanto
T n+1(x) ≤ T (x, y) = 0. Logo, x é um elemento nilpotente de T .

Agora seja um v ∈ (0, 1) qualquer, como T é Arquimediana, então existe um
m ∈ N tal que Tm(v) ≤ x e portanto, Tm+n(v) ≤ T n(x) = 0. Ou seja, todo
elemento v ∈ (0, 1) é nilpotente.

5.2 Funções de Agregação Disjuntivas

As funções de agregação disjuntivas, modelam a disjunção fuzzy ou o “ou”
da lógica fuzzy. Em uma disjunção a satisfação de qualquer um dos critérios
é suficiente para satisfazer a disjunção toda. Por exemplo, tanto uma febre alta

2O teorema do valor meio é uma propriedade de funções reais contı́nuas.
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quanto uma toze forte são sintomas de que alguem está doente, mas só um desses
sintomas é suficiente para concluirmos isso. Podemos formalizar isso em uma
declaração lógica ”Se o paciente apresenta febre alta OU toxe forte, ENTÃO
podemos concluir que ele esta doente”. Mas se ambos acontecerem ao mesmo
tempo, eles reforzam a conclusão, e portanto as evidencias de que o paciente está
de fato doente são mais fortes do que a causada por qualquer um desses sinto-
mas isoladamente. Isto leva à seguinte definição: Uma função de agregação A é
disjuntiva se max ≤ A.

Existe numa dualidade entre disjunção e connjunção. Dada uma negação
fuzzy forte N e uma função de agregação A temos que A é conjuntiva sss AN
é disjuntiva e vice-versa. Portanto, classes de funções de agregação disjuntivas
podem ser obtido por dualidade de classes de funções de agregação conjuntivas.
Por exemplo, uma função de agregação A é uma semi-copula dual se ANZ

é
uma semi-copula, onde NZ é a negação de Zadeh. Então, semi-copulas duais são
funções de agregação que têm 0 como elemento neutro (e portanto são disjunti-
vas).

Analogamente, as duais das t-normas são chamadas de t-conormas. Basica-
mente, uma t-conorma é uma função de agregação de aridade 2, que é comutativa,
associativa e tem 0 como elemento neutro.

Como de alguma forma toda propriedade e estudo de t-conromas podem ser
reduzidas ao estudo das propriedades duais para t-normas, nós não aprofundare-
mos este tipo de funções de agregação.

5.3 Funções de Agregação Mistas

Funções dea gregação mistas são funções de agregação que não se encaixam
em nenhuma das três classes anteriores, ou seja não são nem de médias, nem
conjuntiva e nem disjuntivas. Outra forma equivalente de definir elas é a seguinte.
Uma função de agregação A de aridade n é mista se existe x,y ∈ [0, 1]n tal
que ou A(x) < minx e miny < A(y, ou, A(x) < maxx e maxy < A(y.
Portanto, funções de agregação mistas não são comparáveis com o mı́nimo ou
não são comparáveis com o máximo.

A principal utilidade de funções de agregação mista é na tomada de decisão
onde alguns atributos são positivos enquanto outros negativo. Isto está fortemente
relacionado com a agregação bipolar, na qual alguns valores são considerados
como evidências ”positivas”e outros como evidências ”negativas”. Por exem-
plo, alguns sintômas podem contribuir para o fechamento do diagnóstico de um
paciênte enquanto outros podem contribuir para descartar esse diagnóstico.
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Uma outra situação onde funções de agregação mistas podem ser necessária,
é na modelagem de regras de dedução heterogêneas, ou seja regras do tipo

SE a1 é A1 E (a2 é A2 OU a3 é A3) ENTÃO b é B.

então precissariamos de uma função de agregação A de aridade 3, que misture um
conjunção C com disjunção D, de tal forma queo A(x, y, z) = C(x,D(y, z)).

Dado a ∈ (0, 1) um exemplo de função de agregação mista de aridade n é a
seguinte:

Ma(x) =


C(x) se maxx > a
D(x) se minx < a
M(x) senão

onde C é um função de agregação conjuntiva, D é um função de agregação dis-
juntiva e M uma função de agregação do tipo média.

5.4 Uninormas

Uma classe importante de funções misturas é a classe das uninormas que não
são nem t-normas nem t-conormas. Uninormas foram introduzidas 1996 por R.
Yager e A. Rybalov no artigo [68] como sendo uma generalização da noção de t-
norma e t-conorma relaxando a propriedade de elemento neutro dessas duas clas-
ses de funções de agregação. Desde então este tipo de função de agregação tem
sido aplicada em sistemas fuzzy baseado em regra [67], em tomada de decisão
[61], e redes neurais fuzzy [10].

Formalmente, um função de agregaçãoU : [0, 1]2 → [0, 1] é uma uninorma se
é comutativa, associativa e tem um elemento neutro. Assim, claramente, a classe
das t-normas é extamente a classe das uninormas cujo elemento neutro é 1 e a
classe das t-conormas é extamente a classe das uninormas cujo elemento neutro é
0.

Proposição 38. Seja U uma uninorma. U é uma função de agregação mista se e
somente se o elemento neutro de U é diferente de 0 e de 1.

Demonstração: Seja e o elemento neutro deU . Se e = 0 entãoU é uma função de
agregação conjuntiva e portanto não é mista. Analogamente, e = 1 então U é uma
função de agregação disjuntiva e portanto não é mista. Se e ∈ (0, 1) então, para
todo x, y ∈ [0, e) temos que U(x, y) ≤ U(x, e) = x e U(x, y) ≤ U(e, y) = y,
e por conseguinte, U(x, y) ≤ min(x, y). Por outro lado, para todo x, y ∈ (e, 1]
temos que U(x, y) ≥ U(x, e) = x e U(x, y) ≥ U(e, y) = y, e por conseguinte,
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U(x, y) ≥ max(x, y). Portanto, U é mista se somente se o elemento neutro é
diferente de 0 e de 1. �

Lema 39. SejaU : [0, 1]2 → [0, 1] e e ∈ [0, 1] seu elemento neutro. Se max(x, y) <
e e e > min(x, y) então min(x, y) ≤ U(x, y) ≤ max(x, y).

Demonstração: Sem perda de generalidade podemos assumir que max(x, y) =
x. Portanto, como max(x, y) < e e e > min(x, y), então temos que x > e e
y < e. Suponha que U(x, y) < min(x, y) = y então y = U(e, y) ≤ U(x, y) < y
que é uma contradição e portanto U(x, y) ≥ min(x, y). Por outro lado, suponha
que U(x, y) > max(x, y) = x então, x < U(x, y) ≤ U(x, e) = x que também é
uma contradição e portanto U(x, y) ≤ max(x, y). �

Teorema 40 (caracterização). Seja U : [0, 1]2 → [0, 1] e e ∈ [0, 1]. U é uma
uninorma com elemento neutro e sss existem uma t-norma T , uma t-conorma S e
uma média M , tal que,

U(x, y) =


T (x, y) se max(x, y) < e
S(x, y) se e < min(x, y)
x+ y − e se e ∈ {x, y}
M(x, y) senão

Demonstração:
(⇒) Se e > 0 entao defina T : [0, 1]2 → [0, 1] por

T (x, y) =

{
U(x, y) se max(x, y) < e
min(x, y) senão

Provaremos que T é uma t-norma. Trivialmente T é comutativa. 1 é lemento
neutro de T pois T (x, 1) = min(x, 1) = x. Para provar a associatividade de T
deve considerar diversos casos:

1. Caso max(x, y, z) < e: T (x, T (y, z)) = U(x, U(y, z)) = U(U(x, y), z) =
T (T (x, y), z).

2. Caso e < min(x, y, z): T (x, T (y, z)) = min(x,min(y, z)) = min(min(x, y), z) =
T (T (x, y), z).

3. Caso, x > e e y < e: T (x, T (y, z)) = min(x, T (y, z)) = T (y, z) =
T (min(x, y), z) = T (T (x, y), z).
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4. Caso, x > e, y > e e z < e: T (x, T (y, z)) = min(x,min(y, z)) = z =
min(min(x, y), z) = T (T (x, y), z).

5. Caso x < e e y > e: Análogo ao caso 3.

6. Caso x < e, y < e e z > e: T (x, T (y, z)) = T (x,min(y, z)) = T (x, y) =
min(T (x, y), z) = T (T (x, y), z).

7. Caso x = 1: T (x, T (y, z)) = T (y, z) = T (T (1, y), z) = T (T (x, y), z).

8. Caso y = 1: Analogo ao caso anterior.

9. Caso z = 1: T (x, T (y, z)) = T (x, y) = T (T (x, y), 1) = T (T (x, y), z).

Portanto, T é associativa.
Finalmente, se y ≤ z então

1. Caso x < e e z < e: T (x, y) = U(x, y) ≤ U(x, z) = T (x, z).

2. Caso x < e, y ≥ e e z ≥ e: T (x, z) = min(x, z) = x ≥ min(x, y) =
T (x, y).

3. Caso x < e, y < e e z ≥ e: T (x, y) = U(x, y) ≤ U(x, e) = x e T (x, y) =
U(x, y) ≤ U(e, y) = y. Por tanto T (x, y) ≤ min(x, y) ≤ min(x, z) =
T (x, y).

4. Caso x ≥ e: T (x, y) = U(x, y) ≤ U(x, z) = T (x, z).

Portanto, T é crescente e consequentemente, T é uma t-norma.
Analogamente podemos provar que S : [0, 1]2 → [0, 1] definido como

S(x, y) =

{
U(x, y) se e < min(x, y)
max(x, y) senão

é uma t-conorma.
A seguir provaremos que M : [0, 1]2 → [0, 1] definido como

M(x, y) =


max(x, y) se e < min(x, y)
min(x, y) se max(x, y) < e
U(x, y) senão

é uma função de agregação do tipo média.
Claramente, M satisfaz as propriedades de contorno, ou seja M(0, 0) = 0 e

M(1, 1) = 1. Se y ≤ z então
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1. Caso x < e e y ≥ e

2. Caso e < min(x, y): Então e < min(x, z) e portantoM(x, y) = max(x, y) ≤
max(x, z) = M(x, z).

3. Caso max(x, y) < e e max(x, z) < e: Então M(x, y) = min(x, y) ≤
min(x, z) = M(x, z).

4. Caso max(x, y) < e e max(x, z) ≥ e: Então pelo Lema 39, M(x, y) =
min(x, y) ≤ U(x, z) = M(x, z).

5. Caso x < e e y ≥ e: Então z ≥ e e portanto, M(x, y) = U(x, y) ≤
U(x, z) = M(x, z).

Logo, M é crescente. Pelo Lema 39 e pela definição de M , temos que min ≤
M ≤ max e portanto M é uma função de agregação do tipo média. �

6 Aplicações

6.1 Em Tomada de Decisão Fuzzy

Existem diversos métodos em que lógica fuzzy pode auxiliar na tomada de de-
cisão. Estes métodos podem ser classificados em dois: aqueles que são baseados
em relações de preferências fuzzy (por exemplo ver [13, 29, 36, 49]) e aqueles
baseados em matrizes de decisão fuzzy (por exemplo ver [9, 31, 64]).

Apresentaremos um exemplo de método de tomada de decisão multi-critério
que considera um grupo de especialistas, baseado em matrizes de decisão fuzzy,
onde algumas funções de agregação de média podem ser usadas.

6.1.1 Método de Tomada de Decisão Multi-atributo e Multi-Especialista Ba-
seado em Matrizes de Decisão

Seja E = {e1, . . . , em} um conjunto de especialistas, X = {x1, . . . , xn} um
conjunto finito e não vazio de alternativas, e A = {a1, . . . , ap} um conjunto de
atributos ou critérios. O tomador de decisão determina um vetor de pesos w =
(w1, . . . , wp)

T para os atributos. Um método de tomada de decisão multi-atributo
e multi-especialista (MTDMAME) baseado em matrizes de decisão fuzzy (MDF)
é um algoritmo que determina o ranking das alternativas emX baseado na opinião
de cada especialista emE, os quais avaliam o quanto cada alternativa satisfaz cada
atributo atribuindo um grau fuzzy, isto é, um valor no intervalo [0, 1].
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Propomos o seguinte método (algoritmo) para obter tal ranking:

Entrada: X ,W , e para cada l = 1, . . . ,m uma matriz de decisãoRl de dimensão
n × p onde cada posição (i, j) em Rl, denotada por Rl

ij , contém um valor
do intervalo [0, 1], o qual reflete o quanto a alternativa xi atende o atributo
(ou critério3) aj .

Saı́da: Um ranking r : X → {1, . . . , n}, significando que uma alternativa x ∈
X é melhor que uma alternativa y ∈ X , denotado por x > y, sempre que
r(x) < r(y) e r(x) = r(y) significa que o método foi incapaz de determinar
se x é uma alternativa pior ou melhor que y4, denotado por x ∼ y.

Passo 1: Agregar as MDF dos especialistas em uma única MDF RC, chamada
de matriz de decisão de consenso, definida para cada i = 1, . . . , n e j =
1, . . . , p, como:

RCij = owaΛ(R1
ij, . . . , R

m
ij ) (6)

onde Λ = (λ1, . . . , λm) é o vetor de pesos:

• Caso m for par: λi = 1

2
m
2 +2−i + 1

2
m
2 m

para todo i = 1, . . . , m
2

, e λi =

λm+1−i para cada i = m
2

+ 1, . . . ,m.

• Caso m for ı́mpar: λi = 1

2
m+1

2 +2−i
+ 1

2
m+1

2 m
+ 1

4m
para todo i =

1, . . . , m+1
2

, e λi = λm+1−i para cada i = m+1
2

+ 1, . . . ,m.

Passo 2: Para cada alternativa xi, com i = 1, . . . , n, usando Mw, determine o
ı́ndice coletivo total L∗-valorado Oi como segue:

Oi = Mw(RCi1, . . . ,RCin) (7)

Passo 3: Determinar um ranking das alternativas a partir dos ı́ndices coletivos
totais de tal manera que xi > xj quando Oi > Oj e xi ∼ xj quandoOi =
Oj . Assim, a função de saı́da r : X → {1, . . . , n} é definida por r(xi) = j
sss Oi é o j-ésimo maior ı́ndice coletivo total.

3No caso de se tratar de um critério de custo (ou seja negativo) será considerado seu comple-
mento.

4A maioria dos métodos de tomada de decisão admitem situações (configurações) em que eles
são incapazes de discriminar qual entre duas alternativas diferentes é melhor.
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Tabela 2: Avaliação do especialista p1.
R1 a1 a2 a3 a4

A1 0.6 0.45 0.45 0.35
A2 0.6 0.4 0.55 0.15
A3 0.6 0.7 0.55 0.7

Tabela 3: Avaliação do especialista p2.
R2 a1 a2 a3 a4

A1 0.7 0.45 0.65 0.55
A2 0.75 0.55 0.65 0.55
A3 0.55 0.65 0.6 0.4

Exemplo Ilustrativo do Primeiro Método

Considere o problema de adquirir um sistema de ar condicionado central usado
como exemplo em [58]. Consideram-se três alternativas de sistemas de ar-condicionado
central {A1, A2, A3}; quatro atributos: a1 (economia), a2 (funcionalidade), a3

(operacionalidade) e a4 (longevidade); e três especialistas {p1, p2, p3}. Cada es-
pecialista fornece um grau para representar o quanto, na opinião dele, cada uma
das três alternativas satisfaz cada um dos quatro critérios. Essas avaliações dos
especialistas são colocadas na forma de Tabelas, como por exemplo as tabelas 2,
3 e 4. Só que em [58] são usadas graus fuzzy intuicionistas intervalares5 em vez
de fuzzy e aqui nos consideramos o ponto medio do grau de pertinência intervalar.
O vetor de pesos para os atributos é w = (0.2134, 0.1707, 0.2805, 0.3354) 6.

Como há três especialistas (m = 3), então o vetor de pesos é calculado como

5Uma extensão da teoria fuzzy proposta em [4]. Para mais detalhes das diversas extensões da
lógica fuzzy ver [11].

6Em [58] foram considerados os pesos V = (0.35, 0.28, 0.46, 0.55) que não satisfazem a
condição que a soma dos pesos seja 1. w é o vetor de pesos obtidos através da normalização
padrão de V .

Tabela 4: Avaliação do especialista p3.
R3 a1 a2 a3 a4

A1 0.6 0.35 0.55 0.45
A2 0.55 0.55 0.5 0.4
A3 0.4 0.4 0.45 0.55
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Tabela 5: Matriz de decisão de consenso
RC a1 a2 a3 a4

A1 0.62916 0.42083 0.55 0.45
A2 0.62916 0.50625 0.564583 0.37083
A3 0.52083 0.5916 0.535416 0.55

segue:
λ1 = 1

23
+ 1

3·22 + 1
4·3 = 1

8
+ 1

6
= 0.2916

λ2 = 1
22

+ 1
3·22 + 1

4·3 = 1
4

+ 1
6

= 0.416
λ3 = 1

23
+ 1

3·22 + 1
4·3 = 1

8
+ 1

6
= 0.2916

A Tabela 5 apresenta matriz de decisão de consenso obtida das Tabelas 2, 3 e
4 considerando a Equação (6). Por exemplo, RC11 é calculado da seguinta forma:

RC11 = owaΛ(R1
11, R

2
11, R

3
11)

= 0.2916·0.6 + 0.416·0.6 + 0.2916·0.7
= 0.62916

O ı́ndice coletivo total é calculado usando a Equação (7) como segue:

• O1 = 0.5216716

• O2 = 0, 517220416

• O3 = 0, 542262083

Por exemplo, em detalhes,

O1 = Mw(0.62916, 0.42083, 0.55, 0, 45)
= 0.2134·0.62916 + 0.1707·0.42083 + 0.2805·0.55 + 0.3354·0.45
= 0.511305416

Assim, considerando este ı́ndice coletivo total obtemos o seguinte ranking das
alternativas:

A3 > A1 > A2

o qual coincide com o ranking obtido por [58] e por 3 dos quatro ranking obtidos
em [15] (todos eles considerando graus fuzzy intuicionistas intervalares).
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6.1.2 Método de Tomada de Decisão Baseado em Relações de Preferência
Fuzzy

Uma relação de preferência fuzzy sobre um conjunto finito e não vazio X , é uma
relação binária fuzzy R sobre X , ou seja R : X ×X → [0, 1].

Consideremos uma indexação de X , isto é uma bijeção I : Nn → X , onde n é
a cardinalidade de X . Por simplicidade notacional, para cada i, j ∈ Nn, usaremos
xi e Ri,j em vez de I(i) e R(xi, xj), respectivamente. O significado de Ri,j é que
a alternativa xi é preferida à alternativa xj (denotado por xi � xj) com um grau
fuzzy Ri,j . Usualmente, é requerido que a relação de preferência fuzzy também
satisfaça propriedade de N -reprocidade, ou seja, Ri,j = N(Rj,i), onde N é uma
negação forte ou alguma outra condição Ri,i = 0.5 [14, 27].

A tomada de decisão em grupo ou multi-especialista baseada em relações de
preferência fuzzy consiste em: um conjunto finito, não vazio e indexado
X = {x1, . . . , xn} de alternativas, um conjunto finito, não vazio e indexado D =
{d1, . . . , dm} de tomadores de decisão ou especialistas junto com um vetor de pe-

sos Λ = (λ1, . . . , λm), ou seja λi > 0 para cada i ∈ Nm e
m∑
k=1

λk = 1, e as relações

de preferência fuzzy sobre X de cada tomador de decisão. Denotaremos a relação
de preferência fuzzy do tomador de decisão dk por Rk.

Existem diversos métodos para obter, de modo razoável, um ranking das alter-
nativas como por exemplo os propostos em [2, 16, 38, 40, 56, 62, 63]. No entanto,
o método do voto é uma das estrategias mais simples e bem sucedidas para to-
mada de decisão (ver por exemplo [22, 19, 30, 37, 49]). Para o caso de valores
fuzzy, a avaliação final de uma alternativa xi considerando uma única relação de
preferência fuzzy R, é calculada como segue:(

n∑
j=1

Ri,j

)
−Ri,i.

É claro que para o ranking final da o mesmo se normalizamos esses valores
dividindo-os por n − 1, isto é, se usarmos a média aritmética dos valores na
posição da linha i de R que são diferentes de Ri,i. Analogamente como foi feito
em [60], quando um grupo de tomadores de decisão com diferentes pesos é con-
siderado, cada um com suas próprias relações de preferência fuzzy, agregamos
essas relações de preferências fuzzy usando em cada posição a média ponderada.
Assim, o método é o seguinte:

Entrada: X , Λ, e para cada l = 1, . . . ,m uma relação de preferência fuzzy
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Rl de dimensão n × n onde cada posição (i, j) em Rl, denotada por Rl
ij ,

contém um valor no intervalo [0, 1], o qual reflete o quanto a alternativa
xi é considerada melhor que a alternativa xj de acordo com o tomador de
decisão dl.

Saı́da: Um ranking r : X → Nn, significando que uma alternativa x ∈ X é
melhor que uma alternativa y ∈ X , denotado por x > y, sempre que r(x) <
r(y) e r(x) = r(y) significa que o método foi incapaz de determinar se x é
uma alternativa pior ou melhor que y, denotado por x ∼ y.

Passo 1. Agregar as relações de preferência fuzzy de cada tomador de decisão
em uma única relação de preferência fuzzy Rc, chamada de relação de pre-
ferência coletiva, usando o operador de agregação média ponderada con-
siderando Λ como vetor de pesos. Assim, Rc é uma matriz de dimensão
n × n onde a posição Rc

k,i contém a média ponderada das preferências dos
tomadores de decisão para a alternativa xi sobre a alternativa xj , ou seja,

Rc
i,j = MΛ(R1

i,j, . . . , R
m
i,j)

Passo 2. Obter a pontuação final de cada alternativa xi, que denotaremos por Vi,
com i = 1, . . . , n, “somando os votos”, usando a média aritmética, em Rc

para xi, ou seja,

Vi = M(Rc
i,1, . . . , R

c
i,i−1, R

c
i,i+1, . . . , R

c
i,n)

Passo 3. Determinar um ranking das alternativas a partir das pontuações finais
de cada alternativa de tal manera que xi > xj quando Vi > Vj e xi ∼ xj
quando Vi = Vj . A função de saı́da r : X → {1, . . . , n} é definida por
r(xi) = j sss Vi é a j-ésima maior pontuação final.

Exemplo Ilustrativo do Segundo Método

Compararemos o uso do nosso método com o proposto por Z. Xu em [62].
Em [59] foi proposto um ambiente de hierarquia analı́tica baseada em técnicas

de tomada de decisão fuzzy de múltiplos critérios para ajudar aos bancos a es-
colher estratégias de fusão com base em seis critérios seguintes: desempenho da
gestão, direitos e interesses dos funcionários, orientação ao cliente, análise finan-
ceira, polı́tica financeira do governo e gestão de risco. Em [62] foi considerado
um comitê composto por três tomadores de decisão, cada um advindo de uma área
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Tabela 6: Relação de preferência do tomador de decisão d1 em [62]
R1 x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 0.5 0.45 0.3 0.4 0.75 0.25
x2 0.25 0.5 0.2 0.3 0.25 0.1
x3 0.4 0.35 0.5 0.35 0.5 0.25
x4 0.45 0.45 0.45 0.5 0.65 0.25
x5 0.15 0.3 0.2 0.15 0.5 0.4
x6 0.6 0.55 0.4 0.65 0.45 0.5

Tabela 7: Relação de preferência do tomador de decisão d2 em [62]
R2 x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 0.5 0.4 0.35 0.45 0.65 0.3
x2 0.2 0.5 0.15 0.35 0.15 0.35
x3 0.35 0.25 0.5 0.3 0.6 0.35
x4 0.35 0.35 0.45 0.5 0.55 0.15
x5 0.25 0.4 0.15 0.25 0.5 0.25
x6 0.55 0.35 0.5 0.6 0.45 0.5

estratégica de decisão diferente, os quais comparam individualmente cada par de
critérios e expressam suas preferências através de um valor intuicionista de Ata-
nassov intervalar, a fim de incluir a sua incerteza e imprecisão na avaliação. Foi
considerado um peso para cada tomador de decisão

Condições Iniciais: Há seis alternativas (X = {x1, . . . , x6}), três tomadores de
decisão (d1, d2 e d3) com suas respectivas relações de preferências fuzzy
(R1, R2 e R3) apresentadas nas tabelas 6, 7 e 8, respectivamente, e o vetor
de pesos Λ = (0.4, 0.3, 0.3) para os tomadores de decisão. Observe que es-
sas três relações de preferência fuzzy satisfazem o princı́pio de aditividade
N -recı́proca com respeito à negação forte de Zadeh. Cabe salientar, que de
forma análoga ao exemplo ilustrativo do método anterior, os valores origi-
nais das tabelas 6, 7 e 8, não são valores fuzzy, mas valores intuicionistas
intervalares, e aqui nós só consideramos a média do do intervalo que repre-
senta o grau de pertinência. Assim, a menos dessa transformação dos graus
de pertinencias, nos consideramos as mesmas condições iniciais de Xu em
[62].

Passo 1: Relação de preferência coletiva Rc é apresentada na Tabela 9.
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Tabela 8: Relação de preferência do tomador de decisão d3 em [62]
R3 x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 0.5 0.6 0.4 0.25 0.65 0.4
x2 0.15 0.5 0.35 0.2 0.3 0.25
x3 0.3 0.35 0.5 0.5 0.45 0.25
x4 0.4 0.35 0.35 0.5 0.45 0.5
x5 0.1 0.4 0.15 0.3 0.5 0.45
x6 0.45 0.55 0.35 0.25 0.4 0.5

Tabela 9: Relação de Preferência fuzzy coletiva.
Rc x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 0.5 0.48 0.345 0.37 0.69 0.31
x2 0.205 0.5 0.23 0.285 0.235 0.22
x3 0.355 0.32 0.5 0.38 0.515 0.28
x4 0.405 0.39 0.42 0.5 0.56 0.295
x5 0.165 0.36 0.17 0.225 0.5 0.37
x6 0.54 0.49 0.415 0.515 0.435 0.5

Por exemplo,

Rc
1,2 =0.4·0.45+0.3·0.4+0.3·0.6

=0.18 + 0.12 + 0.18
=0.48

Passo 2: O vetor V com a pontuação final de cada alternativa é o seguinte:

• V1 = 0.439;

• V2 = 0.235;

• V3 = 0.37;

• V4 = 0.414;

• V5 = 0.258 e

• V6 = 0.464.

Por exemplo, o cálculo de V1 foi feito como segue:
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!V1 =0.48+0.347+0.37+0.69+0.31+0.205
5

=2.195
5

=0.439

Passo 3: O ranking das alternativas baseado na pontuação final de cada alterna-
tiva é o seguinte

x6 > x1 > x4 > x3 > x5 > x2 (8)

Já o ranking obtido por Xu em [62] foi

x6 > x1 > x4 > x3 > x2 > x5 (9)

Observação 3. Cabe salientar que em [15], este mesmo problema de tomada de
decisão com as relações de preferências dos especialistas idênticas às do problema
original, foi resolvido de tres maneiras diferentes, e duas delas coincidiram com
o ranking de Xu e a outra com o ranking obtido aqui. Assim, os rankings obtidos
concordam nas quatro melhores alternativas, ou seja, em que x6 � x1 � x4 � x3.
Porém, no ranking obtido com o método de Xu a alternativa x2 é melhor que x5

enquanto com o método proposto chegamos ao oposto, ou seja que x5 é melhor
que x2. No entanto, de acordo com as Tabelas 6, 7 e 8, R1

2,5 = 0.25 ≤ 0.3 = R1
5,2,

R2
2,5 = 0.15 ≤ 0.4 = R2

5,2 e R3
2,5 = 0.3 ≤ 0.4 = R3

5,2. Portanto, todos os
três tomadores de decisão coincidem em que a alternativa x5 é melhor do que
a alternativa x2 e isto deveria ter sido refletido no ranking final. Desta forma
podemos concluir que o ranking obtido por nosso método é mais correto que o
obtido por Xu.

7 Em Processamento Digital de Imagens

Existem diversas aplicações de funções de agregação em processamento di-
gital de imagens, como por exemplo as apresentadas em [21, 28, 40, 48]. Em
particular em [20, 21] são usadas funções de agregação de para reduzir ou com-
primir imagens, aumentar imagens e na remoção de alguns tipos de ruidos. Por
exemplo, na redução de imagens, é usada uma função de agregação para reduzir
fragmentos da imagens (tipicamente de 3× 3 pixel) num único pixel.

As funções de agregação com melhor desempenho foram a méia aritmética e
uma função de agregação linear introduzida nesse artigo, e que tem como princi-
pal caracterı́stica que os pesos variam conforme os valores das entradas, ou seja
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cada entrada tem seu próprio vetor de pesos. Este tipo de função de agregação são
conhecidas na literatura como funções de agregação de mistura e foram introdu-
zidas por Pereira em [50, 51].

Neste minicurso veremos esta função de agregação e sua aplicação em proces-
samento digital de imagens em detalhes.
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[35] KOLESÁROVÁ, A. A note on archimedean triangular norms. BUSEFAL 80
(1999), 57–60.

[36] LEE, H., AND YEH, C. Fuzzy multi-criteria decision making based on
fuzzy preference relation. Lecture Notes in Computer Science 5178 (2008),
980–985.

[37] LEVITIN, G. Evaluating correct classification probability for weighted vo-
ting classification with plurality voting. European Journal of Operational
Research 141 (2002), 596–607.

[38] LI, D., AND YANG, J. Fuzzy linear programming technique for multiatri-
bute group decision making in fuzzy environments. Information Sciences
158 (2004), 263–275.

[39] LIMA, E. Curso de Análise, vol. 1 of Projeto Euclides. IMPA, Rio de
Janeiro, 1982.

[40] LIMA, L., BEDREGAL, B., BUSTINCE, H., BARRENECHEA, E., AND

DA ROCHA, M. An interval extension of homogeneous and pseudo-
homogeneous t-norms and t-conorms. Information Sciences 355–356
(2016), 328–347.

[41] LIU, X. W. Models to determine parameterized ordered weighted averaging
operators using optimization criteria. Information Sciences 190 (2012), 27–
55.

47



IV Congresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy (IV CBSF)
16–18 de Novemebro de 2016, Campinas – SP, Brasil.

[42] LUCCA, G., SANZ, J., DIMURO, G., BEDREGAL, B., MESIAR, R., KO-
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