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Resumo

O processo de combinar diversos valores numéricos num tnico valor que
de alguma forma represente todos eles é chamado de agregacdo e a funcdo
numérica que realiza este processo € denominada de fun¢do de agregacao.
Quando esses valores sdo graus de pertinéncia ou valores verdades num con-
texto fuzzy (ou de alguma de suas extensodes) essas funcdes de agregacdo t€ém
que ter certas propriedades. Se consideramos que cada um dos graus de per-
tinéncias a serem agregados é resultado da opinido de diversos especialistas
ou da aplicacdo de diversos métodos, entdo quando esse graus sao todos ze-
ros ou todos uns, o resultado da agregacdo também deve ser zero ou um,
respetivamente e além disso quanto maiores os graus de pertinéncia, maior
deve ser o resultado da agregacio. E claro que outras condi¢des também po-
dem ser impostas em determinadas circunstincias, como por exemplo que
seja comutativa, idempotente, associativa, etc.

Neste minicurso, veremos diversos tipos de funcdes de agregacdo e
aplicacOes em tomada de decisdo e processamento digital de imagens (com-
pressdo, ampliacdo e eliminagdo de ruidos).

1 Introducao

O processo de combinar diversos valores numéricos num tnico valor que de
alguma forma represente todos eles é chamado de agregacao e a fun¢cdo numérica
que realiza este processo € denominada de fungdo de agregacdo. Fungdes de
agregacao sao também chamadas na literatura de operadores de agregacdo porém
quando lidamos com agregacdo de valores numéricos, do ponto de vista ma-
tematico', o nome funcio de agregaciio parece mais correto que o termo ope-

'Operadores em matemdtica operam sobre objetos mais complexos que simples conjuntos
como € o caso de funcdes.
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rador de agregacdo. Esta defini¢cdo simples e informal deixa em evidéncia que
funcdes de agregacdo tém um grande poténcial de aplicacdes em diversas dreas
de conhecimento, como em matemadtica aplicada (probabilidade, estatistica e te-
oria de decisdo, por exemplo), ci€ncia da computagcdo (por exemplo em inte-
ligéncia artificial, processamento digital de imagens e algoritmos experimentais),
em economia (por exemplo, em andlises de risco), etc. Porém quando esses va-
lores sdo graus de pertinéncia ou valores verdades num contexto fuzzy (ou de
alguma de suas extensdes) essas funcoes de agregacdo tém que ter certas proprie-
dades. Se consideramos que cada um dos graus de pertinéncias a serem agregados
€ o resultado das opinides de diversos especialistas ou da aplicacido de diversos
métodos, entdo quando esses graus sdo todos zeros ou todos uns, o resultado da
agregacao também deve ser zero ou um, respetivamente e além disso quanto mai-
ores os graus de pertinéncia, maior deve ser o resultado da agregacdo. Ou seja,
num contexto fuzzy, uma funcido de agregacdo A necessita como minimo satis-
fazer as propriedades: A(0,...,0) = 0, A(1,...,1) = 1l ese x; < y entdo
Alzy, ... xn) < A(xy,..., %1,y Tit1,...,T,) paratodo i € {1,...,n}. E
claro que outras condi¢des também podem ser impostas em determinadas cir-
cunstancias, como por exemplo que seja comutativa, idempotente, associativa,
etc. As funcdes de agregacao sdo classificadas em conjuntivas (o resultado sem-
pre € menor ou igual ao menor dos graus de pretinéncias), disjuntiva (o resultado
sempre € maior ou igual ao menor dos graus de pretinéncias), média (o resultado
sempre € um valor que estd entre 0 menor € 0 maior grau de pretinéncia de en-
trada), e hibrido (quando nio € nem conjuntivo, nem disjuntivo nem uma média).

Neste minicurso, veremos diversos tipos de funcdes de agregacao conjuntivas
(t-normas), disjuntivas (t-conormas), de média (médias baseadas em fungdes de
peso) e hibridas (uninormas) e aplicacdes em tomada de decisdo e processamento
digital de imagens, mais especificamente em compressao, ampliacdo e eliminacao
de ruidos de imagens.

2 Preliminares
Nesta se¢ao forneceremos algumas defini¢des basicas e nota¢ao usada no texto.

1. Dado um conjunto parcialmente ordenado (L, <) e X C L,a € L é um
maiorante (minorante) de X se para todo x € X temos que = < a (a < x).

2. Dado um conjunto parcialmente ordenado (L, <) e X C L, o supremo
(infimo) de X, se existir € o menor dos maiorantes (é o maior dos minoran-
tes). Denotaremos o supremo de X por \/ X e o infimo por A X.
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. Quando X é finito, digamos X = {x1,...,z,}, V X e A X também sdo

denotado por xy V - -+ V x, e x1 A - - - A x,, respetivamente.

Um conjunto parcialmente ordenado (L, <) é um reticulado se todo par de
elementos tem um supremo e infimo.

Um reticulado (L, <) é limitado se existem elementos |, T € L tal que
paracadax € L, L <z < T.

Um reticulado (L, <) é completo se todo subconjunto de L tem supremo e
infimo.

[0,1]™ denota [0, 1] x --- x [0, 1].
. Dadoi € {1,...,n} defina a fun¢do de projegdo i-ésima 7; : [0,1]" —
[O’ ]'] por ﬂ-i(‘rh s ,I’n) = Ly
. Paratodo x € |0,1] atupla (x, ..., ) serd denotada por (z)".
[0,1] a tupla ( ) por ()
Dado x € [0,1]", denotaremos por x » a permutagido de x ordenada de

forma crescente, ou seja tal que 7;(x ) < m1(x ) paratodo i € {1,...,
n — 1}. Analogamente, x, € a permutagdo de x ordenada de forma decres-
cente.

N € o conjunto dos nimeros naturais.
N, ={1,...,n}

[x] (arredondeamento para acima de =) é menor nimero inteiro maior ou
igual a nimero real x.

A|X denota a fungdo A restrita ao conjunto X.

sss abrevia “se, e somente se,”’.

3 Funcoes de Agregacao e Propriedades

No contexto de sistemas fuzzy, fun¢des de agregacao sao fungdes que tomam
valores reais entre 0 € 1 e retornam como saida um valor nesse mesmo intervalo.
Formalmente,
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Definicao 1. Seja n > 2. Uma funcdo A : [0,1]" — [0,1] é uma fungdo de
agregagdo de aridade n se A(0,...,0) =0, A(1,...,1) = 1 e é crescente, ou
seja se v; < yentdo A(xy,...,x,) < A(T1, o Tis1, Yy Tig1y - -y Tny)-

Em algumas situacOes € necessario agregar entradas de varios tamanhos, como
por exemplo, agregar as pontuacdoes dadas por um juri a atletas considerando
eventuais abstencdes ou inhabilitacdes (por erros). Do ponto de vista tedrico este
tipo de situacao € abordada considerando uma familia de fun¢des de agregacao de
aridade 2, 3, 4, etc. Isto motiva a seguinte extensao de fungdo de agregacao:

Definicio 2. [44] Uma funcdao A : | J[0,1]™ — [0, 1] € uma fungdo de agregagio
i=1

estendida se A(x) = x para todo x € |0, 1] e para todo n > 2, A|[0,1]" é uma

fungdo de agregacdo de aridade n.

Dada uma fung@o de agregagdo estendida .4, em principio ndo hd qualquer
relagdo entre A|[0, 1]™ e A|[0,1]™ quando m # n. No entanto, hd fun¢des de
agregacdo estendidas, como a média aritmética (definida como M (xq,...,x,) =
=— para todo n € N), com uma estreita relagio entre as fungdes de agregacdo
que fazem parte da familia. Em particular observamos que a media aritmética
satisfaz a propriedade de auto-identidade [69]:

M(zq,...,zn) = M(x1,..., 00, M(xq,...,2,)) (1)

Esta propriedade é a base a nocdo de estabilidade de familias de funcdes de
agregacdo como discutido em [52]. Observe também que dada uma funcdo de
agregacdo A de aridade 2 podemos obter uma uncao de agregacao estendida

A J[0,1)* — [0, 1] da seguinte maneira:
i=1

1. A(z) = x;
2. A(zq, ... x,) = A(A(2q, ..., 2yn_1), z,) para todo n > 2.

Observe que se A é idempotente, ou seja A(x,z) = z para todo = € [0, 1], entdo
A satisfaz a condi¢@o de auto-identidade.

Como de modo geral funcdes de agregacao estendidas sao familias de fungdes
de agregacdo independentes, aqui s6 estudaremos as fun¢des de agregacao de ari-
dade fixa.
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3.1 O reticulado de funcoes de agregacao

Dado um n > 2, denotaremos por 2l(,,) ao conjunto de todas as fungdes de
agregacdo de aridade n. A seguinte relagdo bindria sobre 2/, € uma ordem parcial
(ndo total) para as fungdes de agregacdo de aridade n: Seja Ay, Ay € 2, entdo

A; < Ajsssparatodox € [0,1]",  Aj(x) < Ax(x) (2)
Proposicao 1. (), <) é um reticulado completo.

Demonstragdo: Dado X C 2, afungdo \/ X : [0, 1]* — [0, 1] definida por

\ X(x) = (\/ m(AX)),.... \/ Wn(A(x))>

Aex Aex
¢ claramente o supremo de X . Dualmente, A X : [0, 1]™ — [0, 1] definido por

AX(x) = </\ m(Ax)),..., /\ WH(A<X))>

AeX AeX

é o infimo de X. O

Observe quando X = {4, Ay}, entdo
Ay V Ag(x) = (max(m (A1(x)), m(A2(x))), . .., max(m,(A1(x)), 7, (A2(x))))

Analogamente para A; A As.
Como todo reticulado completo € limitado, existe A, At € 2, tal que para
todo A € 2(,,), temos que:
A <AL Ay

Nado ¢é dificil de ver que para todo x € [0, 1]",

(D)™ sex=(1)"
Aulx) = { (0)™  sendo

(0)" sex=(0)"
Ar(x) = { (1)™ sendo
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3.2 Funcao de agregacao conjugada e N-dual

Uma fungdo ¢ : [0,1] — [0,1] é um automorfismo se for bijetiva e cres-
cente, ou equivalentemente, se for continua, estritamente crescente e p(0) = 0 e
©(1) = 1[6, 12]. Seja Aut(]0,1]) o conjunto de todos os automorfismos. Ob-
serve que a inversa de um automorfismo ¢ tambem um automorfismo. De fato,
(Aut([0,1]), 0, =) é um grupo.

Proposicao 2. Seja A : [0,1]" — [0,1] uma funcdo de agregacdo e 1, s :
0,1] — [0, 1] dois automorfismos. A fungcdo A?*#2 : [0,1]" — [0, 1] definida por

AP22(x) = o1 (A(pa(21), . . ., wa(2)))

é uma fungdo de agregacdo.

p1(0) =0 e A2122((1)") = o1 (A(pa(1))™ )=

Por outro lado se x <y entaO (p2(x1), ..

2
e portanto A(ps(x1),. .., p2(z,)) < A(p2 yl), . wg(yn)). Logo, A¥1#2(x) <
APLip2 (Y) O

Demonstragdo: Trivialmente, A¥"%2((0 )”) o1(A(p
1 (A(
a(en

Para todo automorfismo ¢, chamamos A? % de conjungada de A e o deno-
tamos por A¥.

No artigo que deu origem a teoria dos conjuntos fuzzy, ou seja [70], Zadeh
define o complemento de um conjunto fuzzy S como sendo o conjunto fuzzy S
cuja fungdo de pertinéncia € pg(z) = Nz (pus(x)) onde Nz (x) = 1 —x é chamada
de negacdo padrao ou nega¢do de Zadeh. Desde entdo diversas funcdes de negacao
foram proposta e em 1979 Enric Trillas em [57] considera a seguinte defini¢do
geral de negacdo fuzzy a qual é adotada até hoje: Uma fungdo N : [0, 1] — [0, 1]
¢ uma negacao fuzzy se

1. N(0)=1e N(1) =0;
2. Sex <yentdo N(y) < N(x).

Uma negagdo fuzzy é forte se ela é involutiva, ou seja se para todo = € [0,
N(N(z)) = x. Claramente N  é uma negacao forte e a negagio fuzzy N(z)
1 — 22 ndo é forte [5].

Em [57] Trillas da a seguinte caracteriza¢do das negacoes fortes.

1],

Proposicao 3. Seja N : [0, 1] — [0, 1] wma negacdo fuzzy. N é forte sss existe um
automorfismo ¢ tal que N = N7.
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Analogamente como acontece com automorfismos, as negacoes fuzzy também
podem ser usadas para gerar novas funcdes de agregacao.

Proposicao 4. Seja A : [0,1]" — [0, 1] uma funcdo de agregacdo e Ny, Ny :
0,1] — [0,1] duas negagées fuzzy. Entdo a funcdo An, n, : [0,1]" — [0,1]
definida por

Ay ny (%) = Ni(A(Na(21), -, No(a0)))

é também uma fungdo de agregacdo.

Demonstragdo: Trivialmente, An, n,((0)") = Ny (A (( Ny(0))™)) = N1 (A((1)™)) =
Ni(1) = 0e Ay, 3, ((1)") = Ni(A((NV2(1))™)) = N1 (A((0)")) = N1(0) = 1.

Por outro lado se x < y entéo (No(y1), . . Ng(yn)) (Na(x1), ..., No(z4)
e portanto A(Na(y1), ..., Na(yn)) < A(No(x ) (xn))) Logo, AN1 Ny (%) =

Ni(A(Na(z1), .-+, Na(20))) < Ni(A(Na(y1), - - Nz(yn) ANy 3, (Y)- .

Para toda negacdo forte NV, chamamos Ay y de funcdo de agregacio N-dual
de A e o denotamos por Ay. Quando Ay = A entdo dizemos que A é auto
N-dual.

3.3 Propriedades Extras

A seguir veremos diversas propriedades que algumas funcdes de agregacao
podem satisfazer e que podem ser relevantes ou desejaveis em algumas situacoes.
Em toda esta subse¢ao consideraremos uma fungao de agregacido A de aridade n
arbitréria.

3.3.1 Idempoténcia
A ¢ idempotente se para todo = € [0, 1] temos que A((z)") = =.

Proposicao 5. A ¢ idempotente se e somente se para todo x € [0, 1]", temos que
minx < A(x) < maxx.

Demonstracdo: (=) Como A € crescente e idempotente entao,
minx = A((minx)") < A(x) < A((maxx)") = maxx.
(<) Sejax € [0, 1]. Uma vez que A € idempotente e min < A < max entdo

x =min(x)" < A((z)") < max(z)" = z.

7
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Portanto, A((z)") = =. O

Exemplo 1. A média aritmética, a mediana, o minimo e 0 maximo, sdo fungdes
de agregacdo idempotentes. Um outro exemplo, € a funcdo

G(z1,...,x,) =

conhecida como media geométrica.

Proposicao 6. Se A é idempotente entdo A¥ e Ay sdo idempotentes para todo
automorfismo p e negagdo forte N.

P (A((p()M) = ¢ (p(2))

Demonstracdo: Trivialmente, A?((x)") = =z
(N(z)) = . O

e An((2)") = N(A((N(2))") =

3.3.2 Interna

A éinterna se paratodox = (z1,...,x,) € [0, 1]", temos que A(x) € {z1,...,2,}
[7]. Alguns autores também denominam este tipo de fun¢do de agregacao de can-
celativas, internas locais e seletivas [47].

Claramente toda funcdo de agregacdo interna € idempotente.

Exemplo 2. As projecdes, 0 minimo, o0 maximo e a mediana (quando n é impar)
sao os exemplos mais conhecidos de fun¢des de agregacao internas. Outros exem-
plos sdo as funcdes:

0 sex = (0)"
Tox)(X) sendo

A9 = {

onde s(xy,...,z,) = {Z xz-‘ .
i=1

Dado um A\ € [0, 1] e uma funcdo de agregacdo A a fungdo

~f min(x) se A(x) < A
Arx) = { max(x) se A(x) > A

onde A € [0, 1] e A € uma fungdo de agregacdo A qualquer.

8
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A seguir mostraremos que as fun¢des de agregacao internas sao fechadas sobre
conjugadas e N-dualidade.

Proposicao 7. Seja p um automorfismo e N uma negacdo forte. Se A é uma
funcdo de agregacdo interna entdo A¥ e Ay também sdo fungdes de agregacdo
internas.

Demonstragdo: Sea x € [0,1]". Entdo, A?(x) = o Y A(p(x1),...,0(x,)) =
o Yp(z;)) = x; para algum i € N,,. Analogamente, Ay (x) = N(A(N(x1),...,
N(z,)) = N(N(z;)) = ;. O

Observe que, a prova da proposi¢ao anterior ndo demonstra que A = A¥ e nem
que A = Ay, pois aescolhade i em (A(p(z1),. .., ¢(z,)) pode ser diferente do i
escolhido em A(xy, ..., z,). Porexemplo, se p(x) = 2% entdo A,(0.3,0.4,0.5) =
0.4 enquanto A%(0.3,0.4,0.5) = 1/A(0.09,0.16,0.25) = +/0.09 = 0.3. No
entanto, em diversas outras fun¢des de agregacdo internas temos que A = A¥ e
A = Ay (por exemplo nas proje¢des, no maximo e no minimo).

3.3.3 Comutatividade

A é comutativa se o resultado ndo depende da ordem dos argumentos, ou seja

se para toda permutagdo (p(1),...,p(n)) de (1,...,n) e (x1,...,2,) € [0,1]",

temos que A(z1,...,2,) = A(Tpa),-- -, Tpm))

Exemplo 3. A média aritmética, o produto (P(z1,...,x,) = ][] z;), a média
i=1

geometrica, 0 minimo, € o0 maximo siao exemplo de funcdes de agregacao comu-

tativas. Dado ¢ € N,, a projecdo m; € um exemplo de uma fun¢do de agregacio

nao comutativa.

Proposicao 8. Seja A uma funcdo de agregacdo de aridade n. Entdo a funcdo

miny : [0,1]" — [0, 1] definida por

ming (x) = min(A(p1(x)), ..., A(pe(x))),

onde {p1(X),...,pr(x)} € o conjunto de todas as permutagées possiveis de x, é
uma fungdo de agregacdo de aridade n comutativa.

Proposicao 9. Seja A um funcdo de agregacdo de aridade n. Entdo as fungdes
A A, 1 [0,1]" — [0, 1] definida por

Ax(x) = Alx 1) e A\ (x) = A(x)

sdo funcoes de agregacdo de aridade n comutativa.

9
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Obviamente se A é comutativa entio A = A A= A

Proposicao 10. Seja A um funcdo de agregacdo de aridade n comutativa, p um
automorfismo e N uma negacdo forte. Entdo A¥ e Ay sdo funcdes de agregacdo
comutativas.

3.3.4 Elemento neutro

Um elemento e € [0, 1] é um elemento neutro de A se para todo z € [0, 1],
Ale,...,e,x,e,...,e) = .

Observacao 1. Nem toda fun¢do de agregacdo tem um elemento neutro (por
exemplo a média aritmética). Mas, se A tem um elemento neutro entdo este é
unico. De fato suponha que e; e e; sdao dois elementos neutros. Sem perda de
generalidade podemos assumir que e; < e,. Entao por A ser crescente temos que
€1 = A(el, €9, ... 762) Z A(el, ..., €1, 62) = €92 € portanto €1 = €a.

Proposicao 11. Sejam A, e As funcdes de agregacdo de aridade n com elementos
neutros e e ey respetivamente. Se Ay < As entdo ey < ey.

Demonstracdo: ey = Aj(eq, ... e1,e3) < Asg(er, ... e1,e2) < As(er,ea, ... e9)
= 61. |:|

Corolario 12. Se A < min e A tem elemento neutro entdo 1 é o elemento neutro
de A.

Corolario 13. Se A > max e A tem elemento neutro entéo 0 é o elemento neutro
de A.

A seguir mostraremos que seja qual for o valor em [0, 1], hd pelo menos uma
funcdo de agregacdo com esse valor como elemento neutro.

Exemplo 4. Seja A uma funcdo de agregacdo de aridade n tal que min < A <
max. Entdo dado qualquer e € [0, 1] fixo a fungdo

min(x) sex < (e)"

ax(x) sex > (e)"

A(x) =< m
A(x) sendo

€ claramente uma fun¢do de agregacdo com e como elemento neutro.

10
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Proposicao 14. Seja A uma fungdo de agregacdo de aridade n, e € (0,1) e N
uma negagdo forte. e é um elemento neutro de A sss N(e) é um elemento neutro
de A N-

Demonstracdo: (=) Seja x € [0, 1]. Entdo por e ser elemento neutro de A temos
que, Ay(N(e),...,N(e),z,N(e),...,N(e)) = N(A(N(N(e)),...,N(N(e)),
N(z),N(N(e)),...,N(N(e)))) = N(A(e,...,e,N(x),e,...,e)) = N(N(z))

(<) Seja x € [0,1]. Entdo por N ( ) ser elemento neutro de Ay e N ser in-
volutiva temos que, A( se,x,e,....e) = N(N(A(N(N(e)),...,N(N(e)),
N(N(@)), N(N(€)), .. N(N(€)))) = N{Ax(N(e),...., N(e), N(z), N(e), ...,
N(e))) = N(N(z)) = O

Proposicao 15. Seja A uma funcdo de agregagdo de aridade n, e € (0,1) e ¢
um automorfismo. Entdo, e é um elemento neutro de A sss ¢~1(¢) é um elemento
neutro de A%.

Demonstracdo: (=) Seja x € [0, 1]. Entdo por e ser elemento neutro de A temos
que,  A?(p7l(e), ..., (e),x, 07 (e), ..., 7 (€)= (Alp(p(e), - - -,
( (1E )))) ( ) (9071(6))7"'a‘p((pil(e)))):(pil(‘é‘(ew"76790(x)7€>"'7e>>:
(<) Sejax € [0 1]. Entao por ¢~ 1(e) ser elemento neutro de A¥ temos
que, Ae,....e,ze,...,e) = (o (Alp(p™ ()),---,90(90‘1(6))7<p(<p‘1(x)),
p(p'(e)),. ( ( ) = e(A%(p7H(e), ... o (e)p H (2), 07 (e), -
p () = 90(90’1(1’)) = . O

3.3.5 Elemento anilador ou de absorcao

Um elemento a € [0,1] é um elemento anilador, também chamado de ele-
mento de absor¢do, de A se para todo xy,...,x,-1 € [0,1] e ¢ € N, temos
que A(x1,. .., Ti1,0,Tjy ..., Tp_1) = Q.

Proposicao 16. Sejam A, e Ay duas funcdes de agregacdo de aridade n com
elementos aniladores a, e as, respetivamente. Se A1 < A, entdo ay < ao.

Demonstracdo: a; = Ai(ay, ..., a1,as) < As(ay,...,a1,as) = as. O

11
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Corolario 17. Se A < min entdo 0 é um elemento anilador de A.

Demonstragdo: Direto da Proposi¢ao anterior, uma vez que 0 € um elemento
anilador de min. UJ

Corolario 18. Se A > max entdo 1 é um elemento anilador de A.

Demonstracdo: Direto da Proposicdo anterior, uma vez que 1 € um elemento
anilador de max. U

Observe que ha funcdes de agregacdo com () como elemento anilador que sdao
maiores a0 minimo. Por exemplo, a média geométrica. Analogamente, ha funcdes
de agregacdo que t€ém 1 como elemento anilador que sdo menores que 0 maximo.
Por exemplo, dada uma fungao de agregacio A tal que A < max, entao a fungio:

1 se max(x) =1
A(x) sendo

Aa(x) = {

tem 1 como anilador e € menor que 0 maximo.
A seguir veremos que para qualquer valor em [0, 1], sempre ha pelo menos
uma fun¢do de agregacdo com esse valor como elemento anilador.

Exemplo 5. Para qualquer a € [0, 1] a fungdo

0 sex=(0)"
A(x) =< 1 sex=(1)"
a  senao

¢ uma func¢do de agregacdo com a como elemento anilador.

Se A é uma fung¢io de agregacdo com elemento anilador a € (0, 1) entdo A
nao possui elemento neutro. De fato, se e for um elemento neutro de A entdo caso

a < etemos que a = A(0,a...,a) < A(0,e,...,e) = 0 e portanto a = 0 que
¢ uma contradicdo. Analogamente, se ¢ < a temos que 1 = A(l,e,...,e) <
A(l,a,...,a) = ae portanto a = 1 que é uma contradi¢@o.

Proposicao 19. Seja A uma funcdo de agregacdo de aridade n, N uma negacdo
fortee a € [0,1]. a é um elemento anilador de A sss N(a) é um elemento anilador
de A N-

12
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Demonstracdo: Seja xq,...,x, 1 € [0,1].

(=) Entdo por a ser elemento anilador de A temos que, Ay (x1, ..., 2,1, N(a),
Tiy. ooy Tpo1) = N(A(N(z1),...,N(xi—1), N(N(a)), N(xi), ..., N(xp-1))) =
N(A(N(z1),...,N(zi_1),a, N(x;),...,N(x,_1))) = N(a).

(<) Entdo por N(a) ser elemento anilador de Ay e N ser involutiva temos
que, A(Il, ey L1, Ay Ty, Ty 1) = N(N(A(N(N(lj)), R ,N(N(ZL‘i_l)),
N(N(a)), N(N(xl)), ooy N(N(zp-1)))) = N(AnN(N(z1),...,N(zi—1),N(a),
N(@), s N(wa 1)) = N(N(@)) = a. 0

Proposicao 20. Seja A uma funcdo de agregagdo de aridade n, p um automor-
fismo e a € [0,1]. a é um elemento anilador de A sss ¢~1(a) é um elemento
anilador de A¥?.

Demonstracdo: Sejaxq,...,x, 1 € [0,1].

(=) Entdlo por a ser elemento anilador de A temos que, A% (zy, ..., 2, 1,9 *(a),
iy Tpo1) = 97 (Alp(21), - 0(@io1), 0(07 1 (a)), o(i), -, o(T01))) =
e N A(p(x1), - (i), @, 0(2i), - (1)) =9~ a).

(<) Entdo por ¢! (a) ser elemento anilador de A% temos que Az, ...,z 1,a,
Tar e 2} =p (0 (Al (21) ., ol (i), (0 (@), 0l 1),
(e @) = e(AP(eT @), T (i) 0 (@), o (),

™ @n-1))) = (¢7 (a) = a. 0

3.3.6 Estritamente crescente

A é estritamente crescente se sempre que X < y, ou sejax < y mas X # y,
temos que A(x) < A(y).

Exemplo 6. Exemplos de funcdes de agregacao estritamente crescente sdo a média
aritmética e a poténcia média que, dado um nimero real r # 0, é definida por

Ja o produto, a média geométrica e as projecdes nao sdo estritamente crescentes,
pois (0)* < (1,0,...,0) mas G((0)") = 0 = G(1,0,...,0) e analogamente
[1(0) =0 = [](1,0,...,0) assim como 7;((0)") = 0 = m;(1,0,...,0) para
todoi=2,...,n.

13
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Proposicao 21. Seja A um fungdo de agregacdo de aridade n. Se A é estritamente
crescente entdo A ndo tem elemento anilador

Demonstragdo: Suponha que A tem um elemento anilador a. Entdo, A(0,a, ..., a)
=a=A(1l,a,...,a) que é uma contradigdo. O

Proposicao 22. Seja A um funcdo de agregagdo de aridade n, o um automorfismo
e N uma negacdo forte. Se A é estritamente crescente entdo A¥ e Ay também
sdo estritamente crescentes.

Demonstragdo: Direto do fato de que automorfismos sdo estritamente crescentes
e negacoes fortes sdo estritamente decrescentes. 0

3.3.7 Elementos divisores de zero e divisores de hum

Um elemento a € (0,1] é um divisor de zero de A se paratodoi = 1,...,n
existe um x = (1,...,2,) € (0,1]" tal que x; = a e A(x) = 0.

Exemplo 7. Um exemplo é a fungdo A, e

Ar(x) = max le —(n—1),0
i=1

Em particular neste ultimo caso qualquer a € (0, 1) é um divisor de zero de Aj.

Alguns resultados imediatos que podemos extrair da definicao de divisor de
zero sio so seguintes:

1. Se a é um divisor de zero de A, entdo A(x) = 0 qunado maxx < a.

2. Se a é um divisor de zero de A entdo todo b € (0, a] é também um divisor
de zero de A.

3. Se A tem um divisor de zero entdo existe a € (0, 1] tal que A((a)"™) = 0.
4. Se A tem um divisor de zero entdo nao é idempotente.

5. Se a ndo é um divisor de zero de A, entdo A(x) > 0 para todo x > (a)".

14
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Proposicao 23. Seja A um funcdo de agregacdo de aridade n. Se A tem um
divisor de zero entdo existe um x € (0, 1] tal que A((z)") = 0.

Demonstracdo: Seja a um divisor de zero de A. Ento existe um x=(z1,...,z,) €
(0,1]™ tal que z; = a e A(x) = 0. Sejaz = minx. Entioxz > 0e (z)" < xe
portanto A((z)") < A(x) = 0. O

Proposicao 24. Seja A um funcdo de agregagdo de aridade n, o um automorfismo
e N uma negagdo forte. A tem um divisor de zero (ou de hum) sss A¥Y e Ay
também tém um divisor de zero (ou hum).

Demonstragdo: (=) Pela Proposigao 23, existe = € (0, 1] tal que A((x)™) =
e portanto x é um divisor de zero de A. Mostraremos que ¢~ ( ) € um d1—
visor de zero de A®. De fato, A?((p~1(2))") = ¢ HA((p(p H2)))")) =

P (A((z)") = 71 (0) = 0.
Analogamente, é possivel mostrar que N (x) é um divisor de zero de Ay.
(«<) Segue de imediato da prova anterior, uma vez que (A‘P)V1 = A. 0

O conceito dual é o de divisor de hum. Um elemento a € [0, 1) é um divisor
de hum de A se para todo ¢ = 1,...,n existe um x = (z1,...,2,) € [0,1)" tal
quez; =ae A(x) = 1.

Exemplo 8. Um exemplo ¢é a fungdo A+ e

Al(zy,. .. 2,) = min (sz, 1) :
i=1

Em particular neste tltimo caso qualquer a € (0, 1) é um divisor de hum de A%,

3.3.8 Lineares

A é invariante ao deslocamento ou estavel por translaciao se para todo \ €
[_17 1]

AN+ 2z, .. A+ x,) = Az, .o x,) + A
sempre que z; € [0,1], x; + X\ € [0,1] e A(z1,...,2,) + XA € [0,1] com i =
1,...,n.

Exemplo 9. O minimo, o maximo, as projecdes, e a média aritmética, sdo exem-
plos de funcdes de agregagdo invariantes por deslocamento. J4 o produto, a média
geométrica, a poténcia média, A; e A nio sdo invariantes por deslocamento.

15
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A é homogénea se para todo A € [0, 1]
ANz, .. Azy) = MNA(xq, ..., 2y)
sempre que z; € [0, 1] comi=1,...,n.

Exemplo 10. O minimo, o maximo, as projecdes, a média aritmética, a média
geométrica e a poténcia média sdo exemplos de funcdes de agregacdo homogéneas.
Ja o produto, A;, e A* ndo sdo homogéneas.

Uma func¢do de agregacdo que € invariante por deslocamento e homogénea
€ chamada de linear. Dos exemplos acima podemos concluir que o minimo, o
maximo, as projecoes, € a media aritmética sdo funcdes de agregacao linear.

Observe que pelas propriedades de contorno de fungdes de agregacgao, isto é
A((0)") = 0e A((1)™) = 1, temos que se uma fungdo de agregacdo ¢é invari-
ante por deslocamento ou homogénea entdo necessariamente ela é idempotente.
Portanto, toda fun¢ao de agregacdo linear € idempotente.

Observe ainda, que a classe da fungdes de agregacdo lineares nao € fechada
sobre conjungadas e dualidade, ou seja, o fato de A ser linear ndo significa ne-
cessariamente que A¥ ou Ay sejam lineares, para um automorfismo ¢ e negacao
forte N.

3.3.9 Aditivas Comonoétonas

Dizemos que dois vetores x = (z1,...,2,) € [0,1]" ey = (¥1,.-.,¥n) € [0,1]"
sd0 comondtonos se existe uma permutagdo P : N, — N, tal que zp;) < ... <
Tpm) € Ypr(1) < oo S YP(n)-

A é aditiva comondtona se para cada par de vetores X,y € [0, 1] comoné6tonos
taisque x +y = (x1 + Y1,...,%n + Yp) € [0,1]", temos que A(x +y) =
A(x) + Aly).

Exemplo 11. O minimo, o miximo, as projecdes, a média aritmética, e a média
aritmética ponderada sdo exemplos de fungdes de agregacao aditivas comondtonas.
Ja o produto, média geométrica e poténcia média ndo sdo aditivas comonotonas.

4 Classes de Funcoes de Agregacao

Existem diversas classes de fun¢des de agregacdo, mas a mais geral é a que
considera o minimo € o0 miximo como referente para obtermos quatro classes
de funcdes de agregacdo e, salvo o préprio minimo e méaximo, toda fungdo de
agregacao pertence a uma e sé uma dessas classes.
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4.1 Médias

Um fungdo e agregacdo A € considerada uma média (do Inglés average)
se sempre retornar valores entre 0 minimo e maximo das entradas, ou seja se
min < A < max. O principio em médias é que o valor agregado das entradas
ndo pode ultrapassar o maior valor delas nem estar abaixo do menor valor delas,
o qual é importante, por exemplo, quando queremos agregar a opinido de diversos
especialistas sobre quanto uma determinada alternativa satisfaz um determinado
critério.

Proposicao 25. Uma funcdo de agregacdo A de aridade n é uma média sss A é
idempotente.

Demonstracdo: (=)Sejax € [0, 1], entdo x = min(z)" < A((x)") < max(z)" =

x. Portanto, A((x)") = x.
(<) Sejax € [0, 1]. Como (minx)"” < x < (max X)", entdo por A ser cres-
cente e idempotente, minx = A((minx)") < A(x) < A((maxx)") = maxx.

Na secdo anterior vimos diversas fun¢des de agregacdo do tipo média, tais
como a média aritmética, geométrica, poténcia média, projecoes e as fungdes de
agregacao internas, € portanto o minimo € 0 maximo.

4.1.1 Médias baseadas em vetores de pesos

Em algumas situacdes € necessario considerar que as entradas tém pesos diferen-
tes. Este € o caso, por exemplo, quando em tomada de decisdo a avaliacdo de um
especialista senior sobre o quanto uma dadad alternativa atende um critério tem
um peso maior que de um outro especialista com menos gabarito.

Um vetor w = (wy,...,w,) € [0,1]" é chamado de vetor de pesos se

i=1

A seguir daremos alguns exemplos de médias baseadas num vetor de pesos w
arbitrario. Considere x = (x1,...,z,) € [0,1]"

1. Média aritmética ponderada: M, (x) = > w;z;.
=1

2. Média ponderada ordenada (conhecida pela sigla OWA em Inglés): owa., (x)

Mw/‘(x) = ;wzx(l) com (I(l), Ce ,ﬁ(n)) =X

17
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3. Média ponderada ordenada reversa (ROWA em Inglés): Roway (x) =
Mw\(x) = Z:lwll'(z) com (33(1), ce 7*1'(77,)) = X\

4. Média ponderada ordenada generalizada: Goway, ,(x) = ¢! (Z wigo(x(i))>
com (z(1), . .., Zm) = X e o € Aut([0,1)). B

n

5. Média geométrica ponderada: G, (x) = [] =}".

i
=1

n -1
6. Média harmonica ponderada: H (x) = (Z ‘;—) com a convegdo de
i=1"

que

7. Médias trigonométricas ponderadas:
(a) Seno: SM,,(x) = 2 arcsin (Z w; sin(Gx ))
(b) Coseno: C'My(x) = 2 arccos (Z w; cos(5x ))

(¢) Tangente: T'M,,(x) = 2 arctan (Z w; tan(%xi))
i=1

8. Média poténcia ponderada: Dado um nimero real » ndo nulo, defina

X) = (Z wwf) T

Cada uma das médias apresentadas acima admite uma versao tipo OWA. Por
exemplo, a média geométrica ordenada seria definida como:

x) = ] [afi
i=1

e dado um numero real r ndo nulo, a média poténcia ponderada ordenada seria

definida como: )
MOy (%) = (Z wﬂ@))
i=1

18
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Propriedades Médias
My, owaw Rowaw Gowaw Gw Hw SMy CMy TMy My
Idempoténcia N vV N N NV, N N vV
Interna N N N
Comutatividade N vV vV W NV, N N N N
Neutro N N N
Anilador Vv v ser <0
Estrita VY, v VooV Vv v
Lineares Vv Vv Vv
Homogénea vV vV Vv vV Vv
Aditiva Comonétona | +/ Vv Vv
Tabela 1: Algumas fun¢des de agregacdo do tipo média e suas propriedades
e MOy, () = GOy,. Em ambos casos, como no caso do OWA, temos que (1), . . ., T(n)) =

X Y
A Tabela 1 apresenta um resumo das propriedades satisfeitas por cada uma
destas médias.

onde +/ significa que depende do w. Em particular, owa.,, Roway € Gowa,, sdo
internas se e somente se w; = 1 para algum 4. J4 as médias marcadas com / sdo
comutativas se e somente se w; = % para todo .

O OWA nio é uma agregacao especifica mas sim uma familia de agregacoes.
Para cada vetor de pesos temos uma agregacao diferente. Assim, podemos con-
ferir que o minimo, o0 maximo, a média aritmética, a mediana, e as proje¢des sao
membros desta familia.

Observe que todo OWA é um ROWA e vice-versa. De fato, dado um vetor de
pesos w = (wy, ..., w,) fixo, temos que oway = Rowayr € Roway = owayr
onde w = (w,, ..., w).

Proposicdo 26. [8, p.45] Sejaw = (wy,...,w,) € [0,1]" um vetor de pesos e
x = (21,...,2,) € [0,1]". Entdo

Hw SGW SMW

E quando n = 2 temos que

G(0.5,05)(T1,72) = \/H(0.5,0.5) (w1, 22) + Mo5,05) (21, T2).

Observacio 2. Seja w = (wy,...,w,) € (0,1]" um vetor de pesos e x =
(x1,...,2,) € [0,1]". Entdo
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1. lim My [, = min.
r——00

2. lim My ;) = max.
T—00

3. lim My ) = Gy
r—0 ’

4. Mw,[l] == Mw.

5. My 1y = Hy.

6. Ser < sentdo My, ;] < My ).

4.1.2 Medidas de Orness e andness

A medida de orness de funcdes de agregacdo de médias € usada para medir o
quao longe essa média estd da menor disjuncao, ou seja do maximo. Esta medida
foi proposta em 1974 por Jozo Dujmovic em [18] e “redescoberta” diversas ve-
zes com outros nomes como por exemplo foi chamada de grau de disjun¢do em
[26, p. 115] e em [65] Ronald Yager definiu o conceito de orness para funcoes
de agregacdo da familia dos OWA de forma independiente. Posteriormente foi
demonstrado em [43] que ambas noc¢des de orness coincidem quando restritas aos
OWA (ver também [8, p. 70]. Recentemente, diversas variantes e generalizacoes
da nocao de orness tem sido fornecidas, como em [33, 34, 41].

Definicao 3. Seja A uma funcdo de agregacdo de aridade n. A medida de orness

de A é :
f[O,l]” A(x)dx — f[o,l]n min(x)dx

B Jio.jn max(x)dx — [, 11, min(x)dx

orness(A)

Teorema 27. Seja A uma fungdo de agregacdo de aridade n. Entdo,

1) [ A(x)dx + 1
orness(A) = n )f[o;}_ 1(X) x : 3)

Demonstragdo: Sai direto do fato que, como provado em [17], f[o 1 max(x)dx =

She f[O,l]” min(x)dx = . O
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Proposicao 28. [43] ¢ [8, p. 70] Sejaw = (wy,...,w,) € [0,1]" um vetor de
pesos. Entdo

~ n—i n—2 1
w) — [ = w 1a—7"'7 70 .
orness(owayy ) ;w 7 = owa ( ] p—] >

Desta forma, o orness de um OWA pode ser calculado apartir do seu vetor de
pesos e disto temos como consequéncia diversas propriedades:

1. orness(oway) = 1 — orness(Roway).

2. oway, € auto dual sss orness(oway,) = 0.5.

3. orness(oway) = 1 sss oway, = max.

4. orness(oway) = 0 sss oway, = min.

5. Se w; < w;yq paracadat € N,,_; entdo oway, > 0.5.

6. Se w; > w; 1 paracadat € N,,_; entdo oway, < 0.5.

A seguinte proposi¢do mostra que a soma convexa de dois OWAs € um OWA
cuja medida de orness € a soma convexa dos orness de ambos OWA que o geraram.

Proposicao 29. [1, 8] Seja w1, w2 € [0, 1]" dois vetores de peso e o € [0, 1].
Entdo A : [0,1]" — [0, 1] definido por
A(X) = aoway, + (1 — a)oway,

é um OWA tal que
orness(A) = aorness(oway, ) + (1 — a)orness(oway,)

Em [23] foi proposta uma outra medida relacionada ao orness denominada de
diferéncia média de orness e definida como segue,

B A(x) — min(x) .
orness(A) = /[o,un () min(x)d

Dualmente, a medida de orness temos a medida de andness que indica o quao
longe uma média estd da maior conjunc¢do, ou seja do minimo.
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4.2 Integrais de Choquet

As integrais de Choquet é uma basta e muito usada familia de fungdes de
agregacdo que generaliza a integral de Lebsegue. Esta integral receve este nome
por ter sido introduzida em 1953 pelo matemaético francés Gustave Choquet. Re-
centemente algumas generalizacOes destas integrais foram propostas em [42, 46].

A principal caracteristica das integrais de Choquet € que elas permitem agregar
as entradas de forma que ndo s6 considere a importancia de entradas individuais,
como € o caso das médias ponderadas, nem a magnitude delas, como € o caso das
médias ponderadas ordenadas, mas que também leve em consideracao os grupos
(ou coaligdes).

Assim como as integrais de Lebesgue, as integrais de Choquet sdo baseadas
em medidas. Informalmente, uma medida é uma funcdo que atribui um valor
numérico a conjuntos de objetos de algum universo de discurso satisfazendo al-
gumas propriedades, entre elas a aditividade:

m (U Xi) => m(X))

el i€l

onde / é um conjunto de indices [53]. Exemplos de medidas sdo as que para todo
intervalo fechado de nimeros reais da seu comprimento, ou seja m([r,s]) = s—r
e a que dado qualquer conjunto finito de elementos do conjunto universo da a
sua cardinalidade. A teoria de medidas fuzzy considera uma generalizacdo da
no¢ao de medida onde a propriedade aditiva é substituida por uma propriedade de
monotonicidade fraca.

Defini¢do 4. Uma medida fuzzy é uma funcao m : 9(N,,) — [0, 1] tal que para
todo X,Y C N, temos que

1. Se X CY entdom(X) <m(Y);
2. m(0) =0em(N,) =1
Exemplo 12. As medidas fuzzy mais conhecidas sdo:

1. Medida Uniforme: my (X) = X

n

2. Medida de Dirac com respeito a7 € N,;:

i 1 seieX
mD(X)_{O sei & X
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3. Medida aditiva com respeito a um vetor de pesos w = (wy, ..., w,):
m?(X) = Z w;.
ieX
4. Medida simétrica com respeito a um vetor de pesos w = (wy, ..., wy,):
X

me(X) = sz

5. Medida poténcia com respeito a p > 0:

w0 = (1),

6. Medida relativa (introduzida aqui (?)):

>

i€X

.
>
i=1

mR(X) =

Definicao 5. Seja m : #(N,,) — [0, 1] uma medida fuzzy. A integral discreta de
Choquet com respeito a m é a fun¢do C,, : [0,1]" — [0, 1] definida por

n

Crn(x) = D (w6 — w-1))m(T3) )

i=1
onde x = (x1,...,2,) € [0,1]" e (xq),...,2(n)) € uma permutagdo crescente
de x, ou seja uma permutacdo tal que 0 = vy < vy < ... <z el =

{(@),...,(n)}

Observe que quando x; = z; paraalgum ¢ # j, teremos mais de uma permutacdo
crescente de x. Mas isso pode fazer alguma diferéncia no valor de C,,,(x)? ndo. O
proximo exemplo ilustra porqué a permutacao crescente usada € irrelevante neste
caso.

Exemplo 13. Sejax = (0.3,0.6,0.3,0.2,0.4). Entao temos duas possiveis permutagdes
crescentes:
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1. T(1) = Tq, T(2) = T1, T(3) = T3, L(4) = T5 € T(5) = Ta. Portanto, I'; = N5,
'y ={1,3,5,2},I's = {3,5,2}, 'y = {5,2} e I'5s = {2}. Logo,

Crp(x) = 0.2+ (0.3 = 0.2)mp(T2) + (0.3 — 0.3)mp(I's)+
= 024014 +02 +0.15 +0.2&
= 0.346

2. T(1) = Ta, T(2) = T3, L(3) = T1, T(4) = T5 € T(5) = Ta. Portanto, I'1 = Nj,
FQ = {37 1, 5, 2}, Fg = {1, 5, 2}, F4 = {57 2} € F5 = {2} LOgO,

OmR(X) = 0.2+ (03 — OQ)mR(Fg) + (03 — 03)mR(F3)+
= 024014 +05 4015 +0.23%
= 0.346

Proposicao 30. /8, p.95] Dada uma medida fuzzy m : 9(N,) — [0,1] a inte-
gral discreta de Choquet com respeito a m é uma funcdo de agregacdo linear e
idempotente.

Teorema 31. [8, p.95] Uma fungdo de agregacdo A : [0,1]" — [0,1] é uma
integral de Choquet, i.e. A = C,, para alguma medida fuzzy m sss A é linear e
aditiva comondtona.

Assim, da Tabela 1 € possivel deduzir que os OWA, e portanto a média pon-
derada, o minimo, o méximo e o OWA reverso, sao integrais de Choquet.

Proposi¢ao 32. Sejam my e mo duas medidas fuzzy e o € [0,1]. Entdo A :
[0,1]™ — [0, 1] definido por

Ax) = aCp, (%) + (1 = @) Cry (x)
€ uma integral de Choquet.

Demonstracdo: Seja m : #(N,) — [0, 1] definido por m(X) = am;(X) +
(1 — @)my(X). Claramente m é uma medida fuzzy. Mostraremos que C,,, = A e
portanto A € um integral de Choquet.
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Observe que a conjungada de uma integral de Choquet é uma integral de Cho-
quet se, e somente se, o automorfismo € a identidade e o dual de um integral de
Choquet é uma integral de Choquet se, e somente se, a negacao forte € a de Zadeh.

Proposicao 33. [66] Seja m uma medida fuzzy. Entdo
1
orness(Cy,) = Z

n—1
XCN,

(n = 1X]!IX]!

n!

S Funcoes de Agregacao Conjuntivas

e 9

Funcdes de agregacdo conjuntivas modelam a conjuncdo fuzzy, ou seja o “e
16gico na logica fuzzy. Considere a situacdo onde varios critérios sao agregados
conjuntivamente como na regra

SEa;é A, Eay é Ay E..Ea, é A, ENTAObé B.

Por exemplo, se para obter uma carta de conducao € necessdrio passar tanto os
testes tedricos como praticos de condugdo, entdo ndo importa qudao bem se tenha
saido na parte tedrica, pois ela ndo compensard um mal desempenho no teste
de conducdo. Portanto, conjuncdo ndo deve permitir compensagdo, ou seja nas
conjungdes pontuagdes baixas para alguns critérios ndo podem ser compensadas
por pontuagdes dos outros critérios. Assim, 0 menor valor de qualquer uma das
entradas limita o valor de saida (a partir de cima). Isto induz a seguinte definicao:
Uma fung¢do de agregacido A de aridade n € conjuntiva se A < min.
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Como consequéncia imediata, temos que toda fun¢do de agregacdo conjuntiva
tem O como elemento anilador e se tiver elemento neutro este necessariamente é
1. De fato toda funcdo de agregacdo com 1 como elemento neutro é conjuntiva,
mas nem toda fun¢do de agregacdo conjuntiva tem elemento neutro, como por
exemplo a fun¢do

A(x) = min(2?, ..., 22).

Aquelas fungdes de agregacao que t€ém 1 como elementro neutro sdo chamadas
de semi-copulas [8, Def. 3.6]. A seguinte subse¢do apresenta uma das classes
mais importantes de semi-cépulas.

5.1 T-normas

Normas triangulares (t-normas) foram introduzidas em 1942 por Menger [45]
para generalizar o axioma de desigualdade triangular das distancias (métricas) em
espacos métricos [39] para o que hoje em dia é conhecido como espacos métricos
probabilisticos. Porém a no¢do de t-norma dada por Menger era muito geral,
ao ndo requerir a existéncia de um elemento neutro fixo € nem associatividade.
Posteriormente, Schweizer e Sklar em [54, 55] dividiram as Normas triangulares
entre t-normas e t-conormas (a operacao dual a t-norma), e no caso das t-normas
tratam elas como uma operagdo de semigrupo no intervalo unitario [0, 1] com
elemento neutro 1. Mas foram Alsina, Trillas e Valverde que em [3] usaram t-
normas para modelar conjunc¢ao fuzzy, generalizando diversas interpretagdes para
conjuncao fuzzy propostas até esse entao.

Definicao 6. 7" : [0,1] x [0,1] — [0,1] é uma norma triangular (t-norma) se
satisfaz os seguintes axiomas:

(T1) T(z,y) = T(y, x) — Comutatividade;
(T2) T(x,T(y,2)) =T(T(x,y), z) — Associatividade;
(T3) Sex <z’ ey <y entdoT(x,y) <T(x',y')— Monotonicidade; e

(T4) T'(z,1) = x — I-Identidade.

O axioma 1-identidade também as vezes é chamado de condicao de fronteira.
Observe que, para qualquer t-norma 7, uma vez que 7'(0,1) = 0, e que por
monotonicidade 7'(0,0) < T'(0, 1), entdo 7°(0,0) = 0. Portanto, T'(x,y) =z Ay
quando z,y € {0, 1}, ou seja toda t-norma se comporta como a conjungio cldssica
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quando so consideramos os valores Booleanos 0 e 1. Logo, pela monotonicidade,
¢ facil deduzir que 7'(x,0) = T(0,z) = 0.

A seguir apresentamos um conjunto de t-normas, muito presente na literatura
sobre t-normas.

e Godel: T (x,y) = min(z, y)
e Lukasiewicz: 17 (z,y) = max(z +y — 1,0)
e Produto: Tr(z,y) = zy

e Fraca: Ty (x,y) = 1 se max(z,y) = 1 e Ty (z,y) = 0 caso contrario

Ty

e Hamacher: Sejay > 0, Ty, (z,y) = S e powr—

Porém, existe uma quantidade ndo contdvel de t-normas. De fato dada qual-
quer t-norma 7" e « € [0, 1] temos que

| T(z,y) semax(z,y) <«
Tolz,y) = { Te(x,y) sendo )

E possivel estabelecer uma ordem entre t-normas. Sejam 7" e 7" duas t-normas
quaisquer, entao
T <T'seVz,y€l0,1], T(z,y) < T'(z,y)

Proposicao 34. Seja T uma t-norma. Tyy <'T < Tg.

Demonstragdo Se max z,y = 1 entdo trivialmente, por 1-identidade, Ty (z,y) =
T(xz,y) = Te(z,y). Se max(x y) # 1 entdo Ty (x,y) = 0 e portanto, trivial-
mente, Ty (z,y) < T(x,y). Logo, Ty < T'. Por outro lado, uma vez que por mo-
notonicidade T'(x,y) < T(x,1) e T(z,y) < T(1,y) entdo por 1-identidade e co-
mutatividade 7'(z,y) < z e T'(x,y) < y. Logo, T'(z,y) < min(z,y) = Te(z,y).

Um z € [0, 1] é dito um elemento idempotente de uma t-norma 7" se T'(x, z) =
x. Observe que a tnica t-norma onde todo = € [0, 1] € idempotente, € T¢;. De fato
suponha que 7 tem todos seus elementos idempotente e x,y € [0, 1]. Sem perda
de generalidade, podemos supor que = < y. Assim, por 1-identidade, T'(x,z) =
x = T(x,1), mas por monotonicidade T'(z,z) < T(z,y) < T(z,1). Por tanto,
T(z,y) =x,ousejaT(x,y) = Te(x,y).

Note que, 0 e 1 sdo elementos idempotentes de qualquer t-norma, e por isto
chamamos eles de elementos idempotentes triviais.
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Um z € (0,1) € dito um elemento nilpotente de uma t-norma 7', se existe um
ndmero natural n tal que 7"(z) = 0, onde T%(x) = 1 e T*"'(x) = T(x, T*(x)).
Por exemplo, todo = € (0, 1) é um elemento nilpotente de T}, De fato, 71°(0.9) =
0.

Um z € (0, 1) é dito um elemento divisor de zero de T se existe um y € (0, 1)
tal que T'(z,y) = 0. Por exemplo, todo = € (0, 1) € um divisor de zero de T7.. De
fato, T (x,1 — ) =

Proposicao 35. Seja T uma t-norma. Entdo T tem um elemento divisor de zero
sse 1" tem um elemento idempotente.

Demonstracdo: (=) Suponha que T'(z,y) = 0 para algum z,y € (0,1). Entdo
fazendo z = min(z,y), temos que por monotonicidade, T'(z,z) < T(x,y) e
portanto 7%(z) = T'(z, z) = 0, 0 que mostra que z é um elemento idempotente de
T.

(<) Se z € (0,1) é um elemento idempotente de 7', entdo 7" (x) = 0. Cla-
ramente n > 2. Logo, fazendo y = 7" !(z), temos que T'(x,y) = T"(z) = 0.
Portanto, x € um elemento divisor de zero de T'.

Definicao 7. Seja T' uma t-norma. T' é chamada de estritamente monotona se
para todo .y, z € [0,1] tal que x # 0 e y < z temos que T'(z,y) < T(x,z2). T
satisfaz a lei da cancelagdo se T'(x,y) = T(x, z) implica que * = 0 ouy = z.
T satisfaz a lei da cancelacdo condicional se T(z,y) = T(x,z) > 0 implica
que y = z. T é chamada de Arquimediana se para cada x,y € (0,1) existe um
niimero natural n tal que T"(x) < y. T é chamada de positiva se T'(z,y) = 0
entdo min(z,y) = 0, ou noutras palavras se ndo tiver elementos divisores de
zero.

Note que 7 nao € nem estritamente mondtona, nem satisfaz a lei da cancelagao,
e nem € Arquimediana. Ja 77 e Ty sdao Arquimedianas e satisfazem a lei da
cancelacdo condicional, mas nem sdo estritamente monétonas nem satisfaz a lei
da cancelacdo. Por outro lado 7T'» satisfaz a lei da cancelacdo, é Arquimediana e
estritamente mondtona. Observe ainda que trivialmente a lei da cancelacio € mais
forte que a lei da cancelacdo condicional e portanto toda t-norma que satisfaz a
primeira satisfaz a segunda lei.

Proposicao 36. Seja T' uma t-norma. Entdo

1. T’ é estritamente mondtona sse satisfaz a lei da cancelac¢do;
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2. Se T’ ¢ estritamente monotona entdo os vinicos elementos idempotentes de
T sdo os trivias

3. Se T’ é estritamente mondtona entdo I’ é positiva.

Demonstragdo: 1. (=) Se T'(z,y) = T(x,z), por defini¢do de estritamente
mondétona, ndo pode ser o casode x > 0 e y # z, que é o mesmo que dizer z = 0
ouy = z. («<)Sex > 0ey < z, entdo por monotonicidade T'(z,y) < T'(z, z). Se
T(z,y) = T(z, 2z), entdo, pela pela lei da cancelagdo, = 0 ouy = z. o qual seria
uma contradi¢do com a premisa de que © > 0 e y < z. Logo, T'(z,y) < T'(z, 2).

2. Se T(z,z) = x entdo, uma vez que T(z,1) = z, temos que T'(x,z) =
T(x,1). Como provado acima, T satisfaz a lei do cancelamento. Logo, ou x = 0
ou x = 1, e portanto em ambos casos x seria um elemento idempotente trivial.

3. Se T'(xz,y) = 0 entdo como T'(x,0) = 0, temos que T'(z,0) = T'(z,y).
Logo, pela lei do cancelamento, ou x = 0 ou y = 0. Portanto, 7' ndo teria
divisores de zero.

Um t-norma 7" é continua se ela € continua no sentido usual de continuidade na
andlises real. Ha muitas formas de caracterizar o que seria uma funcao continua.
Entre as mais usuais em matematica, temos via topologia, via métricas e via limite
(para maiores detalhes veja [39]). Aqui, por simplicidade usaremos a defini¢do de
continuidade baseada em limite. Um t-norma € continua se para cada sequéncia
convergente (&, )nen € (Yn)nen de valores em [0, 1], temos que

T(lim z,, lim y,) = lim T(z,,y,)
n—oo

n—o0 n—oo

Dizemos que uma t-norm € continua pela esquerda [25] se para cada sequéncia
crescente (x,,)nen de valores em [0, 1] e y € [0, 1], temos que

T(lim z,,y) = lim T(z,,v)
n—oo

n—oo

Trivialmente, toda t-norma continua é continua pela esquerda, mas a conversa
ndo é verdadeira. Um exemplo de t-norma que é continua pela esquerda mas nao
€ continua, foi dado por Janos Fodor em [24], e € a t-norma nilpotente minima,
definida por

0 serx+y <1
min(z,y) sendo

M (2, y) = {

Diversos métodos para gerar t-normas continuas pela esquerda podem ser encon-
trado em [32]. Kolesarovd em [35] demonstrou que no caso de t-normas Arquime-
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dianas continuidade pela esquerda implica em continuidade, ou seja uma t-norma
Arquimediana 7" é continua sse é continua pela esquerda.

Um t-norma 7" é chamada de estrita se for continua e estritamente mondtona,
e é chamada de nilpotente se for continua e todo = € (0,1) for um elemento
nilpotente de 7'. Por exemplo, T’p € estrita enquanto que 77, € nilpotente.

Teorema 37. Seja T’ uma t-norma Arquimediana e continua. Entdo as seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:

1. T é nilpotente.

2. T tem algum elemento idepotente.
3. T tem algum divisor de zero

4. T ndo é estrita.

Demonstragdo: Trivialmente 1. implica em 2., 2. em 3. (de fato pela Proposi¢cao
35 2. 3. sdo equivalentes) e 3. em 4. Assim s06 faltaria provar que 4. implica em
1.

Como T nio é estrita mas é continua, entdo existem x,y, z € (0, 1) tais que
y<zel(x,y)=T(z,z). ComoT(y,z) <y < z=T(1,z) entdo pelo teorema
do valor meio?, existe um w € [y, 1) tal que T'(y,w) = y. Logo, T(z,y) =
T(x,z) = T(z,T(y,w)) = T(T(z,y), w) e por indugdo temos que para cada
neN,T(z,y) =T(T(x,y), T"(w)). Assim pela continuidade de T, temos que,

T(x,y) = lim T(T(z,y), T"(w)) = T(T(z,y), lim T"(w)) = T(T(z,y),0) = 0
Uma vez que T é Arquimediana, existe um n tal que 7" (x) < y e portanto
T (x) < T(x,y) = 0. Logo, = € um elemento nilpotente de 7.
Agora sejaum v € (0, 1) qualquer, como 7" é Arquimediana, entdo existe um
m € N tal que 7" (v) < x e portanto, 7" (v) < T"(x) = 0. Ou seja, todo
elemento v € (0, 1) é nilpotente.

5.2 Funcoes de Agregacao Disjuntivas

As fungdes de agregacdo disjuntivas, modelam a disjun¢do fuzzy ou o “ou”
da l6gica fuzzy. Em uma disjuncio a satisfacdo de qualquer um dos critérios
¢ suficiente para satisfazer a disjun¢do toda. Por exemplo, tanto uma febre alta

20 teorema do valor meio é uma propriedade de fungdes reais continuas.
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quanto uma toze forte sdo sintomas de que alguem esta doente, mas s6 um desses
sintomas € suficiente para concluirmos isso. Podemos formalizar isso em uma
declaracdo 16gica “Se o paciente apresenta febre alta OU toxe forte, ENTAO
podemos concluir que ele esta doente”. Mas se ambos acontecerem ao mesmo
tempo, eles reforzam a conclusdo, e portanto as evidencias de que o paciente esta
de fato doente sdo mais fortes do que a causada por qualquer um desses sinto-
mas isoladamente. Isto leva a seguinte definicdo: Uma funcdo de agregacido A é
disjuntiva se max < A.

Existe numa dualidade entre disjun¢dao e connjuncdo. Dada uma negacdo
fuzzy forte NV e uma funcio de agregacdo A temos que A € conjuntiva sss Ay
€ disjuntiva e vice-versa. Portanto, classes de funcdes de agregacio disjuntivas
podem ser obtido por dualidade de classes de fun¢des de agregacdo conjuntivas.
Por exemplo, uma fun¢do de agregacdo A é uma semi-copula dual se Ay, é
uma semi-copula, onde N, € a negacdo de Zadeh. Entao, semi-copulas duais sao
funcgdes de agregacio que t€m 0 como elemento neutro (e portanto sao disjunti-
vas).

Analogamente, as duais das t-normas sdo chamadas de t-conormas. Basica-
mente, uma t-conorma € uma fun¢ao de agregacdo de aridade 2, que é comutativa,
associativa e tem 0 como elemento neutro.

Como de alguma forma toda propriedade e estudo de t-conromas podem ser
reduzidas ao estudo das propriedades duais para t-normas, nds nao aprofundare-
mos este tipo de funcdes de agregacao.

5.3 Funcoes de Agregacao Mistas

Funcoes dea gregacao mistas sao fungdes de agregacao que ndo se encaixam
em nenhuma das trés classes anteriores, ou seja nao sao nem de médias, nem
conjuntiva e nem disjuntivas. Outra forma equivalente de definir elas € a seguinte.
Uma fungdo de agregagdo A de aridade n é mista se existe x,y € [0,1]" tal
que ou A(x) < minx e miny < A(y, ou, A(x) < maxx e maxy < A(y.
Portanto, funcdes de agregacdo mistas ndo sdo compardveis com 0 minimo ou
nao sdo compardveis com o maximo.

A principal utilidade de fun¢des de agregacdo mista € na tomada de decisao
onde alguns atributos sdo positivos enquanto outros negativo. Isto estd fortemente
relacionado com a agregacdo bipolar, na qual alguns valores sdo considerados
como evidéncias “’positivas’e outros como evidéncias ’negativas”. Por exem-
plo, alguns sintdbmas podem contribuir para o fechamento do diagndstico de um
paciénte enquanto outros podem contribuir para descartar esse diagndstico.
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Uma outra situacio onde funcdes de agregacdo mistas podem ser necessaria,
¢ na modelagem de regras de deducao heterogéneas, ou seja regras do tipo

SE a; é Ay E (a3 é Ay OU a3 é A3) ENTAO b é B.

entdo precissariamos de uma funcio de agregacdo A de aridade 3, que misture um
conjungdo C' com disjunc@o D, de tal forma queo A(x,y, z) = C(z, D(y, 2)).

Dado a € (0,1) um exemplo de funcdo de agregacdo mista de aridade n é a
seguinte:

C(x) se maxx >a
M,(x) =< D(x) seminx<a
M(x) sendo

onde C' € um fun¢do de agregacdo conjuntiva, D é um funcio de agregacdo dis-
juntiva e M uma fun¢do de agregacdo do tipo média.

5.4 Uninormas

Uma classe importante de fun¢des misturas € a classe das uninormas que nao
sd0 nem t-normas nem t-conormas. Uninormas foram introduzidas 1996 por R.
Yager e A. Rybalov no artigo [68] como sendo uma generalizacdo da nog¢ao de t-
norma e t-conorma relaxando a propriedade de elemento neutro dessas duas clas-
ses de funcgdes de agregacdo. Desde entdo este tipo de funcdo de agregacdo tem
sido aplicada em sistemas fuzzy baseado em regra [67], em tomada de decisdo
[61], e redes neurais fuzzy [10].

Formalmente, um fungdo de agregagio U : [0, 1] — [0, 1] é uma uninorma se
€ comutativa, associativa e tem um elemento neutro. Assim, claramente, a classe
das t-normas € extamente a classe das uninormas cujo elemento neutro € 1 e a
classe das t-conormas € extamente a classe das uninormas cujo elemento neutro é
0.

Proposicao 38. Seja U uma uninorma. U é uma funcdo de agregacdo mista se e
somente se o elemento neutro de U é diferente de 0 e de 1.

Demonstragdo: Seja e o elemento neutro de U. Se e = 0 entdo U é uma fungdo de
agregacdo conjuntiva e portanto ndo € mista. Analogamente, e = 1 entdo U € uma
fungdo de agregacdo disjuntiva e portanto ndo é mista. Se e € (0, 1) entdo, para
todo x,y € [0,e) temos que U(z,y) < U(z,e) =z e U(z,y) < Ule,y) = v,
e por conseguinte, U(x,y) < min(x,y). Por outro lado, para todo z,y € (e, 1]
temos que U(z,y) > U(x,e) = x e U(x,y) > U(e,y) = y, e por conseguinte,
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U(z,y) > max(z,y). Portanto, U é mista se somente se o elemento neutro é
diferente de O e de 1. U

Lema39. Seja U : [0,1)> — [0,1] ee € [0, 1] seu elemento neutro. Se max(x,y) <
e ee > min(x,y) entdo min(z,y) < U(z,y) < max(z,y).

Demonstracgdo: Sem perda de generalidade podemos assumir que max(x,y) =
x. Portanto, como max(x,y) < e e e > min(z,y), entdo temos que x > e e
y < e. Suponha que U(x,y) < min(z,y) = yentdoy = Ule,y) < U(z,y) <y
que é uma contradi¢do e portanto U(z,y) > min(z,y). Por outro lado, suponha
que U(x,y) > max(z,y) = zentdo, v < U(x,y) < U(x,e) = x que também ¢é
uma contradic@o e portanto U(z,y) < max(z,y). O

Teorema 40 (caracterizagio). Seja U : [0,1]> — [0,1] e e € [0,1]. U é uma
uninorma com elemento neutro e sss existem uma t-norma T', uma t-conorma S e
uma média M, tal que,

T(z,y) se max(z,y) < e
S(z,y) se e < min(x,y)
r+y—e seec{r,y}
M(z,y)  sendo

Ulz,y) =

Demonstragdo:
(=) Se e > 0 entao defina T : [0, 1]*> — [0, 1] por

| U(z,y) se max(x,y) <e
T(z,y) = { min(z,y) sendo

Provaremos que 7' é uma t-norma. Trivialmente 7" € comutativa. 1 é lemento
neutro de 7" pois T'(x,1) = min(x,1) = x. Para provar a associatividade de T’
deve considerar diversos casos:

1. Caso max(z,y,2) < e: T(z,T(y,2)) =U(z,U(y,2)) = UU(x,y),2) =
T(T(z,y), 2)-

2. Casoe < min(x,y, z): T(z,T(y, 2z)) = min(z, min(y, 2)) = min(min(z, y), 2) =
T(T(z,y), 2)-

3.Caso, x > ecey < e T(x,T(y,2)) = min(z,T(y,2)) = T(y,z) =
T(min(z,y),z) = T(T(x,y), 2).
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Caso,z > e,y >eez < e T(x,T(y,2)) = min(z,min(y, 2)) = z =
min(min(z,y), z) = T(T'(z,y), 2)

. Casox < eey > e: Andlogo ao caso 3.

.Casor <e,y<eez>e T(x,T(y,z)) = T(z,min(y, 2)) = T(x,y) =

min(7(x,y),z) = T(T(x,y), 2).

.Casox=1:T(x,T(y,2) =T(y,2) =T(T(1,y),z) =T(T(x,y), 2).
8.

Caso y = 1: Analogo ao caso anterior.

Casoz=1:T(x,T(y,2)) =T (z,y) =T(T(x,y),1) =T(T(x,y), 2).

Portanto, 1" € associativa.
Finalmente, se y < z entdo

1.
2.

4.

.Casozr<e,y<eez>e: T(x,y) =U(x

Casox <eez<e: T(x,y)=U(z,y) <U(z,2) =T(z,2).

Casox < e,y >eez>e T(r,z) = min(zr,z) = ¢ > min(z,y) =
T(z,y).

<U(z,e)=zeT(r,y) =

,Y)
U(z,y) < Ule,y) = y. Por tanto T'(z,y) < min(x,y) < min(z,z) =

I(z,y).
Casox > e: T(z,y) =U(z,y) <Ul(zx,z) =T(z, 2).

Portanto, 7' é crescente e consequentemente, 7' € uma t-norma.
Analogamente podemos provar que S : [0, 1]? — [0, 1] definido como

S, y) = { U(z,y) se e < min(x,y)

max(z,y) sendo

¢ uma t-conorma.
A seguir provaremos que M : [0, 1]*> — [0, 1] definido como

max(x,y) see < min(z,y)
M(xz,y) =< min(z,y) se max(x,y)<e
U(z,y) sendo

€ uma funcdo de agregacao do tipo média.
Claramente, M satisfaz as propriedades de contorno, ou seja M (0,0) = 0 e
M(1,1) = 1. Sey < zentdo
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1. Casor <eey>e

2. Casoe < min(z,y): Entdo e < min(z, ) e portanto M (x,y) = max(x,y) <
max(zx, z) = M(x, z).

3. Caso max(z,y) < e e max(z,z) < e: Entdo M(z,y) = min(z,y) <
min(z, z) = M(z, z).

4. Caso max(zr,y) < e e max(x,z) > e: Entdo pelo Lema 39, M(z,y) =
min(z,y) < U(z, z) = M(z, z).

5.Casoz < eey > e: Entdo z > e e portanto, M(z,y) = U(z,y) <
Ulx,z) = M(x, 2).

Logo, M € crescente. Pelo Lema 39 e pela definicdo de M, temos que min
M < max e portanto M € uma fun¢do de agregacdo do tipo média.

LI IA

6 Aplicacoes
6.1 Em Tomada de Decisao Fuzzy

Existem diversos métodos em que l6gica fuzzy pode auxiliar na tomada de de-
cisdo. Estes métodos podem ser classificados em dois: aqueles que sdo baseados
em relacdes de preferéncias fuzzy (por exemplo ver [13, 29, 36, 49]) e aqueles
baseados em matrizes de decisdo fuzzy (por exemplo ver [9, 31, 64]).

Apresentaremos um exemplo de método de tomada de decisdo multi-critério
que considera um grupo de especialistas, baseado em matrizes de decisao fuzzy,
onde algumas fung¢des de agregacdo de média podem ser usadas.

6.1.1 Método de Tomada de Decisao Multi-atributo e Multi-Especialista Ba-
seado em Matrizes de Decisao

Seja E = {ey1,...,e,} um conjunto de especialistas, X = {zy,...,z,} um
conjunto finito e ndo vazio de alternativas, e A = {ay,...,a,} um conjunto de
atributos ou critérios. O tomador de decisdo determina um vetor de pesos w =
(wy, ..., w,)T para os atributos. Um método de tomada de decisdo multi-atributo
e multi-especialista (MTDMAME) baseado em matrizes de decisao fuzzy (MDF)
€ um algoritmo que determina o ranking das alternativas em X baseado na opinido
de cada especialista em F, os quais avaliam o quanto cada alternativa satisfaz cada
atributo atribuindo um grau fuzzy, isto é, um valor no intervalo [0, 1].
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Propomos o seguinte método (algoritmo) para obter tal ranking:

Entrada: X, W, eparacadal = 1,...,m umamatriz de decisio R' de dimensio
n x p onde cada posigdo (i,7) em R!, denotada por Rf-j, contém um valor
do intervalo [0, 1], o qual reflete o quanto a alternativa x; atende o atributo

sz 3
(ou critério’) a;.

Saida: Um ranking r : X — {1,...,n}, significando que uma alternativa = €
X é melhor que uma alternativa y € X, denotado por z > y, sempre que
r(z) < r(y)er(z) = r(y) significa que o método foi incapaz de determinar
se 2 € uma alternativa pior ou melhor que y*, denotado por = ~ y.

Passo 1: Agregar as MDF dos especialistas em uma tinica MDF RC, chamada

de matriz de decisdo de consenso, definida paracada: = 1,...,ne j =
1,...,p, como:
1 m
RCij = oway(R;, ..., YY) (6)
onde A = (Ay,..., \p) € o vetor de pesos:
e Caso m for par: \; = 2%%% + ﬁ paratodoi =1,..., 3, e\ =
Amy1—iparacadai =3 +1,...,m.
e Caso m for impar: \; = —4— + —1— + 5 para todo i =
9 32 T2 272 m m
L., ™M e X =N paracadai =" +1,... m.
Passo 2: Para cada alternativa x;, com ¢ = 1,...,n, usando M,,, determine o

indice coletivo total IL*-valorado O; como segue:

Passo 3: Determinar um ranking das alternativas a partir dos indices coletivos
totais de tal manera que x; > z; quando O; > O, e z; ~ z; quandoO; =
O;. Assim, a fungdo de saidar : X — {1,...,n} é definida por r(z;) = j
sss O; € o j-ésimo maior indice coletivo total.

3No caso de se tratar de um critério de custo (ou seja negativo) sera considerado seu comple-
mento.

4A maioria dos métodos de tomada de decisdo admitem situacdes (configuracdes) em que eles
sdo incapazes de discriminar qual entre duas alternativas diferentes € melhor.
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Tabela 2: Avaliacao do especialista p;.
Rl aq (05} as Qg

A; 106 045 045 035
A, |06 04 055 0.15
A3 106 0.7 055 0.7

Tabela 3: Avaliacdo do especialista ps.
R « as as ay

A | 07 045 0.65 0.55
A | 075 0.55 0.65 0.55
A3 1055 065 06 04

Exemplo Ilustrativo do Primeiro Método

Considere o problema de adquirir um sistema de ar condicionado central usado
como exemplo em [58]. Consideram-se trés alternativas de sistemas de ar-condicionado
central {A;, Ay, A3}; quatro atributos: a; (economia), ay (funcionalidade), as
(operacionalidade) e a4 (longevidade); e trés especialistas {p;, p2, ps}. Cada es-
pecialista fornece um grau para representar o quanto, na opinido dele, cada uma
das trés alternativas satisfaz cada um dos quatro critérios. Essas avaliagdes dos
especialistas sdo colocadas na forma de Tabelas, como por exemplo as tabelas 2,
3 e 4. S6 que em [58] sdo usadas graus fuzzy intuicionistas intervalares® em vez
de fuzzy e aqui nos consideramos o ponto medio do grau de pertinéncia intervalar.
O vetor de pesos para os atributos é w = (0.2134,0.1707,0.2805, 0.3354) 6.
Como ha trés especialistas (m = 3), entdo o vetor de pesos € calculado como

SUma extensdo da teoria fuzzy proposta em [4]. Para mais detalhes das diversas extensdes da
l6gica fuzzy ver [11].

®Em [58] foram considerados os pesos V = (0.35,0.28,0.46,0.55) que ndo satisfazem a
condi¢do que a soma dos pesos seja 1. w € o vetor de pesos obtidos através da normalizagdo
padradode V.

Tabela 4: Avaliacdo do especialista ps.
R o Qo as ay

A | 06 035 055 045
Ay 1055 055 05 04
As | 04 04 045 0.55
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Tabela 5: Matriz de decisdo de consenso
RC aq (05} as Qy

Ay ]0.62916 0.42083 0.55 0.45
Ay 0.62916 0.50625 0.564583 0.37083
Az | 0.52083 0.5916 0.535416  0.55

segue:
M=s+33+75=5+z=02916
M=gm+zm+15=5+35=0416
M=o +3m+15=5+¢=02916

A Tabela 5 apresenta matriz de decisao de consenso obtida das Tabelas 2, 3 e
4 considerando a Equacgao (6). Por exemplo, RC'; é calculado da seguinta forma:

RCH = O’UJCLA(Rh, R%lv Ril)’l)
=0.2916-0.6 + 0.416-0.6 + 0.2916-0.7
= 0.62916

O indice coletivo total é calculado usando a Equacgao (7) como segue:
e O =0.5216716
e Oy, =0,517220416

o 03 = 0,542262083

Por exemplo, em detalhes,

O, = M(0.62916,0.42083,0.55, 0, 45)
= 0.2134-0.62916 + 0.1707-0.42083 + 0.2805-0.55 + 0.3354-0.45
= 0.511305416

Assim, considerando este indice coletivo total obtemos o seguinte ranking das
alternativas:

A3>A1>A2

o qual coincide com o ranking obtido por [58] e por 3 dos quatro ranking obtidos
em [15] (todos eles considerando graus fuzzy intuicionistas intervalares).
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6.1.2 Método de Tomada de Decisao Baseado em Relacoes de Preferéncia
Fuzzy

Uma relacao de preferéncia fuzzy sobre um conjunto finito € ndo vazio X, € uma
relagdo bindria fuzzy R sobre X, ouseja R : X x X — [0, 1].

Consideremos uma indexacdo de X, isto € uma bijecao [ : N,, — X, onden é
a cardinalidade de X. Por simplicidade notacional, para cada 7, 7 € N,,, usaremos
x;e R;; emvezde I(i) e R(z;,x;), respectivamente. O significado de R; ; € que
a alternativa z; € preferida a alternativa x; (denotado por z; > x;) com um grau
fuzzy R; ;. Usualmente, € requerido que a relacdo de preferéncia fuzzy também
satisfaca propriedade de N-reprocidade, ou seja, R; ; = N(R;;), onde N é uma
negacdo forte ou alguma outra condi¢do R;; = 0.5 [14, 27].

A tomada de decisd@o em grupo ou multi-especialista baseada em relacdes de
preferéncia fuzzy consiste em: um conjunto finito, ndo vazio e indexado

X = {xy,...,2,} de alternativas, um conjunto finito, nao vazio e indexado D =

{di,...,dy} de tomadores de decisdo ou especialistas junto com um vetor de pe-
m

sos A = (A1,...,\p),ouseja); > Oparacadai € N, e > A\, = 1, e as relagdes
k=1

de preferéncia fuzzy sobre X de cada tomador de decisdo. Denotaremos a relacao
de preferéncia fuzzy do tomador de deciso dj, por R*.

Existem diversos métodos para obter, de modo razoavel, um ranking das alter-
nativas como por exemplo os propostos em [2, 16, 38, 40, 56, 62, 63]. No entanto,
o método do voto € uma das estrategias mais simples e bem sucedidas para to-
mada de decisdo (ver por exemplo [22, 19, 30, 37, 49]). Para o caso de valores
fuzzy, a avaliacdo final de uma alternativa x; considerando uma unica relacao de
preferéncia fuzzy R, € calculada como segue:

n
> Rij | = Ris.
j=1

E claro que para o ranking final da o mesmo se normalizamos esses valores
dividindo-os por n — 1, isto €, se usarmos a média aritmética dos valores na
posicdo da linha 7 de I? que sdo diferentes de 1?; ;. Analogamente como foi feito
em [60], quando um grupo de tomadores de decisdao com diferentes pesos é con-
siderado, cada um com suas proprias relacdes de preferéncia fuzzy, agregamos
essas relacdes de preferéncias fuzzy usando em cada posicao a média ponderada.
Assim, o método € o seguinte:

Entrada: X, A, e para cada ! = 1,...,m uma relagdo de preferéncia fuzzy
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R' de dimensdo n x n onde cada posicdo (4, j) em R', denotada por R,
contém um valor no intervalo [0, 1], o qual reflete o quanto a alternativa
x; € considerada melhor que a alternativa z; de acordo com o tomador de

decisio d;.

7z

Saida: Um ranking » : X — N, significando que uma alternativa = € X ¢é
melhor que uma alternativa y € X, denotado por = > y, sempre que r(z) <
r(y) e r(z) = r(y) significa que o método foi incapaz de determinar se x é
uma alternativa pior ou melhor que y, denotado por z ~ y.

Passo 1. Agregar as relacdes de preferéncia fuzzy de cada tomador de decisdo
em uma Unica relagdo de preferéncia fuzzy R°, chamada de relacdo de pre-
feréncia coletiva, usando o operador de agregacio média ponderada con-
siderando A como vetor de pesos. Assim, R¢ € uma matriz de dimensdo
n x n onde a posigdo Ry ; contém a média ponderada das preferéncias dos
tomadores de decisdo para a alternativa x; sobre a alternativa x;, ou seja,

R = My (R; LR

Zhj’

Passo 2. Obter a pontuacgdo final de cada alternativa z;, que denotaremos por V;,
comi = 1,...,n, “somando os votos”, usando a média aritmética, em R°
para x;, ou seja,

_ C C C C
Vi_M( 0 R R N e ) i,i—l—l""?Ri,n)

Passo 3. Determinar um ranking das alternativas a partir das pontuacdes finais
de cada alternativa de tal manera que x; > z; quando V; > V, e z; ~ x;
quando V; = V. A fun¢do de saida r : X — {1,...,n} € definida por
r(x;) = j sss V; é a j-ésima maior pontuacao final.

Exemplo Ilustrativo do Segundo Método

Compararemos o uso do nosso método com o proposto por Z. Xu em [62].

Em [59] foi proposto um ambiente de hierarquia analitica baseada em técnicas
de tomada de decisao fuzzy de multiplos critérios para ajudar aos bancos a es-
colher estratégias de fusdo com base em seis critérios seguintes: desempenho da
gestdo, direitos e interesses dos funciondrios, orientacdo ao cliente, andlise finan-
ceira, politica financeira do governo e gestdo de risco. Em [62] foi considerado
um comité composto por trés tomadores de decisdo, cada um advindo de uma area
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Tabela 6: Relacdo de preferéncia do tomador de decisdao d; em [62]
R' o 2y 23 x4 T g

ry | 05 045 03 04 075 025
2 1025 05 02 03 025 0.1

3| 04 035 05 035 05 0.25
xy | 045 045 045 0.5 0.65 0.25
x5 015 03 02 015 05 04
¢ | 0.6 055 04 065 045 05

Tabela 7: Relacdo de preferéncia do tomador de decisdao ds em [62]
R*| o1 2y x5 x4 Ty g

ry | 0.5 04 035 045 0.65 0.3
x| 02 05 015 035 0.15 0.35
r3 1035 025 05 03 0.6 0.35
xg 035 035 045 0.5 055 0.15
rs (025 04 0.15 025 05 025
xg | 055 035 05 0.6 045 0.5

estratégica de decisao diferente, os quais comparam individualmente cada par de
critérios e expressam suas preferéncias através de um valor intuicionista de Ata-
nassov intervalar, a fim de incluir a sua incerteza e imprecisao na avaliagdo. Foi
considerado um peso para cada tomador de decisdao

Condicoes Iniciais: Ha seis alternativas (X = {z1,...,x¢}), trés tomadores de
decisao (dy, ds e d3) com suas respectivas relacdes de preferéncias fuzzy
(R', R’ e R?) apresentadas nas tabelas 6, 7 e 8, respectivamente, € o vetor
de pesos A = (0.4,0.3,0.3) para os tomadores de decisdo. Observe que es-
sas trés relacdes de preferéncia fuzzy satisfazem o principio de aditividade
N-reciproca com respeito a negacao forte de Zadeh. Cabe salientar, que de
forma andloga ao exemplo ilustrativo do método anterior, os valores origi-
nais das tabelas 6, 7 e 8, ndo sdo valores fuzzy, mas valores intuicionistas
intervalares, e aqui nos s6 consideramos a média do do intervalo que repre-
senta o grau de pertinéncia. Assim, a menos dessa transformagdo dos graus
de pertinencias, nos consideramos as mesmas condi¢des iniciais de Xu em
[62].

Passo 1: Relacdo de preferéncia coletiva ¢ € apresentada na Tabela 9.
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Tabela 8: Relacdo de preferéncia do tomador de decisdo ds em [62]
R oy xy ms x4 Ty g

r1 | 05 06 04 025 065 04
o | 015 0.5 035 02 03 025
3| 03 035 05 05 045 0.25
s | 04 035 035 05 045 05
x5 | 0.1 04 015 03 05 045
rg | 045 055 035 025 04 05

Tabela 9: Relagdo de Preferéncia fuzzy coletiva.
R¢ | xq To T3 Ty T Tg
z1 | 0.5 048 0.345 037 0.69 0.31
z2 | 0205 0.5 023 0.285 0.235 0.22
xzz | 0.355 032 0.5 0.38 0.515 0.28
x4 | 0405 039 042 05 0.56  0.295
x5 | 0.165 036 0.17 0.225 0.5 0.37
zg | 0.54 049 0415 0515 0435 0.5

Por exemplo,

Ri, =0.4-0.45+0.3-0.4+0.3-0.6
=0.18 +0.12 + 0.18
=0.48

Passo 2: O vetor V' com a pontuacao final de cada alternativa € o seguinte:

o Vi =0.439;
o 1, =0.235;
e V5 =0.37;

o V, =0.414;
o V5;=0.258¢e
o Vs = 0.464.

Por exemplo, o célculo de V; foi feito como segue:
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1, —0:48+0.34740.3740.69+0.31+0.205
- 5
_2.195

5
=0.439

Passo 3: O ranking das alternativas baseado na pontuacdo final de cada alterna-
tiva € o seguinte

Tg > T1 > Ty > T3 > Ty > T2 (8)
J4 o ranking obtido por Xu em [62] foi

Tg > T1 > Ty > T3 > Ty > Ty 9)

Observacao 3. Cabe salientar que em [15], este mesmo problema de tomada de
decisao com as relacdes de preferéncias dos especialistas idénticas as do problema
original, foi resolvido de tres maneiras diferentes, e duas delas coincidiram com
o ranking de Xu e a outra com o ranking obtido aqui. Assim, os rankings obtidos
concordam nas quatro melhores alternativas, ou seja, em que xg > T1 > T4 > T3.
Porém, no ranking obtido com o método de Xu a alternativa x5 € melhor que x5
enquanto com o método proposto chegamos ao oposto, ou seja que x5 € melhor
que z2. No entanto, de acordo com as Tabelas 6, 7 e 8, Réﬁ =025<03= R%Q,
Ri; =015 <04 = RE,e R3; = 03 < 04 = RZ,. Portanto, todos os
trés tomadores de decisdo coincidem em que a alternativa x5 € melhor do que
a alternativa o e isto deveria ter sido refletido no ranking final. Desta forma
podemos concluir que o ranking obtido por nosso método é mais correto que o
obtido por Xu.

7 Em Processamento Digital de Imagens

Existem diversas aplicagdes de fungdes de agregacdo em processamento di-
gital de imagens, como por exemplo as apresentadas em [21, 28, 40, 48]. Em
particular em [20, 21] s@o usadas fun¢des de agregacdo de para reduzir ou com-
primir imagens, aumentar imagens € na remoc¢ao de alguns tipos de ruidos. Por
exemplo, na reducio de imagens, é usada uma fun¢do de agregacdo para reduzir
fragmentos da imagens (tipicamente de 3 x 3 pixel) num tnico pixel.

As funcdes de agregacdo com melhor desempenho foram a méia aritmética e
uma fun¢do de agregacao linear introduzida nesse artigo, € que tem como princi-
pal caracteristica que os pesos variam conforme os valores das entradas, ou seja
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cada entrada tem seu proprio vetor de pesos. Este tipo de fun¢do de agregagdo sao
conhecidas na literatura como fun¢des de agregacao de mistura e foram introdu-
zidas por Pereira em [50, 51].

Neste minicurso veremos esta fungdo de agregacao e sua aplicacdo em proces-
samento digital de imagens em detalhes.
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