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Capitulo 1

Série de Fourier

1.1 Funcoes periddicas

Definicao 1.1 Seja f : R — R. Dizemos que f é uma funcao peridédica, com periodo
T, se
f(t+ T)=f(t), paratodotecR.

Se f e g sdo fungdes periddicas, com periodo T, entdo valem as seguintes proprie-
dades:

a) f + g é peridédica com periodo T.

(a)

(b) Af é periédica com periodio T.

(c) se f é diferenciavel, entdo f’ é periédica com periodo T.
(d)

d

/:H f(t)dt = /OT f(t) dt.

A demonstragdo das propriedades (a) e (b) é simples. Para (c), veja que

Flet T) = lim (EETED ZFERT) f(”hz_f(t) = /().

h—0 h h—0




CAPITULO 1. SERIE DE FOURIER 2

Para (d), observe que

Seja V = {f : R — R | f é periddica com periodo T}. Como consequéncias das
propriedades (a) e (b) anteriores, V' é um espaco vetorial.

Exercicio 1.1 Sejam f,g : R — R fungbes periddicas. Dé exemplos onde a fungio
(f+eg)

(a) € periddica;

(b) ndo é periddica.
Isto € uma contradicdo com o exposto no inicio desta secio? @
Exercicio 1.2 Sejam f;,f, : R — R fungées periédicas com periodos T, e T,, respec-

tivamente. Mostre que se existirem inteiros m e n tais que mT; = nT, entdo f; + f, é

periddica com periodo mT;. @

Definicao 1.2 Seja f : R — R uma fungao periédica. Dizemos que T é o periodo

fundamental de f se T é o menor real positivo para o qual vale que

f(t+ T)=f(t), paratodotecR.
Exemplo 1.1 Para funcdo f : R — R dada por f(t) = sen(t), 8w € periodo, assim
como qualquer miltiplo inteiro de 2w, mas o periodo fundamental é T = 2.

Seja Pr = {T € R| T é periodode f e T > 0}, isto é, Pr é o conjunto de todos
os periodos positivos de f. O periodo fundamental de f também pode ser caracterizado
como valor minimo de Py, quando existir.

Exercicio 1.3 Seja f : R — R, definida por f(t) = c, para ¢ € R. Mostre que f é

uma funcdo periddica. Verifique que f ndo tem periodo fundamental. @

Definicao 1.3 A taxa de repeticdo de um sinal periédico é denominada frequéncia e
representada por f. Se T € o periodo fundamental do sinal, entdo
f=—.
T
Quando T é medido em segundos, a unidade de medida de f é Hertz.
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CAPITULO 1. SERIE DE FOURIER 3

Definicao 1.4 Se f € a frequéncia de um sinal periédico, definimos a frequéncia angular
como
w = 27f.

1.2 Polinbmios trigonométricos

Seja p : R — R definida como

N
p(t) = 2+ 37 2, cos (wnt) + bysen (wit), (1.1)
2 n=1
onde
wp=2mn/T. (1.2)

Dizemos que p é um polinémio trigonométrico.

Exercicio 1.4 Mostre que p € V, ou seja, p € uma funcdo periodica com periodo T.
@

Seja Vy = span{1, cos(w;t),sen(w;t), ..., cos(wnt),sen(wnt)}. Pelo exercicio an-
terior, fica claro que Vjy é subespaco vetorial de V. Além disso, as fung¢des cos (w,t),
n > 0, e sen(wyt), n > 1, formam uma base ortogonal para V), com respeito ao
produto interno

T/2 .
(F.g) = / F(£)g(E) dt. (1.3)

—-T/2

Para verificar essa informagdo é preciso mostrar que (veja A.5):

a) (1, cos(wpt)) =0, para n>1.

b) (1,sen(w,t)) =0, para n > 1.

d) (sen(wmt),sen(w,t)) =0, para m # n.

e

(a) ¢
(b) (
(c) {cos(wmt), cos(wnt)) =0, para m # n.
(d) (
(e)

cos (wmt), sen (wyt)) = 0, para quaisquer m, n € Z.

Também é possivel mostrar que essas fungdes tém norma /T /2, para n > 1 e
11| = VT (veja A6).

Um polindmio trigonométrico também pode ser reescrito em sua forma complexa,
por meio das identidades

et + e—if ol0 _ a—if
cos=— e senf= ———
2 2i
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CAPITULO 1. SERIE DE FOURIER 4

Observe que

eiw,,t + e—iwnt eiwnt o e—iw,,t
a, cos (wyt) + b, sen (wyt) = a, 5 + by, 5
i

_ (an—ib, giont 4 an + ib, it
N 2 2 '
Logo (1.1) fica

a dp — Ibn iw an + ’bn —iw,

fN(t>:§+Z( . >+( s ) g
_@"‘i an_-n ’“"—l—z a_, +/b gitont (1.4)
=5 _

n=—N

_ Z c et (1.5)

onde usamos que w, = 27n/T = —=2w(—n)/T = —w_, e definimos

(a_p+ib_p)/2, n<Q,
cn =1 a0/2, n=0, (1.6)
(an — iby)/2, n > 0.

Exercicio 1.5 Mostre que 3 = {e'“-nt, .. e“Nt} é uma base ortogonal para V. @

1.3 Problema de melhor aproximacao em V)

Seja f € V, isto é, uma funcao periddica com periodo T. Considere o problema de
aproximar f por fy € Vy. De forma precisa, dado f € V/, queremos determinar fy € Vy
tal que

f—fyl|?> = min ||f = pl°.
I = full> = min [If = pl

Observe que
|f — |l = (f — fu, £ — fu) = (F, F) = 2(F, fn) + (fw, ),

uma vez que f e fy sao funcgdes reais. Usando que

N
fn(t) = ? + Z an cos (wpt) + b, sen (wpt),

para que fy seja de fato o minimizador procurado, a condicdo de otimalidade de primeira
ordem impde que

0
Oda,
0
ob,

(IIf = f]?) =0, n=0,1,...,N,

(Hf— fNH2) =0, n=1,...,N.
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CAPITULO 1. SERIE DE FOURIER 5

Substituindo a expressao de fy e usando que as propriedades de ortogonalidade vistas
anteriormente, temos (veja A.8)

0= 82 (IIf - ful|?) = —2(f, cos(wnt)) + 2an{cos(wnt), cos(wnt))
T
= —2(f, cos(wnt)) + 2a,,5.
Portanto,
T/2
= —/ Ycos(w,t)dt, n=0,1,.., N. (1.7)
T/)2
De maneira andloga,
T/2
= —/ )sen(w,t)dt, n=1,2,..,N. (1.8)
T/2

Este mesmo desenvolvimento pode ser feito utilizando a base de exponenciais comple-
xas do exercicio 1.5. Todavia, o teorema a seguir fornece outro caminho para demostrar
essa afirmacao.

Teorema 1.1 Sejam V) um subespaco vetorial de V, espaco vetorial munido de produto
interno, e f € V. fy € Vy é a melhor aproximacdo de f em V) se e somente se

(f —fy,p) =0, para todo p € Vy.
Veja a demonstragao em A.9.

Exercicio 1.6 Mostre que fy, melhor aproximagdo de f em V), é

N
fu(t) = > coe™
n=—N
onde
1 T/2 )
Ch = — f(t)e "t dt (1.9)
T J 1)

Veja que ¢,, como calculado acima, é exatamente como foi definido em (1.6). De
fato, para n > 0, temos

T/2
= _/ t) [cos(wnt) — isen(w,t)] dt
T/2

ibp

1/ 1/ anp —
= — f(t)cos(w,t) dt —i— f(t)sen(wpt) dt =
- () cos (wnt) 7)1, (t) sen (wnt) >

03.06.2026



CAPITULO 1. SERIE DE FOURIER 6

Para n < 0, temos

T/2
= _/ t) [cos(wnt) — isen(w,t)] dt
T/2

T/2 1 T/2
= —/ ) cos (wpt) dt — i—= ) sen (w,t) dt

T/2 T/2
T/2 1 T/2 b
= —/ )cos (w_pt) dt + i= )sen (w_,t) dt = M,
T/2 T T/2 2
usando que w, = —w_,,.

Os coeficiente a, e b,, como definidos em (1.7) e (1.8), respectivamente, ou os
coeficientes ¢,, como definidos em (1.9), s3o ditos os coeficientes de Fourier de f.

Teorema 1.2 (Teorema de Parseval) Seja f : R — R um fungdo periédica com

periodo T. Se ||f — fy|| — 0, entdo

T/2
> laf =1 [ irora
T/2

n=—0o0

Este teorema estd demonstrado em A.11.

1.4 Série de Fourier

Teorema 1.3 (Teorema de Dirichlet (Chu, 2008)) Seja f : R — R. Se
(a) f € limitada em qualquer intervalo finito [a, b] C R,

(b) f tem apenas um nimero finito de maximos e minimos em qualquer intervalo finito
[a. b],

(c) f tem no maximo um ndmero finito de descontinuidades em qualquer intervalo

finito [a, b|, sendo cada uma delas uma descontinuidade de salto, e
(d) f € periédica, com periodo T,

entdo, para cada t € R onde f seja continua

do ad
f(t) =75+ ; a5 €08 (Wnt) + by sen (wnt), (1.10)
onde
2 T/2
an — —/ F(t)cos(wnt) df,  n=0,1,2,..., (1.11)
T J 1)
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CAPITULO 1. SERIE DE FOURIER 7

2 T/2
b, = —/ f(t)sen (wnt) dt, n=12,... (1.12)
T J o1

Além disso, se t, é um ponto de descontinuidade de f, entdo vale que

FEH) +f(tT) a0  —
—r = n nlx bn nt* .
> >+ ,,E_l ap cos (wpt,) + b, sen (wyt,)

1.5 Calculo da série de Fourier

Observe que cos (w,t) sdo fungdes pares e sen (w,t) sdo fungdes impares. Logo, se f
for uma fung&o par, o produto f(t) sen (w,t) serd fungdo impar e portanto os coeficientes
b, sdo nulos, por serem o resultado da integral de uma fungcdo impar em um intervalo
simétrico. Por outro lado, se f for uma fun¢do impar, o produto f(t)cos(w,t) serd
funcao impar e portanto os coeficientes a, sdo nulos. Isto pode ser explorado para obter
séries de Fourier apenas com termos pares ou impares, dependendo da forma com a
funcdo f for estendida.

Tomeocasode f: [0, L] — R, f(t) = t. f ndo é periddica, mas podemos estendé-la
como f; : R — R, com periodo T = 2L, tal que fi(t) = t, para t € (—L, L]. Desta
forma, no intervalo (—L, L), f; é uma fungdo impar e sua série de Fourier é dada por
(veja A.12)

2L K (—1)+ mnt
f(t) ~ ?;Tsen (T) : (1.13)

Na Figura 1.1 é exibida a soma parcial da série de Fourier com 20 termos.

Figura 1.1: Em preto, estd o grafico da extensdo impar de fun¢do f(t) = t, com L =2

e, em vermelho, estd o grafico da soma parcial da série de Fourier, com 20 termos.

A extensdo par para f é f(t) = |t|, para t € [—L, L], com periodo 2L. Neste caso
sua série de Fourier é (veja A.13)

L 4L & 1 (2k — 1)mt
f(t)wi—ﬁzmcos <f> : (1.14)

03.06.2026



CAPITULO 1. SERIE DE FOURIER 8

Na Figura 1.2 é exibida a soma parcial da série de Fourier com os primeiros 5 termos
nao nulos.

Figura 1.2: Em preto, estd o grafico da extensdo par da fungio f(t) = t, com L = 2
e, em vermelho, esta o grafico da soma parcial da série de Fourier, com os primeiros 5
termos nao nulos.

Observe que na extensdo par o erro ao trucar a série de Fourier é claramente menor.
Veremos que isto se deve a extensdo par ser continua. Logo, uma forma de obter uma
série de senos para f, que ndo apresente as reverberacoes vistas na Figura 1.1 é considerar
a extensdo f3 : R — R, com periodo 4L, dada por

-2l — t, 2L <t < —1,
f(t) =< t, — L<t<U,
2L — t, L<t<2L.
Nesta extensdo, f é impar em [—2L, 2L], porém continua. Sua série de Fourier fica (veja
A.14)
8L o= (—1)k+1 (2k — 1)mt
f(t) ~ — :
(&)~ 23 2o (ak — 12" 2L

Na Figura 1.3 é exibida a soma parcial da série de Fourier com os primeiros 5 termos
nao nulos.

1.6 Exercicios propostos

1
Exercicio 1.7 Seja f : R — R definida por f(x) = { - x€Q Mostre que f é

0, x¢Q.

periodica, mas ndo tem periodo fundamental.

Exercicio 1.8 Mostre que {e'“r*

n € Z} é um conjunto de fungbes ortogonais entre
si, com respeito ao produto interno (1.3).
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CAPITULO 1. SERIE DE FOURIER 9

Figura 1.3: Em preto, estd o gréfico da extensdo impar da fungdo f(t) =t, com L =2
e, em vermelho, esta o grafico da soma parcial da série de Fourier, com os primeiros 5

termos n3o nulos.

Exercicio 1.9 Seja f : [-1,1] — R, definida por f(t) = t>. Utilize a série de Fourier
de f para provar que

[e. 9]

ST S
n” 6 90’

n=1 n=1

Exercicio 1.10 Utilize a série de Fourier para mostrar que para 0 € (—7, ),

= np15en(nd) 0
(=)

n=1 n
Por que a expansio ndo € valida para |0| = 77
Exercicio 1.11 Seja f : [0, 1] — R definida por f(t) = t2.

(a) Estenda convenientemente f para o intervalo [—1, 1] para encontrar uma série de

Fourier para f em termos apenas de cossenos.

(b) Estenda convenientemente f para o intervalo [—1, 1] para encontrar uma série de

Fourier para f em termos apenas de senos.

(c) Faga o grafico da séries de Fourier truncadas para entender as diferencas de con-

vergéncia.
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Capitulo 2

Transformada de Fourier

2.1 Deducao informal

Se f : R — R é uma funcao nas hipdteses do Teorema 1.3, vimos que seus coefici-
entes de Fourier sao

1 T/2 )
c, = —/ f(t)e ™tdt, neZ,
T J 1)

f(t) ~ Z cpe™nt.
neZ

O que acontece se T — o0? Lembrando que w, = nAw, com Aw = 2x/T, veja
que

1 T/2 ) )
= /_ F(r)e i dr | efort = 3

T/2 nez

A w/Aw ) )
w/ f‘(T)efmAwT dT] emAwt.

nez 2 ) r/nw

Observe que lim1_,., Aw = 0 e que

[e.9]

AILrEO;g(nAw)Aw = /_OO g(w)dw.

Logo, do ponto de vista formal, quando T — oo,

F(E) ~ / h [ /_ " f(r)er dr] ety = [ Fwetdo,  (2.1)

~ —
2T —00 ) 2m —00

onde

o0

fw) = [ e (22)
— 00
Dizemos que # é a Transformada de Fourier de f, assim como f é a Transformada de
Fourier inversa de f.
Para que as expressdes em (2.1) e (2.2) facam sentido é preciso discutir para que
classe de fungdes as integrais imprdprias nessas expressoes convergem.

10



CAPITULO 2. TRANSFORMADA DE FOURIER 11

Definicao 2.1 O conjunto das fungbes f : R — C tais que as integrais imprdprias de

f e |f| existem é chamado de espaco das funcdes integriveis e denotado por LE(R).

Se f € LL(R), diremos que f é uma funcdo £'. Na drea de Sinais, toda fungdo £!
também é chamada de um sinal estavel. Dizer que as integrais imprdprias existem é
dizer que os limites abaixo existem, para M e N independentes.

im /_N f(t)dt, e lim /_N £(2)] dt.

M,N— oo M M,N— o0 M

Toda funcdo £! tem transformada de Fourier. Serd que a transformada de Fourier
de uma funcdo £! é uma funcdo £? Infelizmente a resposta é nio. Veja o exercicio a
seguir.

Exercicio 2.1 Seja

f(t):{ 1, |t/ <a,

0, t| > a.
Compute a transformada de Fourier de f. Verifique que f ndo é uma funcdo L. @
Seja a fungao seno cardinal, sinc : R — R definida por
1, x =0,

sinc(x) = sen(7rx), x40, (23)

X

Perceba que para a funcio f do exercicio anterior, f(w) = 2asinc(wa/x).

Exercicio 2.2 Mostre que a funcdo seno cardinal (a) se anula nos inteiros ndo nulos e
(b) € continua. @

Exercicio 2.3 Analise o comportamento de f e f com relacdo ao pardmetro a. @

Exercicio 2.4 Sejam b >0 e fF R — R, dada por

o 1 <b
fw) = ' lwl < b,
0, lw| > b.

Compute a transformada de Fourier inversa. @

Definicao 2.2 O conjunto das fungées f : R — C tais que a integral impropria de

|f(t)|? existe é chamado espaco das funcdes quadrado integraveis e denotado por L2(TR).

Se f € L2(R), diremos que f é uma funcdo £?. Na drea de Sinais, toda funcdo £
também é chamada de um sinal de energia finita.

Toda funcido £2? tem transformada de Fourier e sua transformada é também uma
funcio L2.
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CAPITULO 2. TRANSFORMADA DE FOURIER 12

Utilizamos também a seguinte notacdo para transformada de Fourier e transformada
inversa de Fourier

fF=F[f] e f=F']
Observe que

/oo F(£)dt = 7(0) e /OO F(w) dw = 27£(0).

—c0 0

Exemplo 2.1 Sejam a > 0 e f : R — R, definida por f(t) = e~?Il. Compute sua

transformada de Fourier e analise seu comportamento com relacdo a variacio de a.

?(w):/ e ltle=iwt gt

0 o0
_ / e(a—iw)tdt + / e—(a+iw)tdt
—00 0

1 1 2a
— - + - = .
iw—a iw+a a2+ w?

Exemplo 2.2 Seja f : R — R, dada por f(t) = e %, a # 0. Compute sua transfor-
mada de Fourier.

Pela definicdo de transformada de Fourier,

oo

?(w):/ e Tt emiwt gy

o0

Por outro lado, observe que
df ©  aed o,
_ — a _ 1w dt
= [ e

—00
[o¢]
—a%t2( .\ —iwt
= / e Tt (—it)e”“dt
(o)
i o0 242 H
= — (—2a°t)e e idt
22° |
[T (o) s
a —0oQ
— = |:e—azt2e—lwt _/ 6_32t2(—I(JJ)6_Mtdt
2a —0o0 —c0
N R w2
=—— e e dt = ——f(w).
2a° | . 2232
Ou seja, f satisfaz a equacao diferencial ordindria
)
df w4
—(w) + =—=f(w) =0,
7o @)+ 551 (w)
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CAPITULO 2. TRANSFORMADA DE FOURIER 13

cuja solugao é

rA‘(w) — ce /(42

Para determinar a constante c, observe que

N (e 9] 1 o0
f(0)=/ e‘aztzdt:m/ e du=

Assim, concluimos que

5|5

~ ﬁ W2 /(452
Flu) = Ve,

Acima, usamos que

Com efeito,

0o 00 0o 0o 2w 0o
I? = / e dx / e dy = / / e ) dxdy = / / e " rdrdd = .
—00 —00 —o00 J —00 0 0

Como | > 0, conclui-se que | = \/7.

Uma dltima propriedade muito util da transformada de Fourier é sua acdo sobre
derivadas. Se f : R — R é £2 com f’ também L2, ent3o

o0

Flf(w) = /_oo f'(t)e ™t dt = e"'“ff(t)‘io - (iw)/_ f(t)e ™t dt = (iw)f(w),

[e.e] o0

ou seja,

A

F(w) = (iw)f(w).

De maneira geral, se f for n vezes diferenciavel,

F)(w) = (iw)"F(w).

2.2 Distribuicoes e a Distribuicao Delta de Dirac

Distribuicdo é uma generalizacdo do conceito de funcdo. Do ponto de vista formal,
uma distribuicao n3o é uma funcdo, mas sim um operador sobre um espaco de funcoes.

Seja C§°(R) o conjunto de todas as fungdes reais a valores reais, com suporte com-
pacto e infinitamente diferencidveis. Este conjunto é denominado o conjunto das fungbes
teste de Schwartz. Qualquer fungdo linear d : C§°(R) — R é um funcional linear e co-
nhecida como uma distribuicdo. A notacao utilizada para representar a aplicagdo de uma
distribuicdo d a uma fungdo teste f é (d, f).

Exemplo 2.3 Seja d : C°(R) — R, tal que f — (d,f) = [*_t*f(t)dt. d é uma

distribuicio, na medida que é um funcional linear (verifique!).

03.06.2026



CAPITULO 2. TRANSFORMADA DE FOURIER 14

Exemplo 2.4 Seja d : C§°(R) — R, definida por
1
(d, f) = / f(t)dt.
-1
Verifique que d é uma distribuicao.
Com efeito, se f,g € C§°(R),
1 1 1
g = [ fo)vad= [ fode+ [ g0d =0+ e,
—1 - 0
e, para a € R,
1 1
(d,af) = / af(t)dt = a/ f(t)dt = a(d, f).
-1 -1

Logo d é€ linear.

Observe que essa distribuicdo d pode ser definida através do niicleo

1, It| <1,

Assim, .
(d,f) :/ f(t)hondt = (fo, ),

onde a ultima igualdade diz respeito ao produto interno usual.

Distribuicoes definidas a partir de um nicleo, como a do exemplo anterior, sdo ditas
distribuicées regulares. Sem formalismo, dada uma fun¢do h: R — R, podemos definir
a distribuicao regular dj, que tem h como ndcleo, ou seja,

(dy ) = /_OO F(£)h(t)dt.

As operacdes basicas que conhecemos para funcées também podem ser estendidas
para distribuicdes. Sejam dj, e dy duas distribuicdes e o um escalar, entdo

d=dy+d, (d,f) = (dy, f) + (dg, f),
d = ad, (d, f) =aldy f),
d=dy (d, f) = —{dp f),
d=d; (d,f) = (dy, f)

Enquanto que as primeiras duas operagdes sao simples de entender e aceitar, de onde
vém as duas ultimas? Observe que

o

(dy, F) = /_OO F(OH (£)dt = F(£)A(E)|™ —/ F(e)h(t)dt = —(d, ),

o0 —00
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uma vez que f tem suporte compacto. Além disso,

(d;, f) = / h f(x)h(x)dx

[e.e]

_ / Z F(x) / Z h(t)e~"dt dx

= /oo h(t) /OO e ™f(x)dx dt = (dp, f)

[e.e] —00

A distribuicdo Delta de Dirac, denotada por ¢, é definida como
(0, f) = £(0). (2.4)

Esta distribuicdo n3o é regular, na medida que nao existe nenhuma funcao, tal que seu
produto interno por uma funcao teste resulte sempre no valor da funcdo teste em zero.
Distribuicao que nao sao regulares, sdo ditas distribuicoes singulares.

A Delta de Dirac estd definida para toda funcdo continua, sendo assim aplicavel a
uma classe maior de funcoes testes.

Abuso de notacao Apesar de nao haver um ntcleo para a Delta de Dirac, é comum
utilizar o abuso de notacao

(0,F) = /_Oo f(t)o(t)dt,

o0

como se de fato 9 fosse uma funcdo. Isto simplifica bastante as contas e torna a notacao
mais leve. Porém, n3o se esqueca jamais, 6 ndo é uma fung¢do e n3o faz sentido escrever
(t) fora do operador de integral.

Propriedades da Delta de Dirac

(a) Localizagao Dado € > 0, entdo

(b) Deslocamento
5t — a) /OO F(E)0(t — a)dt — /OO F(t+ 2)3(t)dt = £(a).
(c) Escalamento (a # 0)

5(at) /m F(0)0(at)dt = - /OO F(t/)0(t)de = 1O

oo El
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(d) Derivada

5(t) /oo F(£)5(£)dt = — /OO F(£)5(£)dt = —£/(0).

o0 —0o0

Isto é uma definicdo, mas a escolha se justifica por ser consistente com integracao

por partes, no caso de distribui¢des regulares.

(e) Composicdo Seja h: R — R, diferencidvel. Se existe um dnico zero de h,

T € R, tal que h(T)=0e H(T) #0, entdo

d(h(t)) : /_OO f(t)o(h(t))dt = ;(T) :

(f) Transformada de Fourier

SN
SN
—
&
N
I
—
8
[@%Y
—~
~
N
oD
1
<
g
Q
~
I
=

Por outro lado,

1 [~ . 1 [~ _
5(t) = %/ e’“t dw = E . eilwr dw,

—0o0

uma vez que a Delta de Dirac € par.

2.3 Funcoes de Heaviside e sinal

Definicao 2.3 A fungdo i : R — R, definida por

0, t <0,
pu(t) =4 1/2, t=0,
1, t >0,

€ denominada funcio de Heaviside ou funcdo degrau unitario.

Definicao 2.4 A funcdo r : R — R, definida por

t <0,

0,
r(t):{ t t>0,

€ denominada fungdo rampa unitaria.

Observe que
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|0 t 0 t
(a) (b)

Figura 2.1: (a) Gréfico da funcio de Heaviside. (b) Gréfico da fungdo rampa.

Definicao 2.5 A funcdo s : R — R, definida por

-1, t <0,
s(t) = sign(t) = 0, t=0,
1, t>0,

€ denominada funcao sinal.

Repare que
s(t) =2u(t) — 1.

Todas as trés funcdes apresentadas nesta secdo ndo s3o diferencidveis em t = 0.
Porém, podemos nos perguntar quais seriam as derivadas dessas fun¢des, quando inter-
pretadas como distribui¢des.

Exemplo 2.5 Suponha que a funcdo sinal defina a distribuicdo ds dada por

(d, F) /OO S(D)F(¢) dt.

o0

Sua derivada é dada por

oo

(dF) = —(d, F) = _/ S(t)F'(t) dt

—00

:/0 f’(t)dt—/oo F/(t) dt = 2f(0) = 2(5, f),

—0o0
uma vez que f, sendo uma fungio teste, tem suporte compacto. Logo, no sentindo de
distribuicdes,
s'(t) = 24(t).

Como pu(t) = (s(t) +1)/2, temos p/'(t) = 6(t). Como exercicio, vocé deve provar
que r' = u, também no sentido de distribuicdes. Esquematicamente, temos

r > 1 > 0
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Exemplo 2.6 O que se pode dizer sobre a transformada de Fourier dessas fungdes?
Considere a funcio sinal, que ndo é nem uma funcdo L', nem uma funcdo L>. Porém,

no sentido de distribuicoes, temos
Fl(s(t) + C)] = F[24(t)] = 2.
Por outro lado, usando que F|[u'| = (iw)t, temos
FI(s(6) + C))(w) = iwl8(w) + 27 Co(w)].
Logo,
iw[s(w) + 27 CH(w)] = 2,

e portanto
2
S(w)=—+ Co(w).
3(w) = — + Co(w)

Porém, como s € uma fungdo impar, sua transformada também é impar, implicando que

C = 0. Concluimos entdo que

Exemplo 2.7 Seja f : R — R, definida por f(t) = e, com a € R. Sua transformada

de Fourier é

flw) = / ePte Wt dt = / e/t gt — 275 (w — a).

oo oo

Exemplo 2.8 Quais as transformadas de Fourier das fungdes seno e cosseno?

Flsen(at)] = F {Llet} Fle] - F [ei]

2i - 2i
_ 276(w — a) — 276(w + a)
N 2i

= im[o(w + a) — d(w — a)]

Flcos(at)] = F {em + e_iat] F[e™] + F [e]

2 - 2
_ 2710(w — a) — 270 (w + a)
N 2

= m[d(w + a) + d(w — a)].

Exercicio 2.5 Seja f : R — R uma funcdo par. Prove que f é uma funcao real e par.
@

Exercicio 2.6 Sejaf : R — R uma fungdo impar. Prove que f é uma fungdo puramente

imagindria e impar. @

03.06.2026



CAPITULO 2. TRANSFORMADA DE FOURIER 19

Exercicio 2.7 Seja f : R — R e defina seus momentos a,, = / t™f(t) dt, param =
0 am
0,1,.... Prove que se para todo m=0,1, ..., |a,| < oo entdo f Z— —iw)
m=0 m!
@
Exercicio 2.8 Prove que/ sinc(t) dt = / sinc(t)? dt = 1. @

2.4 Exercicios propostos

Exercicio 2.9 Sejaf : R — R com transformada de Fourier f. Mostre que F[f(t)](w) =
21f (—w).

Exercicio 2.10 Sejam a < b. Determine /b d(t) dt. Analise o caso em que a =0 ou
b=0. )

Exercicio 2.11 Prove que f(t)j(t) = f(0)d(t).

Exercicio 2.12 Prove que, no sentido de distribuicées, r'(t) = pu(t).

Exercicio 2.13 Mostre que, no sentindo de distribuigées, i(w) = 1/(iw) + md(w).

Exercicio 2.14 Sejam f e g fungbes que tenham transformada de Fourier e a € R.

Prove as seguintes propriedades da transformada de Fourier:
(a) Linearidade: Se h(t) = f(t) + ag(t), entdo h(w) = f(w) + ag(w).
(b) Simetria: h(t) = &(t), entdo h(w) = 2rg(—w).

(c) Escalamento: Se h(t) = f(at), a # 0, entdo h(w) = —f(w/a).

1
|a|
(d) Deslocamento: Se h(t) = f(t — a), entdo %(w) = g iwa IA‘(W)

Exercicio 2.15 Seja f : R — R uma funcdo que tenha transformada de Fourier. Com-

pute a transformada de Fourier de t"f(t), paran=20,1,2,....
Exercicio 2.16 Compute a transformada de Fourier da fungdo seno cardinal.

Exercicio 2.17 Seja f : R — R. Prove que:
(a) Se f é impar, entdo f tem parte real nula e é impar.
(b) Re[f] é par e Im[f] é impar.
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(c) Para todow € R. f(—w) = f(w).

(d) (Teorema de Plancherel) / (t)]? dt = —/ w)|? dw.

Exercicio 2.18 Sejam a,b # 0. Analise, nos dominios do tempo e da frequéncia,

algébrica e graficamente, os sinais s : R — R, definidos por:

(a) s(t) = (1 — 2a*t?) exp(—a*t?). (Pulso de Ricker)

(b) s(t) =~

(c) s(t) = exp(—a®t?) cos(bt). (Pulso de Gabor)

5- (Pulso de Rayleigh)
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Capitulo 3
Convolucao

Definicao 3.1 Sejamf,g : R — R. Aconvolucio entre f eg € a fungdo fxg : R — R,
definida por

(fxg)(t) = /OO f(r)g(t—7)dr.

—00

Exercicio 3.1 Sejam f,g,h: R — R e a, b € R. Verifique que a convolucio é
(a) uma operagéo linear: f x (ag + bh) = a(f = g) + b(f = h),
(b) uma operacdo comutativa: (f x g) = (g * f),
(c) uma operacdo associativa: f x (g x h) = (f * g) * h. @

Apesar de nao ser correto, é comum aceitar alguma liberdade na notacao e escrever
(f x g)(t) = f(t) * g(t). (Por que esta notacdo ndo € possivel?)

Exemplo 3.1 Seja f : R — R. Entdo:

(2) (F %6)(t) :/ F(1)3(t = 7) dr = F(2).
A distribuigéobocé/ta de Dirac é o elemento neutro da operagcdo de convolugio.

(b) (f*,u)(t):/oo Fr)ult — 1) dT:/t F(r) dr = F(t).

o0 — 0o
A convolucdo com a fungdo Degrau Unitario integra f, de maneira que

lim F(t) =0.

t——o0
00

© ()= [ urnte-=ryar = [ M(T)dT:{OJ Lo~

(d) 6(t —a) *d(t — b) :/ 0t —a)j(t—7—b)dr =0(t—a—b).
Aqui cometemos vérios?aogusos de notagao!

21
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Exemplo 3.2 Sejam f,g,h: R — R e h=f xg. Entio

) = [

Z(f*g)(t)e—fwf dt — /OO UOO F(F)a(t—7) df} et gt
/.
)

o0 o0
(w

f(7) [/ g(t—7)"™t dt] dr = / f(r)e ™" g(w)dr
g(w)
A transformada de Fourier do produto de convolugdo é o produto das transformadas de

o0

I
~+>

Fourier.

Exemplo 3.3 J3 sabemos que sjn\c(w) = p(m — |wl|). Calcule (sinc*sinc)(t).
(sinc sinc)(t) = F | sinc(w) - s//n\c(w)]

= F 1 u(r —|wl]) - p(m — |w])]
= 5l )] = sinc().

Exercicio 3.2 Compute f * f, para f : R — R dada por f(t) = u(1 — |t|). @
Exercicio 3.3 Sejam a > 0 e f : R — R dada por f(t) = e ?*u(t). Prove que se
gn="fxfx---xf (nconvolucbes, n > 0) entdo g,(t) = t"f(t)/n!. @

Sejam que f, g, h: R — R. Suponha h = fxg e que g e h sejam conhecidas. Como
determinar f7 Observe que

h(w) = FIf * gl(w) = F(w)g(w).
Suponha que g(w) # 0, para todo w € R. Entdo #(w) = h(w)/&(w) e, portanto,

f(t) = F ' [h(w)/8(w)].

Este processo é conhecido como deconvolucao.

3.1 Exercicios propostos

Exercicio 3.4 Sejam f,g,h : R — R. Se h(t) = f(t) - g(t), mostre que h(w) =
o (f % B)(w).

Exercicio 3.5 Sejam f, g : R — R fungdes diferencidveis. Mostre que
(fxg)'(t) = (f' = g)(t) = (f = &")(1).
Exercicio 3.6 Determine:
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(a) e x et (b) [p(t)(1—1t)]*[u(t)e’].  (c) Flsinc(t)?].
Exercicio 3.7 Sejaf : R — R e defina fll =5 e fI" = f « fimU param=1,2, ...

(a) Escreva flml em termos de F.

(b) Prove que /oo Flml(t) dt = {/_OO f(t) dt}m.

—00 o0

(c) Como vocé poderia definir fIP! para p real e positivo?

(d) Tente interpretar fI1/21.

Exercicio 3.8 Sejam n € N ea > 0. Encontre a transformada de Fourierde f : R — R
definida por f(t) = t"e " u(t).
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Capitulo 4

Teorema de Shannon

4.1 Funcao de banda limitada

Definicao 4.1 Uma fungdo f : R — R € dita de banda limitada se exite 2 > 0 tal que
F(w) = 0 para |w| > Q.

Se w. > Q, entdo

f(t) = 5- / Hw)e dur - -~ ; Fw)e™ dw. (4.1)
A série de Fourier para a funcdo e™f, na varidvel w, no intervalo [—we, we] € dada
por
eiwt _ Z Cn(t)e27rinw/(2wc) _ Z Cn(t)ewinw/wc,
nezZ neZ
onde

l Wce i . 1 wWe '
Cn(t) — / elwt672mnw/(2wc) dw = / e/w(tfwn/wc) duw.

2w, 2w,

—Wce —Wce

SejaT=t—7mn/w.. Se T =0, entdo ¢, = 1; caso contrario

1 efwr|¥ sen(w,T)

() = : =</

C( ) 2wc i o WeT
Logo,
e(t) o) nc(uer/m) = it} = sne (LS
() = = sinc(w.7/7) = sinc(w.t/mT—n) = sin ,

sen(wcT)' r 20 At
WeT
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onde At = 7/w.. Substituindo a série de Fourier para ™t em (4.1), temos
t — nAt :
E sinc ( Ant ) e’””At] dw
t — nAt 1 we . ;
— : el f iwnAt
E sinc < Az ) Lﬁ/ (w)e dw}

—We

— ; t — nAt 1 s iwnAt
_Zsmc( A ) {ﬂ/ f(w)e dw}

o

Isto significa que para uma fun¢ao de banda limitada basta conhecer uma amostra infinita
enumeravel, f(nAt), n € Z, e w. = w/At > Q, para que seja possivel conhecer f(t)
para todo t € R.

4.2 Teorema da Amostragem de Shannon

Se f é funcao de banda limitada e g é uma translacdo de f, ou seja, para ty € R,
g : R — R é definida por g(t) = f(t+tp), entdo g também é fun¢do de banda limitada,
uma vez que g(w) = e“™f(w). Logo, para At < 1/,

(6) = Y sinc (2 ) glone)

nez

e por consequéncia,

f(t)=g(t—t) = Zsinc

n€eZ

(t—to—nAt

f(t At).
At )(°+n )

Denotando por wy = m/At, denominada frequéncia de Nyquist, temos o seguinte teo-
rema:

Teorema 4.1 (da amostragem de Shannon) Sejam f : R — R e Q > 0 tais que
f(w) = 0 para |w| > Q. Seja t, = ty + nAt, para ty € R. Se wy > Q ou, equivalente-
mente, At < /S, entdo para todo t € R,

F(t) = 3 £(t)sinc (t;tt") |

nez

Exemplo 4.1 Seja f : R — R definida por f(t) = sen(t). Vimos no Exemplo 2.8 que
F(w) = in[6(w — 1) — 6(w + 1)] e portanto F(w) = 0, se |w| > 1. Logo, f é de banda
limitada e podemos tomar Q2 = 1. Pelo Teorema de Shannon, se 0 < At < w/Q =,
entdo, para todo ty,t € R temos

sen(t) = Zsen(to + nAt)sinc (

neZ

t — ty — nlAt
At '
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Escolhendo ty = 0 e At = /2, ficamos com

sen( Zsen nm /2) sinc ( r/172r/2) = Z(—l)”sinc(2t/7r —2n—1).

A figura a seguir exibe a fungdo seno e as somas parciais tomando —N < n < N,
nos casos de N = 1,2, 3,4.

-31 =21 -Tt 0 T 21 3m -31 -21 -Tt 0 T 21 3m

(c) N =3. (d) N = 4.

Figura 4.1: Em todos os graficos, a curva preta é o grafico da fung¢do seno e a curva

vermelha é o grafico da soma parcial da série acima para —N < n < N.

O que aconteceria se At = , violando o limite do Teorema de Shannon?

Exemplo 4.2 Seja f : R — R, definida por f(t) = e . Vimos no Exemplo 2.1 que
?(w) = ﬁeﬂﬂ/ 4. Logo, f nio é de banda limitada. Porém, como seu espectro decai
rapidamente, € razodvel se perguntar se f pode ser bem aproximada por uma funcio de
banda limitada.

Como f(w) ~ 0 para |w| > 4, tome At =1/2 < n/4. Assim,

e ~ 3 F(n/2)sinc (tz/’;p) S e sinc(2¢ — n).

neZ n€Z

Na figura a seguir, estdo exibidas as aproximagoes considerando as somas parciais para
N<n<N, comN=1,3,5.

Exercicio 4.1 Seja s : R — R fungido de banda limitada com banda menor que Q.
Prove que se 0 < At < 7/ ento:
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Figura 4.2: Em todos os graficos, a curva preta é o grafico da fungdo seno e a curva

vermelha é o grafico da soma parcial da série acima para —N < n < N.

(2) /_oo s(t)2 de = At S s(nAt).

neZ

(b) Para todo |w| < Q, §(w) = Atzs(nAt)e—iwnAt_ @

neZ

Exercicio 4.2 Sejam a € R e x,y : R — R tais que x e y sejam de banda limitada
com banda menores que Q, e 2, respectivamente. Determine o intervalo maximo de
amostragem para garantir a reconstrucdo exata das fungdes abaixo, a partir das amostras,
nos seguintes casos:

(a) h: R — R, h(t) = x(t + a).
(b) g:R =R, g(t) =x(t) + y(t). @

Exercicio 4.3 Sejam f : R — C ew; < w, tais que f(w) = 0 paraw & [wy, wy]. Defina
A= (w1 +w2)/2 e Q= (wy —wq)/2. Mostre que

F(£) = 3 F(t) exp (iA(¢ — t)) sinc <t;ttk) |

kEZ

4.3 Exercicios propostos

Exercicio 4.4 Sejam a,b € R, f : R — R definida por f(t) = cos(at + b), At >0 e
t, = nlAt, paran € Z. Prove que existe c € [—m/At, n/At] tal que f(t,) = cos(ct,+b)

para todo n € Z. Qual a relacdo deste resultado com o Teorema de Shannon?
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Exercicio 4.5 Sejam a € R e x,y : R — R tais que x e y sejam de banda limitada
com banda menores que €, e 2, respectivamente. Determine o intervalo maximo de
amostragem para os sinais:

(a) x(at), a # 0. (c) [ x](t). (e) x(t)y(t)
(b) X(¢). (d) x(t) cos(at) (f) Ix+yl(t)

Exercicio 4.6 Sejam f : [-m, 7] — R, g : R — R definida por g(t) = f(t), para
|t| < meg(t)=0, para |t| >0 e h: R — R a extensio periddica de f. Sejam c,,
n € 7, os coeficientes da série de Fourier de f no intervalo [—m, 71]. Prove que

gw)=2m) cysinclw—n) e  h(w)=27Y cid(w—n).

nez nezZ

Compare estes resultados e os interprete a luz do Teorema de Shannon.
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Capitulo 5
Transformada de Fourier Discreta

Seja f : R — R, uma funcdo que admite transformada de Fourier, porém conhecida
apenas em uma quantidade finita de pontos regularmente espacgados, f; = f(t;), onde
ti=to+jAt, j=0,1,..., N —1. Queremos estudar como a transformada de Fourier
de f pode ser aproximada, nesta situacdo. Veja que

o0

N-1
Fw) = / f(t)e ™ dt ~ At f(tj)e ™.
- =

(e 9]

Isto equivale a aproximar a integral pela regra do retangulo. A aproximagao acima pode
ser utilizada para estimar ?(w) para qualquer valor de w. Por uma questdo de simetria,
vamos considerar que a transformada inversa também deve ser aproximada por uma
soma discreta, ou seja, ?(w) também deve estar disponivel apenas para uma quantidade
finita de valores discretos, regularmente espacados.

Inicialmente, vamos assumir t; = 0. Com valores para f amostrados em a cada
At, a frequéncia maxima representdvel (frequéncia de Nyquist) é w, = 7/At. Por-
tanto, as amostras de f serdo tomadas no intervalo [—wq,wq]. Sendo assim, a razdo
de amostragem deve ser Aw = 2wy/N = 27 /(NAt) e o valores discretos para w sdo
Wk = —wg + kAw, para k =0,1,..., N — 1. Apesar de razodvel, a pratica é trabalhar
apenas com as frequéncias positivas wy, = kAw, k =0,1,..., N — 1. Observe que neste
caso, se k > N/2, entdo wy > w,. Com isto,

N—-1 N—-1 N—1
Flw) m ALY fre ™ = At " fie OB = ALY " fie 2 /N (51)
j=0 j=0 j=0

Com essa escolha de frequéncias,

A

Flwe — 2wq) = F(kAw — NAw) = F((k — N)Aw)
N—1 N—-1
~ Atz fe—27ru (k=N)/N _ At e —2mijk f )

Jj=0 j=0

[

Assim, as frequéncias para k > N /2 devem ser interpretadas como as frequéncias nega-
tivas, ou seja wx = wx — 2wq (veja Figura 5.1). No caso em que N é par, as frequéncias
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W — 2wq

Figura 5.1: Diagrama de frequéncias na transformada de Fourier discreta.

positivas amostradas sdo

Wk >wq
7\

que sao congruentes a

Wi —2wgq
7\

TN N
—Wg = — (E) Aw, ..., —Aw, 0, Aw, ... (E — 1) Aw = wg — Aw.

Ja no caso em que N é impar, as frequéncias positivas amostradas sao

W >wq
N\

Ve

N-1 N+1
0, Aw, ..., (T) Aw, (%) Aw, ..., (N =1)Aw,
que sdo congruentes a
wi—2wq

N-—-1 N-—-1
—Wwg < — <T> Aw,...,—Aw, 0, Aw, ..., (T) Aw < wg — Aw.

~

Independentemente da paridade de N, as frequéncias positivas amostradas sao congru-

entes a
N-—-1 N-1
SLE IRy =

5 Aw,

onde [x] representa o menor inteiro maior ou igual a x e | x| representa o maior inteiro
menor ou igual a x.
Definido Wy = e*"/N, a aproximagdo em (5.1) fica escrita como

=

-1

Flu) = Aty FW=Atfh, k=01, N-1.

Definicdo 5.1 Seja F = [fy, fi,..., fy_1]T € RN. O vetor F = [, f, ..., fy_1]T € RV
definido por

=S fWy*, k=0,1,..,N—1, (52)

27i /N

onde Wy = e , € dito a Transformada de Fourier Discreta ou DFT de F.
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A equagdo (5.2) pode ser escrita matricialmente. Definindo a matriz

1 1 1 e 1
1 Wy w2 o w{Y
M, = |1 W3 wihooo WY
_1 Wlslel) WEI(NA) o W&N71)2_
a equacdo (5.2) fica o
F = MyF.
Exercicio 5.1 Mostre que a matriz Ml tem inversa, dada por M~! = %MN. @

Assim,

ou, de forma explicita,

Caso ty # 0, basta considerar a andlise feita para g(t) = f(ty + t), ou seja f; =
f(to + jAt) e g(w) = e“™f(w) e, portanto, f(w) = e “0g(w) ~ e “bALf. A
Figura 5.2 exibe essas relacdes de maneira esquematica.

fo - fa , F(wo)
v ~ Ao lwi T A
f;[ N . fl ~ e Ko A\t . f(a)l)
: : 1M . : ) ~ elwkto [\t .
fn—1 v fn-1 / i flwn-1) ]

Figura 5.2 Relac3es entre F, F e amostras de 7(w).

Exemplo 5.1 Seja f : R — R definida por f(t) = cos(t). Sabemos que f(w) =
7[0(w + 1) + 6(w — 1)]. Escolhendo N = 4 e tomando amostras a partir de ty = 0 a
cada At = /2, temos que

F = [f(0), f(r/2), f(x), f(3n/2)]T =[1,0, -1,0].

Para esta razdo de amostragem, a frequéncia de Nyquist é wqy = m/At = 2 e a razdo de

amostragem na frequéncia é Aw = 2w, /N = 1. As frequéncias amostradas sdo wy = 0,
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Wi =1 w=2=2-2w,=-2ew; =3=3—2w,=—1. Logo,

F=[f(-2). f(-1),F(0), F(1)]"
= m[6(—3) + 0(—1), 6(—2) + 6(0), 6(—1) + (1), 5(0) +4(2),]"
= [0, §(0), 0, 6(0)]" ~ 7[0,1/Aw,0,1/Aw]" = [0,7,0,7]".

Para comparar este resultado com a DFT € preciso rearranjar os termos do vetor, pas-

sando sua metade posterior para o inicio. Entretanto, devido a simetria observada, neste
2mi/4

caso, nao ha alteracoes. Para o calculo da DFT, temos W, = e =/ e, assim,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
E_ 1 i % o 1 —i -1 i 0] |2
S 2 A s -1 1 -1 1 -1 -1 |o
1 2 % 0 1 i =1 —i 0 2

Computando o produto por At = /2, uma vez que ty = 0, podemos ver que AtF = F.

Exercicio 5.2 Compute a DFT do sinal discreto f; = j, j=0,1,..., N — 1. @

_ 42

Exercicio 5.3 Compute e analise a DFT da fungdo f : R — R, definida por f(t) = e~ ",
discretizada em tj = j — 2, para j = 0,1,2, 3. @

5.1 Aliasing na DFT

Aliasing é o fenémeno em que informacao de alta frequéncia é percebida erronea-
mente como, ou mesclada com, informac3do de baixa frequéncia.

Seja f : R — R uma funcao periddica com periodo T, amostrada em N pontos equi-
distantes {to, t1, ..., ty_1} C [0, T), ou seja, At =T /N et; = jAt, j=0,1,..., N—1.
Sendo f; = f(t;), de (5.2) temos

Por outro lado, por f ser periddica, sua representacdo em série de Fourier é

f(t) _ Z CneZﬂ'int/T.

nez

Tomando t = t; na férmula anterior, temos

f=f(t) = Z 2/ T — Z ¢, e2 /N

nezZ neZ
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Subtituindo isto na expressio para f, obtemos

N-1 N—1
?k _ Z [Z Cne27rinj/N] —Jk Z i [ e27rinj/N W,;jk]

j=0 Lnez neZ j=0
FN—1 N-1
— Z c, Z e27rinj/Ne—27rijk/N] — Z c, [ eZTrU n— k)/N]
nez  Lj=0 = j=0
[N—1 .
— Z Cn Z W,J\,("_k)] .
nEZ Lj=0

Quando n=k + mN com m € Z,

N-1 N—1
> W =S iy =
j=0 j=0

uma vez que WJ) = 1. No caso em que (n — m) = p n3o é um miitiplo inteiro de N,

N-1 N

i(n—k) (W )
> Wi §jWJP 1_Wp = 0.
Jj=0

Logo,
\fk:NZCk+va kIO,l,,N—l

meZ

Isto mostra que o coeficiente k da DFT de f é a soma das contribuicdes das frequéncias
de f em k+ mN, m € Z.

Figura 5.3: Sinais periédicos em varias frequéncias, que quando amostrados s3o indis-
tintos.

A Figura 5.3 mostra uma situa¢ao onde apenas dois pontos foram amostrados. Note
que para o sinal em preto, de mais baixa frequéncia, os pontos de amostragem estdo
em [0, T/2), onde T é o periodo deste sinal. Os sinais em vermelho e em azul, de
mais alta frequéncia, teriam as mesmas amostras, sendo percebidas em aliasing. Repare
que, neste caso, nenhum sinal de frequéncia menor teria as mesmas duas amostras (por
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qué?). Desta observagdo, surge a regra de que para ser capaz de amostrar um sinal
com uma determinada frequéncia sem mescla-lo com componentes de frequéncia menor,
é necessario ter ao menos dois pontos amostrados no intervalo [0, T/2), onde T é o
periodo do sinal.

Exemplo 5.2 Seja f : R — R definida por f(t) = 2cos(t) — 0.7 cos(4t). Observe que
o periodo da primeira parcela de f é Ty = 27 e da segunda parcela de f é T, = 7/2,
portanto a fungdo f € periddica com periodo 2m. Para que a fungio seja amostrada com
propriedade é necessdrios que At < % min{Ty, To} = n/4 ~ 0.79.

De inicio, considere At = 0.7 < w/4. Ao computar a DFT, utilizando amostras
regularmente espacadas por At, as duas frequéncias que compdem o sinal sdo corre-
tamente identificadas (Figura 5.4). Neste caso, o sinal € reconstruido perfeitamente a
partir de sua DFT (Figura 5.5).

8 | ' | ' | ' | ' |

6 _
4 _
oL _
o| > - - < ]
2k _
4 | . | | | . |

-4 -2 0 2 4

Figura 5.4: DFT do sinal amostrado com At = 0.7. Em preto, vermelho e azul estdo a

parte real, imagindria e o valor absoluto da DFT, respectivamente.

Figura 5.5: Em vermelho, o sinal reconstruido a partir de sua DFT, sobreposto ao sinal

original, em preto (praticamente indistintos).

Considere agora a razdo de amostragem At = 1 > ©/4. Ao computar a DFT

utilizando amostras da funcdo tomadas a esta razdo de amostragem a frequéncia mais
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baixa, wy = 1, € corretamente identificada, mas a frequéncia mais alta, w, = 4 aparece
em alias (Figura 5.6) e o sinal reconstruido a partir da DFT no estd correto (Figura 5.7).
De fato, com este valor de At, no intervalo de [0, 4w] foram tomadas N = 13 amostras.
Assim, wqg = /At =1 e Aw = 2wy /N ~ 0.48. A frequéncia 4 foi mapeada em alias
para 4 —2w, ~ —2.2832, e por simetria também em 2.2832 (na Figura 5.6 vemos valores

expressivos nos pontos amostrados mais préximos desse valor).

Figura 5.6: DFT do sinal amostrado com At = 1.0. Em preto, vermelho e azul estdo a

parte real, imagindria e o valor absoluto da DFT, respectivamente.

Figura 5.7: Em vermelho, o sinal reconstruido a partir de sua DFT, sobreposto ao sinal

original, em preto.

Exemplo 5.3 Humanos conseguem ouvir sons no intervalo de 20Hz a 20kHz. Quando
sons passaram a ser gravados digitalmente tornou-se necessario escolher a razdo de
amostragem que permitisse reconstruir o sinal analégico com fidelidade até a frequéncia
maxima audivel. Como vimos, para haver ao menos duas amostras por periodo € ne-
cessario utilizar razdo de amostragem superior 40kHz. Em CD's, a razdo de amostragem
€ 44100Hz. Na gravacdo de dudio de alta fidelidade, e em equipamentos como DVD's

e Blu-rays, a razdo de amostragem utilizada é 48000Hz.
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5.2 Transformada de Fourier Rapida

O custo computacional da DFT é, em principio, o custo da multiplicacao de uma
matriz quadrada de ordem N por um vetor, ou seja, O(N?). Veremos que, explorando
algumas simetrias, é possivel reduzir este custo para O(N log, N).

Suponha que N seja par, digamos N = 2L. Entdo, para k=0,1,..., N —1,

N
o= fWy = Z i Wy " + Z o1 Wy P
fo <

— Z f 27‘(‘I/N —2jk + Z f—2 27rl/N —(2j+1)k

_ Z f2j(e27ri/L)—Jk —2k7rl/N Z f2] 27‘(‘I/L —jk
Jj=0

L-1 L-1
=D W WY AW
j=0 j=0

Podemos separar as amostras do vetor F em dois vetores de dimensdo L = N/2,
como

=[5 ) = [ for o]

Fo=1[fe, e, ... 124" =[f. fs ... fva] "

Para estes vetores, a DFT de dimensao L fica

~

fe=>) W e f=> W k=01, L-1

H
T
iR

Logo, para k=0,1,...,L —1,

L-1 L-1
o= EWT G Wk Y R W T = Fe 4 W kR,
Jj=0 j=0

Para k=L L+1,....,.N—1 sek=xr-+1,

L—1 L-1
v v fe (k+L) K+L oy —J(r+L
f — fn — WLJ W ( ) fJ‘ WL J( )
j=0 j=0
L— L—-1
- Z WS+ Wy Wy Wty rew
j=0 j=0

Porém, W} = e*™t/t =1 e WYL = e*t/CL) = —1. Assim, para k =0,1,..., N — 1

v _Ve — kYo
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Em resumo, a DFT de F, com dimensao N = 2L, se escreve em termos de duas DFT's,
de dimensao L, para k =0,1,...,L — 1, como

PR WgkEe e By = B Wy (5.3)

O nimero de operagdes no calculo direto de uma DFT de dimensdo N é ¢(N) =
2N? — N somas e produtos. Se, de outra forma, computamos duas DFT's de dimens3o
N/2 e as utilizamos, como em (5.3), precisamos de 2c(N/2)+2N. Se N/2 também for
par, ao invés de computar cada DFT de dimensdo N /2 podemos trocar por duas de DFT
de dimensdo N/4, com custo total 2[2c(N/4) + 2N/2] + N = 4c(N/4) + 4N. Se, de
fato, N = 2P, podemos repetir esse processo até que o custo total seja 2P¢(1) + 2pN =
N + 2pN ~ 2N log, N. Este algoritmo é denominado Transformada de Fourier Rapida
ou FFT. Existem algoritmos similares baseados na decomposicdao em fatores primos de
N. Na Figura 5.8 ilustramos como o algoritmo FFT divide iterativamente o vetor F em
vetores de tamanho menor.

fo fo fo
f fa |
VAN At
& YA

fs f3 5
o Ni

=N

B

|&
EEEHEE;;

Figura 5.8: Esquema de divisao do vetor F em subvetores no algoritmo FFT.

Para se ter uma ideia da diferenca no niimero de operacdes para o calculo da DFT
de forma direta e através da FFT, se N = 2° = 32, c(N) ~ 2048, enquanto que
2N log, N = 320. Para N = 2% ~ 10°, c(N) ~ 2-10* enquanto que 2N log, N ~ 4-107,
ou seja a DFT demanda 50 mil vezes mais operacdes aritméticas que a FFT.

5.3 Convolucao discreta

Sejam t € R, f, g : R — R e considere as amostras f; = f(t;), com t; = ty + jAt,
JEZeg =g(m), comt,=(Atel €Z. Seja h=f *g. Veja que

~ ALY f(t)g(t— t) = At f(t)g((k — j)At)
JEZ JEL

= At f(H)g(ne ) = At fge;=At > fig
jez jez J+t=k
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No caso de amostras finitas, digamos F = [fo, fi, ..., fy_1] € G = [go, &1, -, §m—-1],
ovetor HY = F « G = [h, h{, ..., hi,, y_,], definido por

h{=> fg k=01 M+N-2
jHe=k
Dessa maneira, temos
h(t) ~ Athf, k=0,1,...,M+N-2.

Exemplo 5.4 Tome os sinais discretos, F = [1,2,3,4] e G = [5,6,7,8,9]. Se H? =
F x G, entdo

h§ = Z fige = fogo =1-5=05,

j+e=0
hi = Z fige = fogr + figo=1-6+2-5=16,
jte=1
d _ _ _ _
=S fa=fe+he+heo=17+2-6+3-5=34,
jre=2
=" fg=rfgs+fige+he+hgo=18+2-7T+3-6+4-5=60,
j+e=3
hg = Z figo = foga +figs+hgs+ g =1-9+2-84+3-74+4-6=70,
j+t=4
d _ _ _ _
hs = Z fige=rhegs+hgs+hge=2-9+3-8+4-7=T10,
j+=5
=" fig=fei+figs=3-9+4-8=59,
j+e=6
h =" fg=rfea=4-9=36
JHe=7

5.4 Convolucao ciclica

Repare que na convolucao discreta, a quantidade de parcela na soma para cada

termo varia. Na convolugdo ciclica isso ndo acontece. Se F = [fy, f1, ..., fy_1] e G =
(g0, &1, -, gn_1], entdo HY = F x. G = [h§, kS, ..., h,_,], onde
hg= ) fg k=01, N-1
(j+€) mod N=k

Isto é equivalente a pensar na convolucdo de vetores infinitos e periédicos, com periodo
N. Com esta interpretacdo, podemos reescrever a expressao acima como

N—-1
hg=Y fgy, k=01, ,N-1,
j=0

onde gx_; = gk—j+n, cOMo consequéncia da periodicidade.
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Exemplo 5.5 Tome os sinais discretos, F = [1,2,3,4] e G = [5,6,7,8]. Se HY = FxG,
entao

hg= Y fe=fgo+hgs+he+fe=15+2-8+3-7+4-6=66
Jj+¢ mod 4=0

W= Y fe=fg+higo+hes+hfg=16+2-5+3-8+4-7=68,
j+£ mod 4=1

h= Y fe=fg+hgi+heo+fegs=1T+2-6+3-5+4-8=66
Jj+€ mod 4=2

W= Y fa=fe+he+tha+higo=18+2-7+3-6+4-5=060.
j4£ mod 4=3

Exercicio 5.4 Sejam F, G sinais discretos com N amostras. Se H® = F . G, mostre
que
he =fc -85, k=0,1,...,N—1.

@

Esquematicamente a convolugao ciclica pode ser representada com dois circulos
cocéntricos. Sobre o circulo mais externo, se distribui as amostras de um dos sinais
e no circulo mais interno, as amostras do outro sinal, porém no sentido anti-horario. O
valor da convolucado é obtido pela soma dos produtos das amostras emparelhadas. Veja
o préximo exemplo.

Exemplo 5.6 Considere os sinais discretos F = [0,2,4,6,8] e G = [1,3,5,7,9]. Se
H = F x. G, entdo H também tem cinco amostras, que podem ser computadas com
o auxilio visual dos diagramas da Figura 5.9. As amostras do vetor F foram dispostas
no circulo mais externo, no sentido hordrio, e as amostras do vetor G foram dispostas
no circulo mais interno, no sentido anti-horario. Na Figura 5.9(a) vemos exatamente
esta disposicdo. O calculo da convolucdo € obtido pela soma do produto das amostras
alinhadas, h§ =0-14+2-944-7+6-5+8-3 = 100. Na Figura 5.9(b) vemos o esquema
para o calculo de h§. Observe que as amostras de F estdo nas mesmas posicoes, mas
o circulo interno, com as amostras de G, foi rotacionado em uma posicdo no sentido
horério. Assim, h{ = 0-3+2-14+4-9+6-7+48-5 = 120. Na Figura 5.9(c) novamente as
amostras de G foram rotacionadas por mais uma posicdo no sentido horario, resultando
emhs =0-5+2-3+4-14+6-9+8-7=120. A mesma Iogica segue para o calculo
de h§, Figura 5.9(d), e hg, Figura 5.9(e).
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Figura 5.9: Esquema para o célculo da convolugdo ciclica, H = F x. G. (a) h§ = 100.
(b) hS = 120. (c) hS = 120. (d) hS = 100. (e) hS = 60.
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Exemplo 5.7 Seja f : R — R, definida por f(t) = u(1 — |t — 1|). Defina h=f « f.
Vocé pode (e deve) verificar que h(t) = max{0,2 — |t — 2|} (veja os esbocos a seguir).

Vamos considerar 3 situagcées onde a funcdo f € discretizada.

f h
3+ 3+
2 2
1 1
t t
1 0 1 2 3 4 5 6 1 o 1 2 3 4 5 6

Caso 1: Tometg =0, At=1e N =6. Com isso,

F =[ 05 1, 05, 0 0, 0],
H = 0, 1, 2, 1, 0, 0],
HY = [ 025 1, 15 1, 025 0, O, 0, 0O 0, 0]
He =] 025 1, 15, 1, 025 Q]
Caso 2: Tomety=—1, At=1e N =6. Com isso,
F =[ 0, 05 1, 05 0, 0],
H =[ 0, 0, 1, 2, 1, 0],
H? =] 0, 025 1, 15 1, 025 0, 0, 0, 0, 0],
He =[] 0, 025 1, 15 1, 0.25]

Caso 3: Tomety = -2, At =1 e N =6. Com isso,

F =[ o0 0 05 1, 05 0]
H=[ 00 0 1 2 1
HY =[ 0, 0, 025 1, 15 1, 025 0, 0, 0, 0,
He =[ 025 0, 025 1, 15 1]

5.5 Compressao com Fourier

Seja S um sinal discreto, com N amostras. Seja S a DFT de S, ordenada em ordem

decrescente de magnitude,
Sl = 18] = - =[5,

Suponha que se queira economizar espaco de armazenamento para representar S. Po-
demos considerar algumas estratégias para isso, sempre com base em manter apenas
algumas amostras de 5. A aproximacio para S é construida aplicando-se a DFT inversa
a esse vetor decimado.

Sejam 0 < p < 1 a propor¢do desejada para a compressdo do sinal S, U o sinal
compactado e U sua DFT.
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Método 1 [Limiar]: Apenas as m = [pN| amostras de maior magnitude sdo manti-
das. Para k=1, ..., N, defina

. 5., k<m,
U, = ,
K 0, k>m.

Método 2 [Valor]: Apenas as amostras que tenham pelo menos uma fragdo da mag-

nitude da maior amostra s3o mantidas. Para M = (1 — p)|3,| e k = 1,..., N, defina
o 5., 5, >M,
=0, [%] <M.

Método 3 [Energia]: S3o mantidas apenas as amostras necessaria para que a norma
Euclidiana de U seja uma fracdo da norma Euclidiana de S. Para m o menor elemento
de {1, ..., N} tal que

Ent3o, defina

U,'k

| &5, k<m,
10, k>m.

Exemplo 5.8 Na Figura 5.10 vemos um sinal discreto com 339 amostras. Este sinal foi

compactado pelos trés métodos descritos, sempre usando p = 0.85.

3
2
1
0
1
2

3
2
1
0
1
2

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

(c) (d)

Figura 5.10: (a) Sinal original, (b) compressdo pelo método 1, (c) compressio pelo

método 2, (d) compressdo pelo método 3, sempre usando p = 0.85.

A tabela abaixo exibe o resultado da compressdo pelos trés métodos e o erro quadratico

médio em cada caso.
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Método Compressdo Erro
Limiar 14% 2%
Valor 96% 28%
Energia 99% 52%

Como percebemos com este exemplo, DF T ndo é um boa ferramenta para compressao
de sinais.

Exercicio 5.5 Considere o sinal discreto s = [—1,2,1,4,—3,—2,0,1]. Utilize a DFT

para compactar o sinal s em 90% de sua energia. @

5.6 Exercicios propostos

Exercicio 5.6 Compute a DFT dos seguintes sinais discretos f;, j =0,1,..., N — 1:
(a) f; = cos(m)). (b) f; = cos(mj/2). (c) f;=2a,a#0.

Exercicio 5.7 Seja n um inteiro positivo. Compute a DFT do sinal discreto f; = j — n,
j=0,1,...,2n.

Exercicio 5.8 Para um sinal discreto f;, j = 0,1, ..., N — 1, mostre que

2

—1 N-1
| F]?.

=5

k_

I
o

J
Exercicio 5.9 Seja f : R — R tal que f(t) =0, para |t| > T/2 > 0.

(a) Qual € a relagcdo entre os coeficientes da série de Fourier de f em [-T /2, T /2] e
a transformada de Fourier de f7

(b) Qual é a consequéncia desse fato em termos de DFT?

(c) Baseado em (a) e (b), descreva um procedimento de interpolacdo para uma funcdo

discretizada em um intervalo qualquer [t,, tp)].
(d) Prove que
1 o0
— \ w)? dw = Z (2n7/T)P

2T
€z

Exercicio 5.10 Seja s : R — R definida por s(t) = e %, para t € [0,2] e s(t) =0,
caso contrario. Tome as amostras s; = s(j/2), para j =0,1,2,3,4.

(a) Encontre a transformada de Fourier de s.
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(b) Encontre a transformada de Fourier discreta das seguintes discretizacdes de s:

a=[so, S1,5,%), b=[s0,51,%, 53 5] €c=[(s+s)/2 51,5, 53]
(c) Analise os resultados obtidos e comente sobre as diferentes escolhas das amostras.

Exercicio 5.11 Sejas: R — R o pulso de Ricker, isto é s(t) = (1—2a°t?) exp(—a°t?),
com a > 0. Complete o estudo deste pulso, iniciado no Exercicio 2.18, determinando em
fungdo do pardmetro a qual deve ser a razdo de amostragem At e intervalo adequados

para amostrar a funcdo s de modo a reconstruir o pulso acuradamente.
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Capitulo 6

Filtros

Um filtro é uma operacdo realizada sobre um sinal que, como resultado, produz outro
sinal. Filtros sao utilizados para diversos propdsitos, como remocao de ruido, suaviza¢ao,
interpolacdo, etc. De forma mais precisa, se f : R — C é um sinal, um filtro H é um
operador linear que mapeia f em f, : R — C, o sinal modificado, ou seja f,(t) = H[f](t).

6.1 Filtros convolucionais

Vamos considerar filtros descritos por convolucdes, ou seja, o operador H é definido
por uma fun¢do h: R — C como

fa(t) = HIf](t) = (h = f)(2).
A funcdo h é dita o niicleo do filtro. Para filtros desta forma, valem as propriedades:
(a) HIf + gl(z) = HIf](t) + Hg](¢)-
(b) Hlaf](t) = aH|[f](t), para todo a € R.
(c) H[f(t — a)] = H[f](t — a) (com certo abuso de nota¢do), para qualquer a € R.

As duas primeiras propriedades configuram a linearidade do filtro convolucional, enquanto
que a ultima é a propriedade de invariancia temporal. @
Das propriedades da transformada de Fourier temos

?h(w) = ?l(w) . lA‘(w)

Um ndmero complexo z pode ser representado em notacdo polar como z = pe'®,
onde p é o mddulo ou magnitude de z e 6 é a fase de z. No caso de uma funcao
g : R — C também é possivel representa-la como

4(w) = My(w)e'*),
onde M,(w) = |g(w)| é a magnitude e ¢4(w) é a fase. Desta forma,
Fo(w) = h(w) - Fw) = Mp(w)e™® ) . Me(w)el* )
— My (w) My (w) €O H0r@) — p, (o)),
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Observe que se f(t) = J(t), entdo
fo(t) = (h=f)(t) = (h*d)(t) = h(t).

Ou seja, o nucleo do filtro é o resultado da aplicacao do filtro a Delta de Dirac.

6.2 Filtro passa baixa

O filtro passa baixa ideal ou retangular é construido para preservar as frequéncias
do espectro de uma funcdo dentro de um certo limiar wc. Ou seja, ?h(w) = 0, para
|w| > w, sem alterar as frequéncias para |w| < w.. No dominio da frequéncia, este
filtro é dado pela funcdo caixa

A 1, |w| <we,
Rwiiod) = nloe — o) =t~ olfo) ={ 2] S
cuja inversa de Fourier é dada por
We .
R(t; w.) = — sinc(wct/m).
s
R R
we/T
1
—we 0 we m

Figura 6.1: A esquerda, o grafico de R(w). A direita, o gréfico de R(t).

Exemplo 6.1 Se f(t) = d(t) entdo a delta de banda limitada é
Sr(t) = R(t;wg) * F(t) = R(t;we) = ~ sinc(wet /),
m
ou seja, a prépria fungcdo R.

Exemplo 6.2 Para f(t) = u(t), temos

palt) = R(tioe) () = [ Rriwoule =)o
= /_; R(7;we) dT = /_; % sinc(wct/7m) dt = /_:t/ﬂ sinc(x) dx.
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Vamos analisar a fungcdo pug. Em primeiro lugar, veja que

lim pg(t) = / sinc(x) dx = 1.
t—o0 o

Veja também que

1 0 1
pr(m/we) = / sinc(x) dx = / sinc(x) dx + / sinc(x) dx ~ 0.5+ 0.59 = 1.09
_ 0

o0 —00

-1 0 -1
pr(—m/we) = / sinc(x) dx = / sinc(x) dx+/ sinc(x) dx ~ 0.5—0.59 = 0.09.
- 0

[e.e] —00

Na Figura 6.2, estao exibidos os graficos das funcbes i e jug, versdo filtrada apenas as
baixas frequéncias da fungdo u (com a escolha de w. = ).

1.2 T ' T ' T ' T ' T

'] -

0.8 -

0.6 -

04

0.2

0

0.2 | L | L | L | L |

Figura 6.2: Em preto, o grafico da funcdo degrau de Heaviside e em vermelho o grafico

da funcdo degrau apds a aplicagao do filtro passa baixa com frequéncia maxima w, = .

Observe que alterar o valor de w. implica apenas em contrair ou expandir o grafico de
lLr, mas ndo de alterar a amplitude das oscilacbes observadas que, proximas a origem,
sdo da ordem de 9%. Este efeito é conhecido com fendmeno de Gibbs e deve-se a
descontinuidade (de salto) do filtro.

Uma forma de tentar mitigar o fenbmeno de Gibbs é construir um filtro que seja
continuo na frequéncia. Considere, por exemplo, o filtro trapezoidal, definido por

1, lw| < we — d,

we + d, — |w|
2d,, '

0, lw| > we + d,,

Z(w;wmdw): Wc_dw§|w|§wc+dwv

onde 0 < d,, < w. (veja o grafico na Figura 6.3).
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—we —d, —we+d, 0 We—d, we+d, w

Figura 6.3: Filtro trapezoidal no dominio da frequéncia.

A expressao do filtro trapezoidal no dominio do tempo pode ser facilmente obtida se

conhecermos e usarmos o resultado

A

Z(w;we, dy)

Il
X»
&
&
NI
*
=
&
&

Com isto,

1
Z(t;we, dy,) = 27R(t; we) - gR(t; d.)

c .. 1 d, .
= 27r(% smc(wct/w)i? sinc(d,t/m)

_ “’? sinc(wet/7) sinc(d,t /7).

6.3 Filtro passa banda

Um filtro passa banda é construido para que a amplitude do espectro do sinal filtrado,
fora de um intervalo especifico de frequéncias, seja nula. Na frequéncia, um filtro passa
banda pode ser construido a partir de dois filtros passa baixa. Por exemplo, no caso de
filtros retangulares temos

B(w; wa, ws) = R(w;wp) — R(w; w,).

6.4 Tipos de filtros passa baixa

Ha varios tipos usuais de filtros passa baixa. A seguir, listamos alguns. Em todos os
casos, ¢ € um numero real positivo.

1, |x|<c,

Retangular: R(x;c) = p(1 — |x|/c) = {O >
. x| >c.
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(vl

=

—Wp —W, 0 Wa Wh w

Figura 6.4: Filtro passa banda no dominio da frequéncia.
Triangular: T(x;c) = r(1— |x|/c) = max{0,1 — |x|/c}

0.5+ 0.5cos(mx/c), |x| <c,
0, x| > c.

Hann: H,(x;¢c) = {

.54 4 <
Hamming: H,,(x;c) = {0 54 +0.46 cos(mx/c), |x| <c,

0, x| > c.

0.42 + 0.5cos(mx/c) + 0.08 cos(2mx/c), |x| <c,

Blackmann: L(x;c) =
0, x| > c.

Gabor: G(x;c) = e /e,

Os graficos desses filtros estdo esbocados na Figura 6.5.
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R T
1 1
—‘C 0 c X —C 0 C X
(a) (b)
H, Hm
1 1
—C 0 c X —C 0 c X
(c) (d)
L G
1 1
—C 0 C X —C 0 c X
(e) ()

Figura 6.5: Esbogo dos filtros passa baixa (a) retangular,(b) triangular, (c) Hann, (d)
Hamming, (e) Blackmann e (f) Gabor.
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Exemplo 6.3 Neste exemplo aplicamos os seis filtros passa baixa a um sinal discreto

com 71 amostras da fun¢do degrau de Heaviside, tomadas a At = 1 entre —35 e

35 (Figura 6.6). Observe que os melhores resultados foram obtidos com os filtros de

Blackmann e Gabor.

1.2 T T T T T T T 12
1+ — A 1
08 x 08
06 s 0.6
04 . 0.4
02 Y . 02
FaN V) 4
0 S 7 0
02 L L L L L L L 02
30 20 10 0 10 20 30
(a)
1.2 T T T T T T T 12
1k 1
0.8 - \ 0.8
0.6 - B 0.6
04 - q 0.4
0.2 \ B 0.2
0 B 0
02 I I I I I I I 02
30 20 10 0 10 20 30
()
1.2 1.2

T T T T T T T

1F 1
0.8 |- \ 0.8
0.6 = 0.6
0.4 a 0.4
0.2 & = 0.2

0 B 0

02 L L L L L L L 02

L L L L L L
-20 -10 0 10 20 30

(b)

-30

-20 -10 0 10 20 30

Figura 6.6: Exemplo de filtros passa baixa aplicado a funcdo degrau de Heaviside com

we = wq/2. Em preto, o sinal original e, em vermelho, o sinal filtrado. (a) retangular,(b)

triangular, (c) Hann, (d) Hamming, (e) Blackmann e (f) Gabor.
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Veja agora os resultado dos mesmos filtros aplicados a um sinal com 339 amostras.

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

(a) (b)

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

Figura 6.7: Exemplo de filtros passa baixa aplicado a um sinal com 339 amostras,
tomando w. = wq/2. Em preto, o sinal original e, em vermelho, o sinal filtrado. (a)

retangular,(b) triangular, (c) Hann, (d) Hamming, (e) Blackmann e (f) Gabor.

6.5 Transformada de Fourier com janela

Duas desvantagens da Transformada de Fourier é que ela requer o conhecimento com-
pleto do sinal e, apesar de fornecer informacao precisa sobre o contelido de frequéncia,
nao fornece nenhuma informacdo sobre sua localizagdo temporal. Podemos superar
estes problema através do uso de uma fungdo janela. Seja g : R — R, tal que
ffooo g(t)dt = 1, a transformada de Fourier com janela de uma fun¢do f é definida
como

Fwir) = /_ " F(0g(t — e dt,
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para todo 7 € R. Intuitivamente, devemos escolher fun¢des g que sejam praticamente
nulas, exceto numa pequena regido em torno da origem. As fungdes da se¢3o anterior,
usadas como filtros passa baixa, sdo escolhas possiveis. Desta forma, ?(w;T) fornece
informac3o sobre o contetido de frequéncia apenas na vizinhaca de 7, ou seja, localizando
temporalmente o contelido de frequéncia.

Com a definicdo acima para a transformada com janela, como seria a transformada
inversa? Observe que,

o0

Flw; T)e™t dw.

f(g(e-7) = 5- [

—00

Integrando ambos os lados com respeito a 7, temos

1 o) o ]
f(t) = > /OO /OO f(w;T)e“" dwdr.
Note também que

flw) = / f(w;T)dr.
Exemplo 6.4 Considere os sinais f,g : R — R dados por

sen(10t), 0<t <4,
f(t) = sen(10t) 4 sen(20t) e g(t)=10, 4<t<8
sen(20t), t>8.

Ambas as fungdes tem contribuicbes nas frequéncias de 10Hz e 20Hz. Entretanto,
no caso da funcdo f essas frequéncias estdo presentes em todas as janelas temporais,
enquanto que para a fungdo g, claramente, cada frequéncia esta presente em intervalos
temporais distintos e disjuntos.

A Figura 6.8 exibe o grdfico de f, o médulo de sua transformada de Fourier cldssica
e a transformada de Fourier com janela. Neste exemplo, a janela utilizada foi a funcao
de Gabor com ¢ = 2.

A Figura 6.9 exibe o grafico de g, o médulo de sua transformada de Fourier classica
e a transformada de Fourier com janela. Do ponto de vista qualitativo, ndo ha grande
diferengas entre os graficos da transformada de Fourier de f e g. Porém, diferentemente
da figura anterior, fica claro que a presenca de sinal na frequéncia de 10Hz acontece
para T < 4, enquanto que o sinal de frequéncia 20Hz esta presente apenas para T > 8.

03.06.2026



CAPITULO 6. FILTROS 54

f(t)

[F(w)]

2 I I I I 1 I
0 2 4 6 8 10 12
t
6 T T T T T
5 - -
4 i
3 - -
2 - -
’I - —
0 L 1 1 L
-40 -20 0 20 40
w
2
4
6
8
10
12
-40 -20 0 20 40
w

Figura 6.8: No topo, o grafico da fungdo f(t), no centro, o gréfico do valor absoluto de

f(w) e, no rodapé, o grafico de #(w, 7). @
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g(t)

| G(w) ]

1 F

o o A~ N

10
12

Figura 6.9: No topo, o grafico da fungdo g(t), no centro, o grafico do valor absoluto de

g(w) e, no rodapé, o grafico de g(w, 7).
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Exemplo 6.5 Considere f : R — R definida por f(t) = sen(t?). Neste caso, o contetido

de frequéncia do sinal varia continuamente.

2 T T T T
1 - —
go
1k
2 I I I I
0 2 4 6 8 10
t
T T T T T
1 — —
3
=
0 I I I
-40 -20 0 20 40
w

Figura 6.10: No topo, o gréfico da fungdo f(t), no centro, o grafico do valor absoluto

de f(w) e, no rodapé, o gréfico de (w, 7).

Exercicio 6.1 Seja B, : R — R um filtro passa baixa com as seguintes caracteristicas:
Bi(w) =0se|w| >a>0,0< B,(w) <1 se|w <aeB,0)=1. Considere os filtros
A; e A; definidos por A;(w) = By/a(1/w) paraw # 0 e A;(0) = 0, e Ax(w) = 1—B,(w).

(a) Esboce os graficos de B,, A; e A;.

(b) Compare a atuagdo dos filtros A; e A;. @
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6.6 Exercicios propostos

Exercicio 6.2 Analise, algébrica e graficamente, os filtros a seguir.

1

(a) Gaussiano: G(w) = 1T (@/we)?’

wg > 0.

(b) Eliminador: E(w) = pi(|w — we| —€), we € R, € > 0.
Exercicio 6.3 Seja w. > 0 e considere o filtro de Hann no dominio da frequéncia,

A 0.5+ 0.5cos(mw/w.), |w| < we,
Hy(w; we) =
0, lw| > we.

(a) Determine H,(t;w.) e o analise algébrica e graficamente.

(b) Dados w,, > wy, > 0, analise a atuagdo do filtro defindo por

A

E(w) = Hy(w + wm; wh) + Fp(w — wm; wh).

(c) Analise computacionalmente a atuacio do filtro E.

Exercicio 6.4 Seja F, um filtro passa baixa tal que Fy(w) = 0, para |w| > a > 0.
Descreva a atuagdo dos seguintes filtros.

(a) Alw) = [F, * F3](w).
(b) B(w) = Fi(w+ b) + F,(w — b), para b > a.
(c) Clw) =1/[1+ Fa(w)?].

(d) D(w) = F1/2(1/w), paraw # 0, e D(0) = 0.
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Capitulo 7
Sinais analiticos

Como referéncia para sinais analiticos e transformada de Hilbert, indicamos Chapman
(2004) e Pujol (2003).

7.1 Transformada de Hilbert

Se f : R — R entdo f(w) = (—w), para todo w € R. Neste caso, @
F(r) = = /OO?( et du = /0 Hw)et d +/OO?( et d
%) w)e™ dw = - w)e'“" dw i w)e'" dw
1] /9. , © ..
I _ —lwt iwt
~ar | /oof( w)e dw+/0 f(w)e dw}
1 [ [®°— . >, .
= _/0 flw)e ™t dw—I—/O flw)e™! dw}
_ 1 /OO F(w)e™t dw + /00 F(w)e™ dw
2w 0 0

1 O : 1 [, :
= —2Re [/ flw)e™* dw} = Re [—/ flw)e™* dw} :
27 0 ™ Jo

Definindo o sinal analitico de f, como F : R — C, com

F(t) = 1/000 f(w)e™t dw, (7.1)

™

temos

f(t) = Re[F(t)].
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Se a parte real do sinal analitico é a funcdo f, o que serd a parte imaginaria? Veja que

Im[F ()] = SF(6) — F(B) = 5; [1 [ Herea - 2 [ e dw]

™ ™

= i {/ F(w)e™ dw — / F(—w)e ™t dw}
271—’ 0 0

o 1 A jwt . jwt

=5 [/0 flw)e dw+/0 flw)e dw}

A

1 o0 . o .
= — f(w)e’mdw—/ f(w)e™*t dw

27 Jo .
SR do= - [ isian@)Fw)et d
= — sign(w wje W= — —/sign(w wje Ww.
2T — 00 & 27 —00 ¢
Caso exista funcdo h: R — R, tal que h(w) = —isign(w), entdo

Im[F ()] = FY[—isign(w)f(w)] = (f = h)(¢).
Lembre que FJsign](w) = 2/(iw), entdo
1 2 1

h(t) = F —isign(w)] = _i%i(—t) =

no sentido de distribuicdo. Com isso,

Im[F(8)] = (F  h)(£) = 1/00 LT)TdT = HFA(L). (7.2)

T t—

—00

O operador ‘H é denominado a transformada de Hilbert. A integral acima deve ser
entendida no sentido do valor principal de Cauchy, ou seja,

HIF(t) = %JHBL [/_t tf(_T)TdT+ /too tf(T)TdT} |

oo +e b T

Denotando f(t) = H[f](t), o sinal analitico de f ¢, por fim,
F(t) = Re[F(t)] + im[F ()] = f(t) + if(2). (7.3)
Exemplo 7.1 Seja f(t) = cos(t). Entdo,

f(t) = FY—isign(w)f(w)]
= F ! [—isign(w) 7(0(w + 1) + d(w — 1))]
= —irF 1 [§(w + 1) sign(w) + d(w — 1) sign(w)]
= —irF 1 [§(w + 1) sign(—1) + §(w — 1) sign(1)]
= —inF 1 [-0(w+1) + 0w —1)]
= FHim(0(w + 1) — §(w — 1))] = sen(t).

Portanto
F(t) = cos(t) + isen(t) = e" e |F(t)] = 1.
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Exemplo 7.2 Seja f(t) = sen(t). Entdo,

F(t) = F Y —isign(w)f(w)]
= F ' [—isign(w) mi(0(w + 1) — 5(w— 1)]
— nF [5(w + 1) sign(w) —
— g F1 [0(w + 1)sign(—1) — §(w — 1)SIgn(1)]
=7 F 1 [=6(w—+1) — 6w — 1)
= —F ' r(5(w + 1) + 6(w — 1))] = — cos(t).

Portanto
F(t) = sen(t) — icos(t) = —ie" e |F(t)| =1.

Exemplo 7.3 Vamos computar a transformada de Hilbert da Delta de Dirac. Com

efeito,
d(t) = H[o](t) = (6  h)(t) = h(t).

Logo, a delta de Dirac analitica é

Para uma fungdo f qualquer, com sinal analitico F, observe que
F(t) = f(t) + if(t) = (f * 8)(t) + i(f x h)(t) = [f * (6 + ih)](t) = (f * A)(¢).

Exemplo 7.4 Seja a > 0 e considere f : R — R definida por f(t) = a?/(a® + t2).
Entdo ?(w) = arme~?l ¢, portanto, @
f(t) = FY—isign(w)f(w)] = F* [—iam sign(w)e‘al‘”‘]

1
= F ! [~iasign(w)re ] = = F 1 {idiawe_a““'}

a w
B at
a2+t
Portanto,
a2 . at a(a+ it a ia
Flt) = oy i 22 2 B
a’+t2 a2+ t2 a’+t a—1it t+ia
Além disso,
a
F(t)| = —.
= Tare

A Figura 7.1 exibe os graficos de f, f e a faixa destacada estd compreendida entre F(t)
e —F(t), no caso de a =1/2.
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0.5

-0.5 -

-10 -5 0 5 10

Figura 7.1: Gréaficos de f, em preto, e ?, em vermelho. A regido em cinza estd compre-

endida entre os graficos de F e —F.

Exercicio 7.1 Encontre o sinal analitico de f(t) = sinc(t), lembrando que f(w) =
p(m — |wl). @
Exercicio 7.2 Seja f : R — R. Prove que:

(a) Se f é par, entdo f é impar.

(b) Se f é impar, entdo f é par.

(c) Se f é diferencidvel, entdo H[f'](t) = LH[f](t). @

7.2 Propriedades da transformada de Hilbert

Sejam f : R — R, 7 sua transformada de Hilbert e F o sinal analitico correspondente.
Ent3o valem as seguintes propriedades (demonstradas em A.41):

(a) H? = —T ou, equivalentemente, H 1 = —H.
(b) HIFI(t) = —iF(t).
(c) Flw) =2u(w)f(w).

7.3 Tempo complexo

O par de transformadas

F(w) = /_ Z f(t)e ™ dt e  f(t)=Re E /0 T H(w)e dw},

é conveniente quando trabalhamos com tempo complexo, & = t+iv, com v > 0. Assim,
para £ € C, com Im(§) > 0, definimos
1 [, :
F(&) = —/ f(w)e™ dw.
0

™
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A funcdo F : C — C é denominada a extensio analitica de f e tem as seguintes
propriedades:

(a) F é continua em Im(&) > 0 e analitica em Im(§) > 0.
(b) Se Im(£) — oo entdo F(£) — 0.
(c) Re[F(t)] = £(2).

Em particular,

et 0-1 v+ it

— * s iwg -
A) _/0 Ow)e™ duw = inél, in&  w w2+ t2)

Compare este resultado com o Exemplo 7.4.

7.4 Aplicacao em Sismica de Reflexao

Em sismica de reflexdo um traco sismico é o sinal temporal da perturbacdo na pressao
registrada em um receptor, apds a propagacao de uma onda sismica pela subsuperficie
terrestre, interagindo com esta através de reflexdes e transmissées. De forma simplifi-
cada, considere um sinal f(t) emitido em uma posi¢do S a partir de t = 0, uma superficie
refletora ) na subsuperficie, e um sinal g(t) registrado em um receptor na posi¢do R.
A teoria assintética para propagacdo de ondas afirma que

g(t) =Re[G(t)], com G(t)=A-F(t—r7),

onde A é um fator de amplitude, 7 é o tempo de reflexdao, ambos dependentes de S e
R, e F é o sinal analitico de f. G é denominada traco analitico e é imediato que

Im[G(t)] = &(t) = H[g](¢).

Um dos problemas fundamentais é, dado o trago sismico g(t), encontrar A e 7, supondo
conhecido o sinal emitido f. Da equagdo acima, G é computada a partir de g através
da transformada de Hilbert.

Como exemplo, considere como sinal emitido a fungcdo do Exemplo 7.4. Para A € R,

temos

g(t) =Re[A- F(t — 7)) = Af(t — 7).
Neste caso, o traco sismico tem o comportamento esbocado no grafico no topo da
Figura 7.2 (A > 0). Perceba que é facil identificar os valores de A e 7. Porém, durante

a propagacdo, o fator de amplitude A pode ser um nimero complexo. Considere entdo
A = Ar + iA;, com Agr, A; € R. Neste caso

G(t)=A-F(t—7) = (Ar + iA)[f(t — 7) + if(t — 7)]

= [Arf(t —7) — Aif(t — 7)) + i[Af(t — ) + Apf(t — 7)].
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Logo,
g(t) = Re[G(t)] = Arf(t — 7) — Af(t — 7),
g(t) = Im[G(t)] = A/f(t — 7) + Arf(t — 7).

O grafico no centro da Figura 7.2 ilustra como seria o traco sismico registrado no
caso de um fator de amplitude complexo (com Ag > 0e A; > 0). Veja que os mesmos
valores para |A| e 7 seguem marcados, mas n3o seria Sbvio identifica-los analisando
apenas o grafico. No dltimo grafico da Figura 7.2 esta exibido o valor absoluto do traco
analitico, |G(t)| = v/g(t)? + &(t)?>. Observe que novamente o pico da fungdo localiza
corretamente o valor de 7 e também a amplitude no pico foi recuperada. Sabendo T,
podemos computar Ag e A,.

[Al

[Al

[Al

Figura 7.2: No topo, o gréfico de g(t), quando A € R. No centro, o grafico de g(t),
quando A = A, + iA;, com Agr > 0 e A, > 0. Por fim, o grafico de valor absoluto do
traco analitico, |G(t)].
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7.5 Exercicios propostos
Exercicio 7.3 Sejam u,v : R — R. Mostre que H[u* v] =t * v+ ux* V.

Exercicio 7.4 Seja f : R — R dada por f(t) = e“°t, para wy € R. Compute a
transformada de Hilbert de f.

[e.o]

Exercicio 7.5 Seja f : R — R. Prove que/ f(t)f(t) dt = 0.

—00

Exercicio 7.6 Seja ¢ : R — R uma fungdo causal, isto é, c(t) =0 para t <0.
(a) Mostre que H[Re(¢)] = —Im(&) e H[Im(&)] = Re(2).
(b) Qual a consequéncia do resultado acima para o conhecimento de ¢ a partir de &7

Exercicio 7.7 Seja f : R — R e considere F : R — C o sinal analitico de f, expresso
como F(t) = A(t)e”®), onde A: R — R, e : R — R, sio a amplitude e a
fase instantaneas, respectivamente. Definindo a frequéncia angular instantdnea como

W = ¢/, mostre que:

(a) W= (f'f — ')A

(b) Se f(t) = sinc(t), entdo A(t) = |sinc(t/2)|, ¢(t) =nt/2 e W =7/2.
Exercicio 7.8 Considere o problema de enviar dois sinais reais, de banda limitada,
através de um dnico sinal real. Sejam u,v : R — R, tais que i(w) = V(w) = 0
para |w| > o > 0. Definas: R — R por s(t) = u(t)cos(wot) — v(t)sen(wot), com

wo > 0. Mostre que para recuperar o sinal u a partir de s basta multiplicar s(t) por
2 cos(wot) e depois passar um filtro passa baixa ideal de banda o.
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Capitulo 8
Transformada de Fourier 2D

Seja f : R2 - R, (x,y) — f(x,y). No dominio de Fourier, represente as varidveis
por (k«, k,) € R?. A transformada de Fourier bidimensional ou 2D, f : R? — C é
definida por

’?(kx, k,) = / / f(x,y)e”'(kx”ky” dxdy, (8.1)
com transformada inversa
1 I B i(kex+ky
f(x,y) = yos /_OO /_oo F(ky, k)" BxTRY) dxdy, (8.2)

De forma andloga, no caso de fun¢Ges escalares definidas no R”, f : R” —+ R, x € R”
e k € R", o par de transformada direta e inversa de Fourier é definido como

Fk) = / f(x)e " dx

1
"= e
Em Sismica, é comum que os sinais da variavel temporal e das varidveis espaciais
sejam opostos na exponecial. Por exemplo, se f :R3 xR - R, x e R3 t € R, k € R3
e w € R, entdo o par de transformada direta e inversa é usualmente definido como

Flk,w) = / / f(x, t)e "Wtk drdx
R3 J -0

F(k)e™™ dk.

1 s i(wt—k-x
f(x,t)—W/R3/oof(k,w)e( k) dwdk.

8.1 Propriedades basicas

Muitas das propriedades observadas para a transformada de Fourier 1D se estendem
analogamente para a transformada de Fourier 2D.

Sejam f, g : R> — R funcdes que tenham transformada de Fourier 2D e a, b € R.
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(a) Linearidade: Se h(x,y) = af(x, y) + bg(x, y) entdo

h(ky, k) = af (ky, k) + bg (ks k).

(b) Reversao de sinal: Se h(x,y) = f(—x, y) entdo
h(ky, ky) = F(— ks, ky)

e o mesmo vale se a reversdo for na variavel y.

(c) Escalamento: Se h(x,y) = f(ax, by), com ab # 0, entdo

Bk, k) = yalb\f(k ’;)

(d) Deslocamento: Se h(x,y) = f(x — a,y — b) entdo

~

(e) Convolugdo: Se h(x,y) = (f x xg)(x, y), onde

(f xxg)(x,y) = /_Z /_Z f(u,v)g(x —u,y — v)dudv,

entao

(f) Produto: Se h(x,y) = f(x, y)g(x,y) entdo

R 1 .
h(k, k) = ﬂ(f s %8 ) (K, ky).

T

9% (x, y) entdo

h(ke, ky) = (ik)F (ke ky)

(g) Derivagao: Se h(x,y) =

e o mesmo vale de forma analoga para a derivada parcial na varidvel y.

8.2 Casos particulares

Exemplo 8.1 Se f : R? — R € definida como f(x, y) = fi(x) + f(y) entdo

k) = [ [ 100 + B0l 0t gy

= f(ky) /_OO e kY dy + %(ky)/_ e~k dx
1(kx)5(ky) + 27T7Ar2(ky)(5(kx)
7 [R(k)3(k) + Bk )O(k)]

h(ky, k) = e "@RFbRIE (K k).

B(ka ky) = ’A[(kx, ky)g(kx, ky)-
(x,

I woelevar ][

lkyy dy:| efikxx dX
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Exemplo 8.2 Se f : R? — R € definida como f(x,y) = fi(x) - f(y) entdo

““*”:/ /‘MvranhWMMWww

- V_OO fi(x)e dx] UOO foy)e™” dy] hi(ke)fa(ky).

(e 9] —00

Exemplo 8.3 Se f : R? — R € definida como f(x,y) = g(x + y) entdo

Fk ky) = / / g(x + y)e ik they) dydy
/ {/ g(x + y)e ke dx] e Y dy

| eetkye

—00

(kx)/ e dy
— 2 (k)S(k — k).

o>

Por simetria,
?(ka ky) = 2mg (k)0 (ke — ky) = 2m&(k, )0 (ks — ky).
Exemplo 8.4 Sejam a > 0 e f : R? — R definida por

Flx,y) = 1/(ra?), r<a,
0, r> a,

onde r = \/x2 + y2. O gréfico de f é um disco de altura (1/7a®) e raio a, centrado na

origem. Observe que
/ / (x,y)dxdy =1,

I|m f(x,y)=0, V(x,y)#(0,0)

lim £(0,0) =

a—o0
Isto €, a fungdo f converge, no sentido de distribuicdo, para a Delta de Dirac 2D, quando
a — OQ.
A transformada de Fourier 2D de f € dada por

IA‘(kX, k,) :/ / f(X,y)e—i(kxx—‘rkyy) dxdy.
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Como f tem simetria raial é mais conveniente reescrever a integral em coordenadas
% ) 03
polares. Se p = \/kZ + k2 e 6 € o ngulo entre os vetores (ky, k,) e (x,y), temos

R 00 27 1 ]
Fke k) = / / —p(a— r)e” ") rdfdr
0 0 ma
a r 2w

:/ — |:/ e—iprcos(G) d9:| dr
o 7a 0

-/ "Ll (—pr)] dr

2 a
=— [ rdolpr)dr
a Jo
2 pa
= ﬁ UJo(U) du
2 h(pa)
= @(Pa)fl( a) =2 e

Para detalhes sobre a fungcdo de Bessel veja A.42.

Definicao 8.1 Seja jinc : R — R definida como

24(x)/x, x#0,
1, x = 0.

jinc(x) =

Com esta definicao, para a funcdo f do exemplo anterior, temos

A

f(kx, k,) = jinc(pa).

Esta funcao faz o papel da fungdo sinc em 2D. A Figura 8.1 exibe em preto o grafico da
funcdo jinc e, para efeito de comparacado, o grafico da fungao sinc, em vermelho. Repare
que a fungdo jinc tem seus zeros menos adensados quando comparada com a funcdo
sinc, além de n3o estarem distribuidos regularmente.

sinc
0.75 - jinc —

0.5 -

0.25 - 4

-0.25 ! ! !

Figura 8.1: Gréficos das func¢des jinc, em preto, e sinc, em vermelho.
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8.3 Exercicios propostos

Exercicio 8.1 Demonstre as propriedades da transformada de Fourier 2D apresentadas

na segao 8.1.

Exercicio 8.2 Compute a transformada de Fourier 2D para as funcées f : R? — R

abaixo.
(3) f(x.y) = 3(:)0(y).
(b) F(x.y) = (MY ~ 2) + 6y + )]
(€) flx.y) = e 02
(d) f(x,y) =1, para—1 < x,y <1ef(x,y) =0, caso contrario.

Exercicio 8.3 Seja f : R> — R uma funcdo com simetria radial, isto é f(x,y) = g(r),
onde r = \/x? + y?. Mostre que se f tem transformada de de Fourier, entdo f também

tem simetria radial.
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Capitulo 9

Wavelets

9.1 Introducao
Sendo x, y € R, é possivel escrever
x=a+b e y=a-—b,

com

Considere o sinal discreto
s = [56,40, 8, 24, 48, 48, 40, 16].

Vamos decompd-lo em duas partes, uma com as médias (como em a) e outra com as
diferengas (como em b), computadas entre elementos consecutivos dois a dois:

s =5 = a° =[56,40,8,24,48,48, 40, 16]

(56 + 40)/2, (8 + 24)/2, (48 +48)/2, (40 4 16)/2] = [48, 16,48, 28]

[
[

= [(56 — 40)/2, (8 — 24)/2, (48 —48)/2, (40 —16)/2] =[8,—8,0,12]
— a' = [(48 4 16)/2, (48 +28)/2] = [32,39]
= [(48 — 16)/2, (48 — 28)/2] — [16, 10]
=a =[(32+38)/2] = [35]
=[(32-38)/2] = [-3]

Defina agora o sinal

b —[a% b°; b*; %] = [35; —3; 16, 10; 8, —8,0, 12].
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Em esséncia, os sinais s° e s sdo iguais, no sentido contém as mesma informacdo, visto
que um pode ser recuperado a partir do outro. De fato, a partir de s, o sinal s é
reconstruido como

sO «+ [35] BY =[-3]
sl [354 (—3),35 — (—3)] = [32, 38] bt = [16,10]

s2+ [32+16,32 — 16, 38 + 10, 38 — 10]
— [48, 16, 48, 28] b2 =[8,—8,0,12]

s3¢ [48+8,48—8, 16+ (—8),16 — (—8), 48+ 0,48 — 0, 28 + 12,28 — 12]
— [56, 40, 8, 24, 48, 48, 40, 16] = .

Exercicio 9.1 Decomponha o sinal s = [31,19,25,5,22,6,10, —14], com acima. =@

Exercicio 9.2 Determine o sinal s a partir de s® = [12; 4; 6,5; 1,0, 4, 8]. @

9.2 Funcoes de Haar

As fungdes ¢ : R — R e v : R — R definidas por

1, 0<x<«1,
. e Pp=<9-1 1/2<x<1,
0, caso contrario, .
0, caso contrario,

1, 0<x<1/2
-

sao denominadas fung¢do escala de Haar e wavelet de Haar, respectivamente, cujos
graficos estdo na figura abaixo.

¢A wll
1 — 1—
: C 1
0 1 X o X
L I

Figura 9.1: A esquerda, grafico da funcao ¢ e, a direita, grafico da funcao .

Observe que

/ T o) dx =1, / T d=0,  ($9) = / " )(x) de = 0.
Para n€ N e j € Z, defina
¢n,j(X) = ¢(2nx _J) € wn,j(x) = ¢(2nx _J)
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A 4
Cbn,j wn,j
1 — 1 —
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 ;
Lo s
L }1oonm
0 i+l X 0 ot X
on 20 27 1
1 1
1 1
1 -

Figura 9.2: A esquerda, grafico da fungdo ¢, ; e, a direita, grafico da fungao v, ;.

Os graficos de ¢, ; e ¥, estdo esbogados na Figura 9.2.

Usando as fungdes ¢, e 1, ; podemos reintrepretar o que foi feito no exemplo do
inicio do capitulo. Suponha que o sinal discreto s = [56, 40, 8, 24, 48, 48, 40, 16] eram
amostras da funcdo S dada por

S(x) = S3(x) = 3 p(2°x — 0) + a3p(2%x — 1) + a36(2°x — 2) + a3(2°x — 3)
+ a3p(23x — 4) + a2 h(2°x — 5) + agp(2°x — 6) + a3p(23x — 7)
= 56¢30(x) + 40¢31(x) + 8ps2(x) + 24¢p33(x)

+ 483 4(x) + 4835(x) + 4003 6(x) + 1663 7(X).

~

De forma analoga,
S%(x) = a3 (2°x — 0) + a2(2°x — 1) + a30(2%x — 2) + a36(2°x — 3)
= 48¢2’0(X) + 16¢2’1(X) + 48¢22(X) + 28¢2,3(X),

SH(x) = ag0(2'x — 0) + a1(2"x — 1) = 32¢10(x) + 38¢1,1(x)

S%(x) = ayp(2°x — 0) = 35¢,0(x)

Na Figura 9.3 estdo os graficos de S3, funcio de maior resolucdo, 52, St e S, funcio

de menor resolucao.
Da definicdo de ¢ e i temos

o(2x) = VT gy = SO0

Com isto, os sinais acima ficam
S(x) = age(x),
SY(x) = agh(2x) + ajp(2x — 1)

1 00) +9(x) 1 9(x) = ¥(x)
= aof + alf

1 1 1 .1
= 222000 + 2 2y(x) = 26(x) + BU(x).
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60

S3

20 ~ -

60

40 ~ .

SZ

20 ~ .

60

40 |- ~ i

S1

20 ~ .

60

40 |- ~ 4

SO

20 ~ .

Figura 9.3: Gréficos das fungdes S3, §2, S e SO, de cima para baixo, respectivamente.

03.06.2026



CAPITULO 9. WAVELETS 74

S?(x) = a3(4x — 0) + ajg(4x — 1) + a5 (4x — 2) + a36(4x — 3)
_ agcb(ZX) er v(2x) | a%¢(2><) ; ¥(2x)
N a§¢(2x ~1) J2r vx-1) a§¢(2x ~1) ; b(2x — 1)
A oy e B A 0y BB gy B
= agp(2x) + b (2x) + atp(2x — 1) + birp(2x — 1)

LCETICSPR IS OEIC

(2x = 1)

+ bjp(2x — 1)

1 1 1 1

= o(x) + (x) + bytp(2x) + bip(2x — 1)

= ag¢(x) + byt (x) + b (2x) + by (2x — 1).

De forma analoga,

S3(x) = ago(x)
+ bot(x)
+ by (2x) + bib(2x — 1)
+ by (4x) + bl (4x — 1) + byy(4x — 2) + biy(4x — 3),

ou seja

s(x) = 35¢(x) — 31(x) + 169(2x) + 10¢(2x — 1)
+ 81(4x) — 8Y(4x — 1) + 0¢(4x — 2) + 12¢p(4x — 3).

9.3 Decomposicao e reconstrucao
Sejas € R™, m=2N, N € N, um sinal discreto.
Algoritmo de decomposicao

1. aV =5

2. Paran=N-1,N-2,...,0:

n+1 n+1 n+1 n+1

a,; ~ + a,; a,:  — a,;

2 2j+1 2 2j+1 .
=2 AL T AR i1, 27— 1.
J 2 J 2

3. sP=1[a; b°; bt; - - BN,

03.06.2026



CAPITULO 9. WAVELETS

75

Algoritmo de reconstrucao
= [a; b°; bY; - - ; BN,
2. Paran=1,2,...,N:

n—1 n—1 :
ar, +bl,", J par,
=g j=01,.,2"—1
aG-1)/2 ~ D2 J mpar,
3. s=a"

O sinal s, visto como uma fun¢do definida no intervalo [0, 1] é escrito como

N—1
s(x) = aJo(x) + > W(x),
n=0
onde
2n_1 2n_1

Z bnd)nj Z bn

Definindo os espacos vetoriais

2n—-1
Vn:span{¢n,01-- ¢n2" 1}_ {Z C_] _J |C_] ER} =01, ..,m,

on_1
W, = span{tn0, ..., Ynoan_1} = {Z (2" —j) | ¢ E]R} =0,1,..,m-1,

temos as propriedades
(i) VoCcVy C---CV,,

(i) Vip =V, oW, =VooWo oW, & --- & W,,

n—1
(i) peVo, V" EW,ep+> VKeV,

k=0

Este sistema de espagos gerados por ¢, ; € ¥, ; pode ser utilizado para filtrar e compactar
sinais.

Algoritmo de Filtragem e compactacao

1. Decomponha o sinal s com o algoritmo de decomposicao.
2. Para filtrar, escolha um nivel 0 < ny < N — 1 e defina b" = 0, para n > ny.

3. Para compactar, escolha uma porcentagem p, ordene em ordem descrescente os
valores de |b]| e redefina b,; = 0 para os p menores.
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4. Reconstrua o sinal com o algoritmo de reconstrucdo, obtendo o sinal s¥.

O erro quadratico médio é

0.4 Wavelets de Daubechies

As funcdes de Haar analisadas tém suporte compacto, geram um sistema ortogonal,
mas sdo descontinuas. Ingrid Daubechies (1954-) foi a pioneira em mostrar que existem
wavelets com suporte compacto, continuas e que geram um sistema ortogonal (Daube-
chies, 1988). A Figura 9.4 exibe um exemplo de fun¢3o escala e wavelet de Daubechies.
Estas fun¢des sao contruidas como limites de processos iterativos.

Figura 9.4: Fungdo de escala (em preto) e wavelet de Daubechies (em vermelho), co-
nhecidas como DB4.

Exemplo 9.1 Considere o sinal s = [56,40, 8,24, 48,48, 40, 16] usado anteriormente.
J4 vimos que sP = [35; —3; 16, 10; 8, —8,0, 12]. Vamos compacta-lo em 70%, ou seja,
preservar apenas os 30% maiores valores de |b|. Dos sete valores, 30% correspondem
aos dois maiores valores a serem preservados. Como esses valores sdo, em ordem decres-
cente, 16,12, 10, 8, 8, 3,0, apenas os a valores 16 e 12 serdo mantidos, enquanto que os
restantes sdo zerados. Assim, s¢ = [35; 0; 16,0; 0,0,0,12]. Ao aplicar o algoritmo de
reconstrugdo, obtemos s® = [51,51,19,19,35,35,47,23]. Na Figura 9.5 exibimos os
graficos do sinal original e de sua reconstrugcdo apds a compactagao. @
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Figura 9.5: Em preto, o gréfico do sinal s e, em vermelho, o gréfico do sinal s®.

Exemplo 9.2 Considere o sinal s = [-1,0,3,5,6,4,2,0,0,2,3,4,4,3,2,1] € R,

Aplicando o algoritmo de decomposicdo, obtemos

sP = [2.3750; 0; —0.625, —0.125; —2.25,2.00, —1.25, 1.00;
—-05,-1,1,1,-1,-0.5,0.5,0.5].

Vamos compactar este sinal em 50%, zerando os sete menores valores de |b"|, preser-
J

vando os oito maiores valores. Desta forma,
s¢ = [2.3750; 0;0,0; —2.25,2,—-1.25,1; 0,—1,1,1,-1,0,0,0].

Ao reconstruir o sinal, obtemos

s® =10.125,0.125, 3.625, 5.625, 5.375, 3.375, 1.375, —0.625, 0.125, 2.125,
3.625,3.625, 3.375, 3.375, 1.375, 1.375].

Na Figura 9.6 exibimos os graficos do sinal original e de sua reconstru¢do apés a com-

pactagao. @

Figura 9.6: Em preto, o gréfico do sinal s e, em vermelho, o grafico do sinal s*.
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Exemplo 9.3 Neste exemplo, comparamos a filtragem e a compressao de sinais usando
wavelets e usando a transformada de Fourier. Considere o sinal da Figura 9.7, com 256

amostras.

Figura 9.7: Sinal com 256 amostras.

A Figura 9.8 exibe o sinal filtrado, utilizando com a wavelet de Haar, tomando ng = 6,
isto significa que dos 256 coeficientes em sua decomposicdo por wavelets, apenas 64
foram preservados. Nesta filtragem o erro quadratico médio foi de 0.11. A Figura 9.9
exibe o sinal filtrado pela aplicacdo do filtro passa baixa de Gabor com frequéncia de
corte wy/4. Neste caso, o erro quadratico médio foi de 0.19. Perceba as que variagoes

mais abruptas foram perdidas.

Figura 9.8: Sinal filtrado com a wavelet de Haar e ng = 6.

Figura 9.9: Sinal filtrado com filtro passa baixa de Gabor e w. = wq/4.
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A Figura 9.10 exibe o sinal compactado com wavelets, preservando 95% de sua
energia. Isto significou que apenas 29 coeficentes foram preservados. Aqui o erro
quadratico médio foi de 0.13. Por fim, a Figura 9.11 exibe o sinal compactado com
Fourier, preservando 95% de sua energia. Isto significou que apenas 8 coeficentes foram
preservados. Neste caso, o erro quadratico médio foi de 0.29.

Figura 9.10: Sinal compactado em 95% de sua energia com wavelets.

Figura 9.11: Sinal compactado em 95% de sua energia com Fourier.

9.5 Exercicios propostos

Exercicio 9.3 Considere o sinal discreto s = [—1,2,1,4,—3,—2,0,1]. Utilize os algo-
ritmos de decomposicdo e reconstrucdo com a wavelet de Haar para compactar o sinal s

em 90% de sua energia. Exiba os graficos de s e sua compactagdo e analise o resultado.
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Apéndice A
Detalhes dos capitulos

Para maior fluidez do texto, apresentamos aqui o desenvolvimento mais detalhado
de contas, exemplos e exercicios, bem como de algumas passagens de demonstragdes.

A.1 Resolucao do exercicio 1.1.

(a) Tome f(t) = sen(2t), com periodo T = 7, e g(t) = cos(3t), com periodo
T, = 2m/3. Neste caso, (f + g) é periédica com periodo T = 2m. (b) Tome f(t) =
sen(t), com periodo T; = 2, e g(t) = cos(v/2t), com periodo T, = 27/+/2. Neste
caso, nao existe T que seja miiltiplo inteiro de T e T,, dado que a razdo entre eles €
um numero irracional. Isto ndo contradiz o que foi dito no inicio da se¢do, pois naquele
caso a hipdtese era que as duas fung¢des tinham o mesmo periodo.

A.2 Resolucao do exercicio 1.2.

(A +B)(t+mTh) = At + mTy) + H(t + nTs) = A(t) + £(t) = (A + £)(1).

A.3 Resolucao do exercicio 1.3.

Para qualquer valor T real fixo, f(t 4+ T) = ¢ = f(t). Logo, f é uma funcio
periddica e qualquer valor T fixo é periodo de f. Entretanto, o infimo do conjunto dos
periodos positivos, { T € R| T > 0}, é zero. Logo, f ndo tem periodo fundamental.

A.4 Resolucao do exercicio 1.4.
Observe que
cos(wy(t + T)) = cos(wnt + 27n) = cos(wpt),

uma vez que 27 é o periodo fundamental de cos(t). O mesmo vale para a fung¢do seno.
A funcdo constante também é periddica com periodo T, qualquer que seja T > 0.
Logo, pelas propriedades (a) e (b) do inicio do Capitulo 1, p é uma fun¢do periddica
com periodo T.

81



APENDICE A. DETALHES DOS CAPITULOS 82

A.5 Ortogonalidade das fungdes cos (w,t) e sen (w,t) (p. 3).

Observe as seguinte identidades

T 2mnT
Wp— = = nm,
2 T 2
2rm  27n
Wm T w, = T = W(m=tn)-

No que se segue, computamos todos os possiveis produtos internos cruzados.

T/2 1 T/2
(1, cos (wyt)) = / cos (wyt) dt = —— sen (Wnt)|_T/2 =0,
~T/2 Wn
T/2 1 T/2
(1,sen (wyt)) = / sen (wyt) dt = — cos (wyt)| "7, =0,
—-T/2 Wn
T/2
(cos (wmt), cos (wpt)) = / cos (wmt) cos (w,t) dt
—T/2

T/2
_ / 05 (w(m+n)t) + €05 (w(m-nt) dt

-
T/2
_ T |sen (W(m+n) t) n sen (W(m,n)t) / _ 0
27 m-+n m-—n e
t=—T)/2
T/2
(sen (wmt),sen (wyt)) = / sen (wnt)sen (w,t) dt
.
T/2
= / cos (w(m_,,) t) — oS (w(m+,,) t) dt
.
T/2
T |sen (W(m—n)t) N sen (W(mn)t) / _
Y m-—n m-+n -
t=—T/2
e
(cos (wmt), sen ( / cos (wmt) sen (w,t) dt
/ sen w(m+n)t) — sen (w(m+,,)t) dt
T/2
T [ cos (w(m+,,)t) cos (w(,,,,,,)t)
= |— + = 0.
27 m+n m-—n
t=—T/2
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A.6 Norma das fungdes cos (w,t) e sen (w,t) (p. 3).

As normas de cos (w,t) e sen (w,t), para n > 0, sdo:

H2 = (cos (wpt), cos (wpt))

:/Uﬂmqwﬁfm

T/2

||cos (wnt)

1 (T2 T
:-/ [cos (wmt)]? + [sen (wmt)] dt = .
2) 1) 2

O mesmo vale para sen (w,t), ou seja

lcos (wnt)|| = [lsen (wnt)|| = \/g

Para n =0, cos (w,t) = 1 e sua norma é v/T.

A.7 Resolucao do exercicio 1.5.

Para n # m,
. . T/2 T/2
<e:w,,t' elwmt> _ / elwnt givmt dt — / e/(wn—wm)t dt
—T/2 —-T/2
eiw"_mt T/2 2 . - —im(n—m)
= — = |:e”T(n m) — e 2i
(Whem 1t=—T/2  Wp—m

= w2 sen(m(n— m)) = 0.

n—m

Logo, temos 2N + 1 funcdes ortogonais. Resta apenas verificar que e/t € Vjy, mas isso
é imediato do fato de que

e“nt = cos(wpt) + isen(wpt).
Aproveitando, observe que

fwnt

) ) T/2
2 — <e/u.zntv e/wnt> :/ dt — T
—-T/2

le

A.8 Detalhe do desenvolvimento da p. 5.

Primeiro, observe que

(f, fy) = <f, % + Z a, cos (wyt) + b, sen (w,,t)>

n=1

— %(f, 1) + Z ap(f, cos (wyt)) + by(f,sen (wnt)).
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Sendo assim,
0 1
8_30<f' fn) = 5(1‘, 1),
a(z (f, fy) = (f, cos (wnt)), n=12..N,
D ) = {F.sen (1), n=12...N

Para o termo (fy, fy), temos

N N
(fn, fn) = <% + ; ap cos (wnt) + by sen (wnt), % + ; a, cos (wyt) + b, sen (wnt)>

(1,1) + Z a%(cos (wpt), cos (wpt)) + b2(sen (w,t), sen (wyt)),

n=1

2
dp

onde usamos que as fun¢des 1, cos (w,t) e sen (w,t), sdo todas ortogonais entre si e que
as normas ja dessas fun¢oes ja haviamos calculado antes. Logo,

0 T

8_a0<f"" fn) = a0,

8(2 (fn, fv) = Tap, n=1,2 N
8?3 (fn, fn) = Thy, n=12 .., N.

Portanto,
0 5 1 T 2
O_a_ao(Hf_fNH ) ——2§<f,1>+§30 = ag—?<f,].>,

0 0 (||f — fN||2) = —2(f,cos(wpt)) + Ta, = a, = —=(f, cos(wyt))

- Oa,
0

(f,sen (wyt)),

=N s

0=—— (If = fwl|*) = —=2(f,sen (wnt)) + Th, = b, =

ob,
paran=12 .., N.

A.9 Demostracao do Teorema 1.1.
Suponha que fy é tal que r = f — f, é ortogonal a Vy, ou seja (r, p) = 0, para todo
p € V. Seja p € Vyy e defina u = p — fy. Observe que

If = pl* = If = fu+ fu = plI* = Ir — u|l®
=(r—u,r—u)y={(r,r)—(r,u) —(u,r)+ (u, u)
= (ror) + (u,u) = If = fu]l? + [Jul®

03.06.2026



APENDICE A. DETALHES DOS CAPITULOS 85

uma vez que u € Vy e portanto r L u. Portanto, o minimo de ||f — p||? é atingido
quando u=0e p = fy.

Por outro lado, suponha que fy é a melhor aproximacao de f em V) e, por con-
tradicdo, que exista v € V) tal que (r,v) > 0, onde r = f — fy. Defina p = fy + av,
para algum o € R. Observe que

If = plI* = If — fu —av]* = [Ir — av|?
= {(r,r) — 2aRe(r,v) + a?{v, v)
= |If — full* — a(2Re(r, v) — a]|v]?).

Como « é livre e (r,v) > 0, escolha 0 < o < 2Re(r, v)/||v||?>. Para esta escolha
If = pl* = lIf = full®> — a(2Re(r, v) — a|v|*) < If - ful®

o que contraria a hipdtese de fy ser a melhor aproximacdo. Portanto, f — f, deve ser
ortogonal a V.
Fica demostrado assim as duas implicacées do enunciado do teorema.

A.10 Resolucao do exercicio 1.6.

Pelo Teorema 1.1, a melhor aproximagio satisfaz (f—fy) L V. Como {e™"t},_
¢ base de V), temos

(f —fy, ey =0, n=—N,.. N
Observe que

k
0= <f o va eiwnt> _ <fv eiw,,t) o < Z Ckeiwkt, eiwnt> _ <f, eiwnt> _ Cn<€iw"t, eiw,,t>,

k=—N

uma vez que a base é ortogonal. Portanto,

iwpt T/2 ,
C, = M — l/ f‘(t)eflw,,t dt.
<e/wnt' e/w,,t) T _T)2

A.11 Demonstraciao do Teorema 1.2 (Teorema de Parseval).
Observe que

IIf — fNH2 = (f —fy, f — fy)
= (f, f) = (fn, f) = (f, fn) + (fw, fn)
= <f, f) — 2Re(f, f/\/) + <f/\/, fN>

= (f,f) — 2Re <f, Z C,,ei“’"t> + (fn, ). (A1)
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Observe também que

N N N
ffN <f ZC,,M">:Z(_:n<f,eiw"t>:TZEnCn:TZ’C"2

n=—N n=—N n=—N n=—N

1

N
(fn, i) = < Z cre' Z che™r > =T Z |cal?,

k=—N n=—N n=—N

onde usamos o resultado do exercicio 1.8. Assim, de (A.1), temos

N
1P =T Y leal® =0,

n=—N

0 que prova o teorema.

A.12 Extensao impar para f(t) =t (p. 7)

Seja f; : R — R, com periodo 2L, tal que fi(t) = t, para t € (—L, L]. Entdo

1 [t 2 [t mnt 2L

n — T fi n =7 ( ) = i

b L/_L 1(t) sen (wyt) dt L/o tsen (= dt = (-1) o
Logo, para t € (0, L),

o0 n+1

A(t) = 27T—L > —(_13

n=1

sen (WTM) .

A.13 Extensao par para f(t) =t (p. 7).

Seja f, : R — R, periddica, com periodo 2L, tal que %(t) = |t|, se t € [—L, L].
Entao

= |t|dt—2— tdt:L,
0

2 [t 4 [t t 2L
== /_L |t| cos (wst) d Z t cos (%) dt = %(cos(mr) —1).
Repare que se n = 2k, k € N, entdo b, =0. Se n=2k — 1, k € N, entdo

4L

= kD

Assim,
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A.14 Extensdo impar, continua, para f(t) =t (p. 8).

Seja 3 : R — R, periddica, com periodo T = 4L, tal que

—2L —t, 2L <t < —L,
f(t) =< t, — L<t<L,
2L — t, L<t<2L

Como f; é impar a, = 0. Por outro lado,

2 [ 2 [t 2mnt
= — f: =2— f:
b, T/_2L 3(t) sen (wyt) dt A 3(t)sen( m ) dt
1 [t nmt 1 2t nmt
— = tsen (Y gt 4> [ (2L—t (—> dt
L/O Se”(zL) +L/L( Jsen (3
1 [t t 1 /0 2L
:z/o tsen <n2iL> dt—i—z/_L—usen <%> du
1 [t nmt 1 /0 nmu
= z/o tsen <T> dt + I /L —usen (T) cos(nm) du
1 [t nmt 1 [t nmt
= z/o tsen <—2 ) dt — z/o tsen (_2L ) cos(nm) dt
1 — cos(nm) L nmt 0 n =2k
L /Otse”<_2L>dt—{%(%) sen (), n=2k 1
Portanto,

8L o (—1)kt! 2k — )m
Mt)w;;(gkzl)?%n (( ) t).

A.15 Resolucao do exercicio 2.1.

Para w = 0 temos que

Para w # 0,
Flw) = / " A(t)de = / Cetrar= T = e g 2 2 (i)
o s —iw|_, —iw w '
Logo,
2a, w =20,
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Para que f seja £, a integral imprépria de m deve existir. Entretanto,

/ 2\sen(wa)|dw>/ 2\sen(wa)|dw
- 0

o W] w

=, UEDT/a ) sen(wa))
Sy [ sty
k=0 Y km/a

00 (k+1)7/a
> 232/ de
k—0 Y km/a (k + 1)7

o0 (k+1)m
Loy [ b,

k=0 Y kT (k+ 1)7T

4§: 1
= — =
= (k+1)

3

A.16 Resolucao do exercicio 2.2.

Se 0 # n € Z, entao

sinc(n) = sen(r) = 0.
m™n
Além disso,
fim sinc(x) = lim =) _ i TEOSX) o).
x—0 x—0 X x—0 ™

A.17 Resolucao do exercicio 2.3.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -5m/a -4/a -3/a -2/a  -/a 0 Wa 2m/a 3w/a 4w/a 5/a

X w

A esquerda, o gréfico da fungdo sinc. A direita, o grafico de f.

A.18 Resolucao do exercicio 2.4.

Veja que

f(0) = —/_OO fw)dw = g

o0

Para t # 0,

1 o ] 1 b ) 1 ibt __ ,—ibt
f(t)= E/ fw)e“ 'dw = . be""tdw =3 [L] = gsinc(bt/ﬂ).

—00
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Logo, como sinc(0) = 1,
b .
f(t) = —sinc(bt/m), teR.
T

A.19 Resolucao do exercicio 2.5.

Se f é par, entdo f(—t) = f(t), para todo t € R. Assim,

0 0 [e'e)
fw) = [ fetae= [ fe ey [ Aee e ar

—00 —00 0

:/ f(—t)e"“fdt+/ f(t)e ™' dt
0 0

:/ f(t)[e™" + e dt:2/ f(t) cos(wt) dt.
0 0

Claramente, Fé par e real.

A.20 Resolucao do exercicio 2.6.

Se f é par, entdo f(—t) = —f(t), para todo t € R. Assim,

Fw) = / " F(t)e i de = / U (et e + /0 T f(t)e i de

—00 — 00

= —/ f(t)e™" dt+/ f(t)e ™" dt
0 0
= —/ f(t)[e™t — e ™! dt = —2i/ f(t) sen(wt) dt.
0 0
Claramente, f é impar e imagindria pura.

A.21 Resolucao do exercicio 2.7.

Sabemos que

(—iw)mtm

m!

—iwt
m=0

Logo, supondo que a integracao e a série podem ser intercambiadas,

> o0 m=0
e ()™, _x (w)m
- ot f(t)dt_z:o T am
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A.22 Resolucao do exercicio 2.8.

Usando o resultado do 2.4, com b=

1= /OO sinc(t) dt.

o0

Pelo Teorema de Plancherel (exercicio proposto),

/ | sinc(t)|? dt = 2—/ |sinc(w)|* dt = 2—/ ldt=1.
oo T J s

—Tr

A.23 Resolucao do exercicio 3.1.

Sejam f,g,h: R — R e a, b € R, entdo

o0

[f * (ag + bh)](t) :/ f(r)[ag(t — ) + bh(t — 7)] dT

—00

_ a/oo F(F)g(t — 7) dr + b/oo F(F)h(t — 7) dr

= a(f = g)(t) + b(f = h)(t). :

Veja também que

(F g)(t) = / " f(r)g(t— ) dr

o0

:_/mf(t—e)g(e)de O=t—r)

o0

_ / " f(t—0)g(0) do = (g + ()

(e}

Por fim,

Fo (gm0 = [ Fr)g = h)(e—r)dr

_/Zf(T) [/(:g(t—T—u)h(u)du} dr
:/Z sz(f)g(t—T—u)dT} h(u) du

— /oo(f x g)(t — u)h(u) du = [(f = g) = h](t).

—00

A.24 Resolucao do exercicio 3.2.
Observe que
0, 1-—]t| <0, 0, 't > 1,
f(t)y=4 1/2, 1—]t[=0, =< 1/2, 't| =1,
1, 1—|t/|>0. 1, |t <1
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Logo,

(f*f)(t):/_oo f(T)f(t—T)dT:/_l f(t - 7)dr

0, t+1 < _]., 0, t < _2'
) [dr, —1<t+1<1, ) t42  —2<t<0,
B ftl_ldf, 1<t+1<3, | 2—t, 0<t<2,
0, t+1>3. 0, t>2.

=max0,2 — [t| = r(2 — |t]).

A.25 Resolucao do exercicio 3.3.

Vamos demonstrar esta proposicdo pelo principio da indugdo finita. Para n = 0,
go(t) = f(t). Por outro lado, t°f(t)/0! = f(t), verificando assim a tese, neste caso.
Suponhamos que para k > 0, seja verdadeiro que gi(t) = t*f(t)/k!. Veja que

gra(t) = (F  ge)(t) = £(t) = (t“F(t)/k!)

1 o0

= mhe e ) () u(t — 7) dT
e—at OOOO K

= / T u(T)p(t — 7) dr.

Observe que pu(7)u(t —7) =1, apenas se 0 < 7 < t. Logo, se t < 0, esse produto é
identicamente nulo. Assim,

e—at —at

genlt) = S0t | ey = et = ) D

Portanto, pelo Principio da Indugdo Finita, fica demonstrada a tese.

A.26 Resolucao do exercicio 4.1.

(a) Como s tem é de banda limitada, pelo Teorema de Shannon, s(t) pode ser escrita

como s(t) =3 s(nAt)sinc (t;ttn) ,

n€eZ
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para 0 < At < 7/Q. Com isso, se t, = nAt, temos

[ [ [ S tomosne(t5)] [ etmatri ()|
=23 stnas(man) / Z (t ;tt") (f ;:m) dt
_ % %s(nAt)s(mAt) . At/: sinc(r) sinc <T _ %) dr
_ %Zs(nAt)s(mAt) At /Z sinc(r) sinc (r — (m — n)) dr
_ %:Z;s(nAt)s(mAt) . At/z sinc(r) sinc ((m — n) — 7) dr
=3 s(nrt)s(mAt) - At(sincsinc)(m — )
_ g:zzs(nAt)s(mAt) - Atsine(m — ).

Acima, usamos que a fungdo sinc é par e que sinc xsinc = sinc (Exemplo 3.3). Para
concluir, resta observar que sinc(m — n) = 0, se m # n, e sinc(0) = 1. Disto, temos

/OO s(t)>dt = At s(nAt)’.

Y
S(w) = ;s(nAt)}" [sinc (t;ttn)}
= 3 stobt)e e Ffind(wAt) = 3 s(nhgje

uma vez que (Exercicio 2.4)

—

lw| <,
lw| > 7.

Fnde) = {

e, neste caso, wAt < .

A.27 Resolucao do exercicio 4.2.

(a) h(w) = e ™@&(w). Como h e x tem a mesma banda, o intervalo maximo de
amostragem é At = 7/,.

(b) g(w) = X(w) + y(w). Logo, g(w) = 0 se |w| > max{€Q,,Q,}. Portanto,
Atmax = 7/ max{€,, Q, }.
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A.28 Resolucao do exercicio 4.3.

Defina g : R — C tal que g(w) = #(w + A). Com isto, &(w) = 0 para |w| > Q,

além disso g(t) = e '**f(t). Pelo Teorema
e At < 7/Q,

de Shannon, se t, = ty + kAt, com k € Z

t—t —t
e Mf(t Zg ty smc< k) Ze"”kf ty smc( x k)
kEZ keZ t
ou
N(f_ . t—t
t) = Ze”‘(t B (1) sinc ( Atk) :
keZ
A.29 Resolucao do exercicio 5.1.
Se A = LM,My, entdo
_ 1 .
Wy’
1 . . : —2j
ajj = N [1 WIJV W,%IJ W,JV(Nil) |/VN ’ = 11
W[;J(N_l)
e, para j # k,
_ 1 .
Wi,
New = 1 W), W@ Wi D] | W
WA7k(N—1)
N(—k)
_ —k 2(j—k) 3(—k) (v-1)G—k) _ L= Wy _

Logo, A=1¢e %MN = I\\/JINI.

A.30 Resolucao do exercicio 5.2.

Para Wy = exp(27i/N) e j = 0, temos

=2

1
f
0

<

—0-k _
WN —

o
i

N—

1
kK —

1

_]_)

k=
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Para j # 0, temos

N—-1 N-1
fi=D Wy =) kW
k=1 k=0
=a+2a +3a+--+ (N - 1)3;\’_:l (aj = Wy)

:%u+2@+3%+~~+(N—D4Wﬂ

d d |a —aV
— [+ +a+ - +a | =a— |2
daj

- aj daj J 1-— aj
1— NaV=1(1-a;) + (a; — aV
_ aj ( J )( J) ( J J ) (aN _ 1)
(1-aF f
— _N (]. aj) _ N
(1—a)> a-1
A.31 Resolucao do exercicio 5.3.

Do enunciado, tiramos que ty = —2, At =1 e N = 4. Com isso wy = 7/At = T,
Aw = 2wy/N = 7/2 e wy = kAw = kn/2, k = 0,1,2,3, com a ressalva que para
k > N/2, wyx = wk — 2wg, resultando em wg =0, wy =7/2, o =T =7 — 21 = —7
ews =31/2=3n/2— 27 = —7/2. Ja sabemos que a transformada de Fourier de f é
f(w) = \/Texp(—w?/4). Logo, temos

F = [f(=2),f(-1),f(0),f(1)]" ~ [0.018316, 0.367879, 1.000000, 0.367879] ",
F = [f(—m), f(—7/2),f(0), f(r/2)]" = [0.1503,0.9565,1.7725,0.9565] .

Como N = 4 e a matrix My depende apenas de N, podemos utilizar a matriz
computada no exemplo 5.1. Assim,

1 1 1 1 0.018316 1.7541
E_ 1 - -1 i 0.367879 | | —0.9817
1 -1 1 -1 1.000000 0.2826
1 i =1 —i 0.367879 —0.9817

Para comparar com o valor da transformada continua devemos lembrar que a metade
posterior do vetor corresponde as frequéncias negativas, ou seja,

— [0.2826, —0.9817,1.7541, —0.9817] .

Lembre que

.

lom Bt it — T, (1),

Logo,
~ [0.2826,0.9817,1.7541,0.9817] .

Com apenas 4 amostras, o resultado é razodavel, apesar da primeira amostra ter sido pior
estimada.
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A.32 Resolucao do exercicio 5.4.

Veremos que
H® = Fx. G=DFT '[F.G].

Com efeito,
N-1
hi - fj-'gk—J
j=0
N—-1 N-1 N-1
1 v 1 i
=D | W 2 W
Jj=0 m=0 n=0
1 N—-1 [N-1 ' N—
=5 i W,(,"’] E Wy Wy
Jj=0 Lm=0 n=0
1 N—-1 [N-1 N-1
_ % WA/kn ¥ p(m=n)
X [ | S|
Jj=0 Ln=0 m=0
1 N—-1 [N—1N-1
n=0 Lj=0 m=0
=, [N-1  N-1
w0 S
n=0 L m=0 j=0

Agora lembre que ZJ.N:_Ol W™ =0, sem+#ne ZJ’.V:_Ol wilm = Zj:_ol 1 =N,
quando m = n (demonstrado em A.29). Assim,

P

-1

he = Fs WN" = DFT [, - &) -

==
3
I
o

Portanto,

Ix
(9}
I
T
o

A.33 Resolucao do exercicio 5.5.
ADFT desé
$=1[2,2.71 -5.95/, =5+ 5/, 1.29 — 3.95/, —8, 1.29 + 3.95/, —5 — 5/, 2.71 4 5.95/].
Logo, ||3l2 = 16.97 e E = 0.9]|3]|> = 15.27. Observe que
13| = [2, 6.54, 7.07, 4.16, 8, 4.16, 7.07, 6.53].
Portanto, seus elementos em ordem decrescente sao:

3] > |52 = [36] > |51] > [37] > [35] = [35] > [S].
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Observe agora que

VI]&2 = 8.00<E,

V%2 + [%[2 = 10.68 < E,

V&2 + %2 + |3%]2 = 12.81 < E,

V0G24 %2 + |52 + |52 = 14.38 < E,
V%2 + %02 + |%6]2 + |%]2 + |%]2 = 15.80 > E.

Logo,
u=1[0,271—-5095/, —-5+5i, 0, =8, 0, =5 — 5/, 2.71 4 5.95/].

Invertendo a DFT, temos
u=[-157,1.28, 1.74, 2.82, —2.93, —1.78, —1.24, 1.68].

Na Figura A.1 vemos o sinal original (em preto) e o sinal apés a compactagdo (em
cereja). A compressdo foi de aproximadamente 37.5% e o erro quadratico médio foi de
37%.

4 T T T T T
sinal —@—
3 ‘ sinal compactado —#—

Figura A.1: Comparagdo entre sinal original e sinal compactado.

A.34 Linearidade e invariancia temporal de um filtro convolucional (p. 45).

Sejam f, g : R — C e a € R. Entado
H[f + g](t) = (h= (f + g))(t) = (h = f)(t) + (h = g)(t) = H[f](t) + H[g](t).
Da mesma forma,
H[af](t) = h(t) = (af (t)) = a(h = f)(t) = aH[f](t).
E, por fim,

HIF(t — 2)] = /Oo F(r — a)h(t — ) dr = /OO F(u)h(t — a— u) du = (h= F)(t — a).

oo —00
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A.35 Cédigo Octave para produzir a Figura 6.8.

Abaixo segue um bloco de cédigo em Octave para produzir a imagem da transformada
de Fourier com janela que aparece no rodapé da Figura 6.8. Com o que foi computado
neste bloco também é possivel produzir os dois gréficos iniciais da mesma figura (tente
fazé-lo).

clear

f = @(t) sin(10*t)+sin(20*t); # Funcgdo f

N = 512; # Numero de amostras

t = linspace (0,13,N)’; # Malha no tempo

dt = t(2) - t(1); # Intervalo de amostragem

wq = pi/dt; # Frequéncia de Nyquist
w = [-ceil ((N-1)/2):floor ((N-1)/2)]°* dw; # Malha em frequéncia

tau=(0:.2:12) ’; # Malha em T
ntau = length(tau);

c = 2;
g = @(x) exp(-4*x.72/c"2); # Filtro passa baixa de Gabor
FTW = zeros(ntau,N); # Matriz para guardar TF com janela
ff = £(t); # Vetor de amostras {f(t;)}
F = fftshift (fft(£f£f))); # DFT de {f(tj)}
for it=1:ntau; # Loop em T
yy = ff.*xg(t-tau(it)); # f(t)-g(t—1)
Y = £fft(yy); # DFT
FTW(it,:) = abs(dtxfftshift(Y)) ’;
end
Iw = (150:(N-150+1)); # Subintervalos para os graficos
It = 6:ntau;
ww = w(Iw);
tt = tau(It);

FTW = FTW(It,Iw);

imagesc (ww,tt ,FTW); # Imagem da TF com janela

A.36 Resolucao do exercicio 6.1.

Para o filtro A;, perceba que se |w| > a, entdo (1/|w|) < 1/a e portanto 0 <
Ai(w) = By/a(1/w) < 1. Para 0 < |w| < a, entdo (1/|w|) > (1/a) e portanto A;(w) =
Bi/a(1/w) = 0. Para |w| — o0, (1/w) — 0, logo lim|,,| 00 Ar(w) = limy 0 By/a(w) = 1.
Se o gréfico de B, for
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4

B,

Os filtros A; e A, sdo do tipo passa alta. O filtro A; elimina totalmente o contetdo
de frequéncia abaixo de a e a partir dai aumenta gradualmente o contetido tendendo a
manter igual no limite. O filtro A, mantém o contelido de frequéncia a partir de a e
diminui gradualmente o contetido até eliminar totalmente na frequéncia nula.

A.37 Complexo conjugado da transformada de Fourier de funcao real (p. 58).

Fw) = / " F(t)e—iot dt = / " Fitet dt — / TR e 9 g — F(—w).

o0 oo —00

A.38 Transformada de Fourier da funcao do Exemplo 7.4.

_a
a?+w?

Sejam a > 0 e g(t) = 2e~*l. Sabemos que g(w) = = f(w). Logo,

FIA(w) = FIa()] = 2rg(~w) = 2n5e <! = ame-2l
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A.39 Resolucao do exercicio 7.1.

f(t) = F—isign(w)f(w)] = —=— /OO sign(w)u(r — |w|)e™! dw

= ——/ sign(w)e™* dw
iwt d lwt d
T2 V < /0 w]

P [1—emt ety
- 2r it
1 1 —cos(mt) 2 )
=~ [2—2cos(nt)] = — 2 = = t/2).
27rt[ cos(rt)] — — sen(mt/2)

Assim, S(t) = sinc(t) + Z sen(wt/2)? é o sinal analitico de sinc(t). Na Figura A.2
vemos os graficos de f, f e a regido cinza, delimitada pelos gréficos de |F(t)| e —|F(t)|.

-10 -5 0 5 10 15

Figura A.2: Graficos de f, em preto, e 7’, em vermelho. A regido em cinza esta compre-

endida entre os graficos de F e —F.

A.40 Resolucao do exercicio 7.2.

FdT = —%/OO RICH R —F(—t)

o0
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(b)
0= [ e [ o
1 [ —f(T) 1 [~ f(T) 7
:;/OO t_‘_TdT:;/Oo_t_TdT:f(_t)
(c)

HIFN() = %/m ) 4,

ot —T

IR
N W/oo(t—T)zd

_d E /Z gdf] = SHIA()

A.41 Demonstracao das propriedades de transformada de Hilbert (p. 61).

Primeiro, observe que
Flfl(w) = F | F Y —isign(w)f(t)]| = —isign(w)f(w).

(a)
H2[F](t) = HIFI(t) = F[—isign(w)F[F](w)]
= .F_l[—isign(w)(—isign(w))?(w)]
= F ' —F(w)] = —f(¢).
(b) H[F](t) = H[f(t) + if(t)] = F(t) — if (t) = —i[f(t) + if(¢)] = —iF(¢).

(c) F(w) = FIF(t) + ifl(w) = f(w) + sign(w)f(w) = F(w)[1 + sign(w)]. Observe
que

0, w<o0
1+sign(w) =2u(w) =<1, w=0,
2, w>0.

Assim, F(w) = 2u(w)f(w) ou F(t) = F12u(w)f(w)].

A.42 Propriedades da fungao de Bessel (p. 67).

A funcdo de Bessel de primeiro tipo e ordem n € Z é dada por

Jn(x) = 1 /07T cos (nf — xsen(6)) do

™
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e satisfaz
Jn(—x) = (—=1)"Ju(x).

Uma propriedade util é
/XJO(X) dx = xJ1(x).

Para n = 0, pode-se mostrar que

1 2 ) 1 2 o)
J — ixcos(0) 4o — —_ ixsen(0) 49
() 2w /0 € 2m €

Como referéncia, consulte Riley et al. (2006).

A.43 Resolucao do Exercicio 9.1.

s* =[31,19,25,5,22,6,10, —14]

[(31+19)/2, (25 + 5)/2, (22 + 6)/2, (10 + (—14))/2] = [25,15, 14, —2]
[

= [(31 — 19)/2, (25 — 5)/2, (22 — 6)/2, (10 — (—14))/2] = [6,10,8,12]
st = [(25 + 15)/2, (14 + (=2)/2] = [20, 6]
b? = [(25 - 15)/2, (14 — (-2)/2] = [5.8]
::[(20<+-6)/2] = [13]
=[(20-6)/2] = 7]

Logo
P =13, 7;5,8;6,10,8, 12].

A.44 Resolucao do Exercicio 9.2.

S0 [12] b0 = [4]
sl [12+4,12 — 4] = [16, §] b' = [6, 5]

2+ [12+6,12—6, 8+5,8—5]
= [18,6,13,3] b2 =[1,0,4, 8]

3¢ [1841,18—1,640,6—0, 13+4,13—4,3+8,3— 8]
= [19,17,6,6,17,9,11, —5] = s.
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A.45 Reconstrucao do sinal do Exemplo 9.1.

a° = [35]

b® = [0]

a' =[35+0,35—0 = [35, 35]
b* = [16, 0]

a® = [35+ 16,35 — 16,35 + 0,35 — 0] = [51, 19, 35, 35]
b* =10,0,0,12]

a® =[51,51,19,19,35,35,35 + 12,35 — 12] = [51,51,19, 19, 35, 35, 47, 23]

Logo, o sinal compactado é sR = [51,51, 19,19, 35, 35, 47, 23].

A.46 Reconstrucao do sinal do Exemplo 9.2.
Iniciando pela decomposicao de s temos
a*=1[-1,03,56,4,2,00,23,4,4,3,2,1],

a®>=[-05, 40,5010, 1.0, 3.5,3.515],
b* =[-0.5,-1.0,1.0,1.0,-1.0, —0.5,0.5,0.5],

a®> =[ 1.75,3.00, 2.25,62.50],
b? = [-2.25,2.00, —1.25,1.00],

at =[ 2375, 2.375],
b' = [-0.625, —0.125],

a® = [2.375],
b® = [0].

Assim,

sP = [2.3750; 0; —0.625, —0.125; —2.25,2.00, —1.25, 1.00;
—-05,-1,1,1,-1,-0.5,0.5,0.5]

e a versao compactada, preservando os oito maiores valores é

s¢ =[2.3750; 0;0,0; —2.25,2, —-1.25,1; 0,—1,1,1,-1,0,0,0].
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A aplicacdo do algoritmo de reconstrucao produz

a® = [2.375],
b° = [0],

a' = [2.375,2.375],
b' =10, 0],

a®> =[ 2.375,2.375, 2.375,2.375],
b* = [~2.250, 2.000, —1.250, 1.000],

a®=[0.125, 4.625,4.375,0.375, 1.125,3.625,3.375,1.375],
b® = [0.000, —1.000, 1.000, 1.000, —1.000, 0.000, 0.000, 0.000],

a* =[0.125,0.125, 3.625, 5.625, 5.375, 3.375, 1.375, —0.625, 0.125, 2.125,
3.625, 3.625, 3.375, 3.375, 1.375, 1.375].
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Referéncia rapida

B.1 Definicoes e ldentidades

F(w) = FIfl(w) = / " F(t)e it dt

f(t) = F () = 5 /_Oo F(w)e™ duw

/:/ e du= /1

o0

1 [~ L
() = o / et du

o0 1 oo ~
| ifwrde= oo [ )R

F(t) =~ /0 F(w)e™ duw

F(t) = Re[F(t)] + iIm[F ()] = f(t) + if(¢)

f(t) = H[f](t) = %/OO f(r) dr = F Y —isign(w)f(w)]

t—1T

—00
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B.2 Transformadas de Fourier

f(t) F(w)
f(at), a#0 (1/]aD)f(w/a) p. 19
f(t—a) e~ f(w) p. 19
Fi(t) (iw)"F(w) p. 13
t"f(t) i"F()(w) p. 19
[f = g](2) Flw)g(w) p. 22
f0g(e) | ol el p. 22
F(t) 21 f(—w) p. 19
el 2> 0 > iawZ p. 12
e ot g exp (—Z}—;> p. 12
et 2md(w — a) p. 18
sen(at) | in[d(w + a) — 6(w — a)] p. 18
cos(at) | w[o(w + a) + 8(w — )] p. 18
s(t) 2/(iw) p. 18
p(t) 1/(iw) + mo(w) p. 19
p(a—1t)) 2asinc(wa/m) p. 11
sinc(t) pu(m — |wl) p. 19
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integravel, 11
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jinc, 68

periddica, 1

quadrado integravel, 11
rampa unitaria, 16
seno cardinal, 11

sinal, 17

jinc, ver fungdo jinc

Nyquist, ver frequéncia de Nyquist 25

periodo, 1
fundamental, 2
polindmio trigonométrico, 3
forma complexa, 3
produto interno, 3
pulso de
Gabor, 20
Rayleigh, 20
Ricker, 20

sinal
analitico, 58
energia finita, de, 11
estavel, 11
sinc, ver funcdo seno cardinal
série de Fourier, 1

teorema
Dirichlet, de, 6
Plancherel, de, 20
Shannon, de, 24
transformada de Fourier
2D, 65
continua, 10
discreta, 29, 30
rapida, 36
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