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Licenca S"’A
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Este trabalho é licenciado sob os termos da Licenc¢a Internacional
Creative Commons Atribuicdo-N3oComercial-Compartilhalgual 4.0.

Para ver uma cépia desta licenga, visite http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/.
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Seus direitos e deveres s3o:

= Vocé é livre para copiar e redistribuir este material, em qualquer meio ou formato, para adapta-lo,
transforma-lo ou utiliza-lo para construir seu préprio material.

= Vocé deve dar os créditos apropriados, fornecendo link para a licenca e indicando se alteracSes foram feitas.
Vocé pode fazer isto de qualquer forma razodavel, porém sem tentar passar a ideia ou sugerir que o autor
endosse suas alteragdes ou seu uso do material.

= Vocé n3o pode utilizar este material para fins comerciais.

= Se vocé alterar, transformar ou construir seu préprio material com base neste trabalho, vocé devera
distribui-lo sob a mesma licenca usada no original.
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Operacoes basicas em ALC S"’A
Y

UNICAMP

» Produto escalar, xTy
» saxpy, ax +y
» Produto matriz-vetor, Ax

» Produto matriz-matriz, AB
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Os algoritmos que surgem em Algebra Linear computacional podem ser estruturados em torno de algumas operacgdes
elementares. Essas operacdes sdo classificadas em operacoes de nivel 1, 2 ou 3, dependendo da complexidade delas
em termos da dimens3o dos termos envolvidos.

As operagdes de produto interno e saxpy s3o operaces de nivel 1, uma vez que seu custo computacional é
proporcional a n, a dimens3o dos vetores.

Um produto matriz-vetor é uma operacio de nivel 2, dadoq ue seu custo computacional é proporcional a n?, se a
matriz for quadrada de ordem n.

De forma andloga, um produto matriz-matriz é uma operacdo de nivel 3.
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BLAS NS
Y

UNICAMP

Basic Linear Algebra Subprograms — BLAS ttp://www.net1iv.org/b1as1 — € um pacote de
rotinas que implementa, de forma eficiente e portavel, operacdes basicas com vetores e

matrizes.

A BLAS é a base para o desenvolvimento de algoritmos e programas de alto nivel em
Algebra Linear.
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Implementa¢cdes da BLAS podem ser fornecidas pelos desenvolvedores de processadores. Essas implementacdes s3o
otimizadas para a arquitetura do processador, de modo a ser o mais eficiente possivel.

O projeto ATLAS, por exemplo, testa diversos pardmetros que podem ser ajustados na BLAS, de modo a escolher
heuristicamente qual a melhor configuragdo para um computador particular.

Algoritmos construidos tendo a BLAS como base, beneficiam-se desses ajustes.

Alguns softwares que dependem da BLAS: LAPACK, Matlab, Octave, R, NumPy, SciPy, etc. No Debian, 282 pacotes
dependem explicitamente da BLAS, 312 dependem da NumPy, 288 dependem da LAPACK, por exemplo.
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Produto escalar g\"fg

¥
UNICAMP
xTy R"xR" - R
> s 0
> s 0
_ » m < mod(n,>b)
» Parai=1:n
> s s+ Xy » Parai=1:m
> s < s+ Xy
n
» Parai=m+1:5:n
Custo: 22 =2n=0(n) +
P > s s+ Xy + Xip1Yip1 + Xig2Yig2 +
Xi4+3Yi+3 + XitaYiva

A versdo implementada na BLAS acumula mais parcelas por cada iteragdo do loop para que o overhead gerado pelas
instrucdes de controle do loop seja proporcionalmente menor.
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saxpy N

UNICAMP

ax+y:RxR"xR" — R"
> s+ 0

» m < mod(n,4)
» Parai=1:n

PyiEyi—kaxi » Parai=1:m
> yi e yitox;

» Parai=m+1:4:n
> yi <y toax
P Yit1 < Yir1 +axiqr
> Yito & Yiro + Xt
> Viy3 < Yir3 + aXit3

Custo: 22 =2n=0(n)
i=1

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Produto matriz-vetor g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\'.
1 3 5| |4 40
0 2 7| |2| = |46
1 9 1| |6 60

Algoritmo orientado a linhas:

» Parai=1:m

» b, < alx (produto escalar) Custo computacional: 2nm

A a; representa a i-ésima linha de A
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Repareq que este algoritmo realiza m(2n — 1) = O(mn) opera¢des de ponto flutuante.
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Produto matriz-vetor g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\'.
1 3 5| |4 1 3 5 40
0 2 7|12 =4|0]+2|2|+6]|7] = |46
1 9 1| |6 1 9 1 60

Algoritmo orientado a colunas:

> b+ 0

» Parai=1:n
» b+ x;ai+b (saxpy) Custo computacional: 2nm

A a; representa a i-ésima coluna de A
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Assim como o algoritmo anterior. este algoritmo também realiza m(2n — 1) = O(mn) operacdes de ponto flutuante,
apenas trocando a ordem com a qual elas s3o realizadas.
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Qual algoritmo escolher? g\"fg

g
UNICAMP
1 35
A=10 2 7
1 91
Em Fortan, A é armazenada na memdéria como (use a versdo saxpy)
1013295671
Em C, A é armazenada na meméria como (use a versdo produto interno)

135027191
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Se os dois algoritmos consomem o mesmo nimero de operagdes, qual dos dois escolher? Ha diferenga?

O tempo de execucdo de um algoritmo n3o relaciona-se apenas com nimero de operacdes de ponto flutuante
executadas, mas também com a movimentac¢do de dados entre a meméria principal do computador e a meméria do
processador, onde as contas s3o de fato executadas.

Algoritmos que acessam a memoria sequencialmente sdo mais economicos do ponto de vista de carregamento de
dados para a meméria do processador.
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N3o custa conferir... g\"fg

UNICAMP

Produto matriz-vetor

10° ¢
B g
= 10% £
o E
28 r
3 10% ¢
(O] o
z>1<) C
o 102 E acesso nao sequencial s/lo ——
© F acesso sequencial sfo ——
S 101 B acesso nao sequencial c/o ——
S acesso sequencial c/o ——
& ;

100 ] ] 1 ] ]

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000

Ordem da matriz
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Neste teste rodamos um programa que computa o produto matriz vetor por dois algoritmos diferentes, um deles que
acessa os elementos da matriz de forma sequencial na memoria e outro que os acesso de forma n3o sequencial. Os
tempos de execuc3do, em milissegundos, foram registrados em fun¢do da ordem da matriz, que variou entre 1.000 e
60.000. Além disso, o mesmo experimento foi repetido usando-se flags de otimiza¢do do compilador.

Repare que a versdo com acesso sequencial sempre foi mais rapida que a versdo sem acesso sequencial. Além disso,
permitir que o compilador otimize o cdédigo também ajuda bastante no tempo de execu¢do. O que serd que o
compilador faz com um cdédigo tdo simples, que consegue melhora-lo?
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Produto matriz-matriz g\"fg

1 —— '(‘.\'.
UNICAMP
| | | | |
AX=A|x1 x - Xp| = |Ax1 Axp --- Ax,| =B

» Produto matriz-matriz € uma sequéncia de produtos matriz-vetor
» Ambos os algoritmos para produto matriz-vetor podem ser usados

» Custo computacional 2mnp

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Particionamento em blocos g\"fg
1 —— '(‘.\'.

UNICAMP

1 0|2 02 0 0] 4 2
3 101 117 3|=]1]14 4
4 3|/1]]0f1 1 3130 10
1 0] [o 2 0 1 0] [2 0 2 4 2
’_3 1]1+10_H '_3 1”73+1[1 1]:[14 4]
> [4 3] (1) 11.0-3 >[4 3] [3 g +1[1 1]:[30 10]
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Particionamento em blocos g\"fg
¥

UNICAMP

AX:[AH A12][X11|X12]:[B11 812]:8

Ao1 | A2 Xo1 | X2 B | Bz
([ Apn X1+ ApXor = Bn
) AnXio +AXn = B

A1 X11 + AnXo1 = Bx
A1 X12 + AnXono = B

A O particionamento deve ser feito para que as dimensdes facam sentido nas operacdes de produto

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Norma &"’A

UNICAMP

Sejam V um espaco vetorial, x,y € V, arbitrarios, e a € R.

Se f é uma funcdo f : V — R satisfazendo

> f(x+y) < f(x)+f(y) (desigualdade triangular)

entdo f dita uma norma para V e denotada por || - |.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Normas em R” NN
"
Se x = (x1, X2, . . . ,x,,)T € R", algumas normas sdo UNICAMP

» Norma Euclidiana:  ||x|]2 = \/X12 +x3 4 -+ + X2

» Norma 1: x|l = |[xa| + [xe| + -+ + | X

» Norma p: x|, = (Ix1|P + |x2|P + - -- p\(1/pP)
: p= (alP + [xelP + - + |xn]P)

» Norma infinito: 1x]l0e = max{|x1], |x2|, ..., [xn|}

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Il < 1 N
a¥

UNICAMP

v
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Desigualdade de Cauchy-Schwartz &"’A

Y

Teorema

Para quaisquer x, y € R”,
x Tyl < lIxll2 llyl2

Para u = x + ty, ||u|l2 > 0, para todo t € R, isto é,
lulp =) i+t =D P +2t > xiyi+ > y7 = |3 +2t(xTy) + £lyl3 = p(t)
i=1 i=1 i=1 i=1

Como o polindmio p é sempre positivo, ele ndo pode ter duas raizes distintas. Logo, seu discriminante
é menor ou igual a zero, ou seja,

2
[2(x"y)]” = 4lIx|iZ llyllz < 0

Tomando a raiz quadrada acima, chegamos no resultado.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Normas matriciais g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP
Sendo R™*" um espaco vetorial, também é possivel definir normas para o conjunto das
matrizes.
Se || - || ¢ uma norma vetorial, podemos definir uma norma matricial, induzida pela

norma vetorial, por

5
= sup
x#£0 HX||

1Al

A A
Propriedade: IAv]] gsupM — | = [|Av] < ||A] - ||v]
vl = xz0 [Ix]|

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Normas matriciais g\"fg
¥

UNICAMP

> [JAllF = /> > lagl? (norma de Frobenius)
» ||A]l1 = max; ||aj||1, onde a; sdo as colunas de A

» ||A|loo = max; ||aj||1, onde a; sdo as linhas de A

> ||All2 = v/\, onde A é o maior autovalor em de AT A

IAIlF =v82, |Ali=12, ||Allsc =09, |All2=8.6834

>

|
_ O
b~ W
N O1

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Matrizes ortogonais g\"fg
¥

UNICAMP

Uma matriz quadrada Q é dita ortogonal se
RTQ=1
> QT =1
» As colunas de @ ortonormais entre si

» As colunas de Q formam um base ortonormal para R”

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Propriedades AW

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Se @ é uma matriz ortogonal, entao

» |det @ =1 (exercicio)
> (Qx, Q) =xTQTQy =x"Ty = (x,y)

> [ @x]l2 = [Ix]l2

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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O problema &"’A
Y

UNICAMP

Queremos resolver
Ax = b, AcR™" pbeR"

Este problema é simples se A for

» |, a matriz identidade
» D, uma matriz diagonal

» T, uma matriz triangular

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti

O principal problema de Algebra Linear é a resolucdo de sistemas lineares. Esse problema é simples quando a matriz
de coeficientes tem alguma estrutura especifica.
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Sistema triangular g\"ig

| '(‘.\'.
a1 X1 — bl UNICAMP
a1 x1 + axnxp = b
a1 x1 + axpxe + a3x3 = b3
ag X1 + asxy + ax3 + amuxs = by
x1 = (b1)/a11
xp = (by — a21 x1)/ a2
x3 = (b3 — a31 x1 — a32 x2)/a33
xg = (bs — as1 X1 — a2 X2 — 243 X3)/ asa

k—1 _

= T2 AN,

k — ) =LlL4...,n
Akk

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Sistema triangular por blocos g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\'.
Gx=0b
x| 0 0 0 x1 g1 | 0 x1 by
x| x 0 0 X2 | .
X |x x 0 x3 | | g G £ | | b
X | X X X Xa
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Algoritmo orientado por colunas g\"fg
¥

UNICAMP

x1 = bi/gu
Gx =b—xg
» Paraj=1:n
» Se gjj =0, a matriz é singular. FIM.
> Xj < bj/gj
» Parai=j+1:n (saxpy: Be—xjg—l—i))

> bi < bi — xgj

& & n(n—1)
Custo: 1+2(n—j)=(1+2n)n—-2 i=(14+2mn—2—-"_ " — p?
j; (n—j)=( ) J_z::lf ( ) 5

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Decomposicao de Cholesky S"’A
a¥Y

UNICAMP

Dado A, n x n, se A for
> simétrica (AT = A)

» definida positiva (x” Ax > 0, para todo x # 0)

entdo existe G triangular inferior, com diagonal positiva, tal que

A=GGT

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Exemplo AW

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\'.
4 6 2 2 00 2 3 1
6 10 2| =3 10 01 -1
2 2 18 1 -1 4 0 0 4

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti



www.ime.unicamp.br/~biloti

Onde surgem A

¥
UNICAMP
AplicacGes em que surgem matrizes simétricas e definidas positivas
» DiscretizacGes da equacdo de Laplace  » Problemas de otimizacao
» Problemas em engenharia » Problemas de quadrados minimos

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Decomposicao de Cholesky em blocos &"’A
Y

UNICAMP

Teorema

Se A é s.d.p. e G é o fator de Cholesky A, entdo Aésd.p. e G éo fator de Cholesky
de A.

Que A é simétrica e G é triangular inferior é verificavel simplesmente pela definicdo dessas matrizes. Se
X # 0, entdo

$TAx = [T 0] A m > 0,

visto que A é s.d.p. Logo A é s.d.p. Como o fator de Cholesky é (inico, este s6 pode ser G.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Decomposicao de Cholesky em blocos &"’A
Y

UNICAMP

Logo

A=GGT Conhecido G, fator de Cholesky de A,

a= Cg calcule g, resolvendo Gg =a

a=g"g+~° definay=+\a—gTg

A Comoy=+/a—gTg seraquea—g’'g>0?

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Decomposicao de Cholesky em blocos AW

¥
B Al a B (A5|0 CAJT|g B T
A‘(a a>‘<gw><ow>‘GG

Como A é s.d.p., para qualquer x # 0, x” Ax > 0, tomando x = [)“(T 1], temos

0<xTAx =XTA% +2ukTa+ ap?
—TGG s+ 2u$<T(A5g+ ap?
=g'g—2g"g+a=—g'g+a

Para @Tf(:—ge,uzl.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Exemplo &"’A
Y

UNICAMP

N N N N T
Ala| G|O GT|g A=GG
a' |« gT‘fy OT‘fy a= Gg
a=g'g+y’
4 6 2 X X X X
6 10 2 | =| x Xx X X
2 2 18 X X X X

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Exemplo &"’A
Y

UNICAMP

n R A N T
Ala]| | G |0 GT|g A=GG
a' |« gT‘fy OT‘fy a= Gg
a=g'g+9°
4 6 2 2 2 3 x 4=2-2
6 10 2| = 3 1 1 x 6=2-g=>g=3
2 2 18 X X X X 10=3-3+7"=~=1

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Exemplo AW

¥
. . . N AT
Ala]l [ G|o][6T g A=GG
a' |« gT‘fy OT"y a= Gg
a=g'g+7°
4 6] [2 2 3
4 6 2 2 2 3 1 6 10| |3 1 1
6 10 2| =1]3 1 1 -1 5 5 1
2 2 18 1 -1 4 4 [2]:[3 Jg:g:l 1]
18=g'g+7 ==
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Algoritmo &"’A

A= 4
Seja A uma matriz de ordem n simétrica. U::iw
» Se A(1,1) <0, ndo ha decomposi¢cdo de Cholesky. FIM
> G(1,1) + VA(L,1) 1
» Parai=2:n
» Resolva G(1:i—1,1:i—1)g=A(1:i—1,i) (i —1)?
> G(i,1:i—1)«gT
> s« A(i,i)—g'g 2(i—1)
> Se s <0, ndo ha decomposicdo de Cholesky. FIM
> G(i,i)=+/s 1
n ) n—1 ) n3 )
Custo: 1+ i—1)*+2(i—-1)+1= i“+0()=—=+0(n
;( )*+2(i—1) ; () == +0(n)

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Exercicio &‘"’A

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Encontre a decomposicao de Cholesky de

16 —4 8
—4 2 -1
8 -1 14

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Decomposicao de Cholesky S"’A
a¥Y

UNICAMP

Com o visto até agora, construimos um algoritmo e demonstramos construtivamente o
seguinte resultado

Teorema

Seja A uma matriz de ordem n, simétrica e definida positiva. Entdo existe uma Unica
matriz G, de ordem n, triangular inferior com diagonal positiva tal que

A=GGT

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Resolucao de sistema linear g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Se A é s.d.p. e G é seu fator de Cholesky, entdo

Ax =b <— GG'x=b <+ {

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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o
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UNICAMP

Tudo ou nada

J4 vimos que o custo computacional da resolucio de um sistema linear é O(n3).

E se n3o houver recursos suficientes? Por exemplo, se n3o tiver...

> tempo,
» espaco,
» dinheiro?

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Tudo ou nada &‘"’A
Y

UNICAMP

Métodos diretos

Caso seja possivel arcar com o custo total de um método direto, como eliminacdo do
Gauss, decomposicdo LU ou Cholesky, ao final de um nimero finito de passo, a solucao
é conhecida, a menos de erros numéricos.

Métodos iterativos

Métodos iterativos obtém aproximacgdes sucessivas da solucao, cuja qualidade é
proporcional a disponibilidade de recursos.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti



www.ime.unicamp.br/~biloti

Modelo de método de iterativo &"’A
Y

UNICAMP

» Seja xg uma aproximacao inicial
> xx11 = ¢(xk), para k=0,1,2,...

Func3o de iteracdo e condicao de ponto fixo

Se x* é uma solucdo do problema, ¢ deve ter a propriedade de que

x* = §(x")

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti

Um método iterativo é dito de passo simples se para computar o iterando x,t; € utilizada informagdo apenas da
iteracdo k. De forma geral, todo método iterativo de passo simples pode ser representado por meio de uma fungio
¢, dita funcdo de iteragdo, que especifica como, a partir das informag¢des do passo k, obter o novo iterando xy1.

Um exemplo de método iterativo de passo simples é o método de Newton. A funcio de iteracdo do método de
Newton é
f(x)

P(x) =x — f’(x)'

Observe que se x™ for a solucdo procurada, ent3o para que o método iterativo tenha chance de encontra-la é
necessario que ¢(x*) = x*. Isso significa que, se em algum momento um dos iterandos do método for de fato a
solu¢do do problema, todos os iterandos seguintes permanecerdo sendo x*.

Essa condigdo por si sé n3o é suficiente, mas sim necessaria. Tal condi¢do recebe o nome de condigdo de ponto
fixo.
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Funcao de iteracao g\"fg
| '(‘.\'.

P

Splitting

Escrever A como M + N é dito um splitting.

Se x* é solucilode Ax =be A= M-+ N, entdo

Ax* = (M + N)x* = b
Mx* = —Nx*+ b
x* = —M"INx* + M~1b

Proposta:
¢(x) = Bx + c, B=-M71N c=M"1b
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Para construir um método iterativo para aproximar a resolugio do sistema linear Ax = b, é necessario ent3o criar
uma fung3o de iteragdo ¢. Como jé vimos que a ¢(x*) = x*, uma proposta de fungdo ¢ que cumpre essa condig3o

7

e
6(x) = Bx +c,

onde B é construida a partir de algum splitting de A. Variando a forma com A é repartida na soma M + N, teremos
diferentes fun¢des de iteracio.

B é dita a matriz de iteracdo do método.
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Método de iterativo estacionario g\"fg

¥
UNICAMP
#(x) = Bx + ¢, x* = ¢(x™)
» Seja xg uma aproximacao inicial
» xx11 = ¢(xk) = Bxx + ¢, para k =10,1,2,...
Este método é convergente?

Apenas o fato de ter construido uma fun¢do ¢ que satisfaz a condi¢cdo de ponto fixo, ndo garante que um método
iterativo a partir dessa fungdo serd bem sucedido.

Devemos entdo nos perguntar sob quais condicGes os iterandos gerados por esse método convergem para a solugcao
do problema, ou seja, para x*, solu¢do do sistema linear.
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Convergéncia g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

O método é convergente se x, — x*, ou seja, se

lewll = lixie = x*[| =0

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti

Dizer que x; converge para x* é dizer que o vetor diferenca converge para o vetor nulo, o que pode ser medido pela
norma do vetor.
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Convergéncia g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

O método é convergente se x, — x*, ou seja, se
lex]] = llxi = x| =0

Como o erro varia em um passo do método?

e = Xk — X"

= ¢(xk—1) — d(x")
= (Bxk_1+c) — (Bx* 4+ ¢)
= B(Xk_l — X*) = Bek_l
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Ja definimos que para que um método seja convergente, o erro deve ir zero. Veja entdo como escrever o erro no
passo (k) em fun¢do do erro no passo (k — 1).

Observe que e, = Bey_1.
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Convergéncia g\"fg

ex = Bex_1
=B (Bek_Q)
— B?(Bex_3)
= Bkeo

e =Be = el < [IBII* el
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Se ao avancar um passo o vetor erro é multiplicado por B, é facil perceber que, partindo do erro no iterando original,
€0, O erro no passo (k) sera e, = BXey.

E necessario agora saber duas propriedades de normas de matrizes:
1. ||AB|| < [|A]llIB]
2. [|Ax]| < [lA[l1Ix]l

Com essas propriedades, mostre que ||B¥ep|| < ||BJ|*|leo]l-

Logo, para que o erro va a zero, basta pedir que ||B| < 1.
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Modelo de método iterativo S"’A
Y

UNICAMP

» Seja xg uma aproximacao inicial qualquer
> xp11 = ¢(xk), para k=0,1,2,...
com ¢(x) = Bx + ¢, tal que x* = ¢(x*)

IBl| <1 = xx—x"
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Assim chegamos a forma geral de método iterativo de passo simples para a resolu¢do de sistema linear.

Uma pergunta recorrente é se || B|| precisa ser menor que 1 em todas as normas. A resposta é n3o. Se B tiver norma
menor que 1, para alguma norma especifica, isto serd suficiente para garantir a convergéncia do método iterativo,
naquela norma. Porém, se um método iterativo para sistema linear convergir em um determinada norma, o método
serd convergente em qualquer outra norma. Logo, basta demonstrar a convergéncia com alguma norma.

Por outro lado, caso B tenha alguma norma maior que 1 ainda ha esperanca de que o método produza uma sequéncia
convergente, pois é possivel que em outra norma a condi¢cdo de convergéncia se cumpra.



www.ime.unicamp.br/~biloti

Splittings AW

| '(‘.\'.
UNICAMP
X X X X
X X X X
A=
X X X X
X X X X
(>< \ X X X
X X X X
A= + +
X X X X
X X X \ X
A=L+D+U
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Outra maneira de separar a matriz A em somas e considerando suas porcdes diagonal e triangulares inferior e superior.
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Método de Jacobi &‘"’A
a¥Y

UNICAMP

Escrevendo A=D+ (L+ U) =D+ (A—- D),

Ax* = b
(D+A—-D)x*=b
Dx* = (D — A)x* + b
x* = D7D — A)x* + D71b = ¢(x*)

Funcao de lteracao

¢(x)=Byx+c, B;=DYD-A), c=D"'b
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O método de Jacobi é construido resolvendo-se um sistema diagonal.
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Exemplo AW

| '(‘.\'.
17 —06) _( 20
07 15 )7\ —o1
s (17 - 06\ (000 0.35
J 1.5 —0.7 — | 0.47 0.00

1Bsllx = [[Bslloc = 0.47
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Observe que a matriz de iteracdo do método de Jacobi tem norma menor que 1, enquanto que ja haviamos visto
que para este mesmo sistema linear, a matriz de iteracdo do método de Richardson tinham norma maior que 1.
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Convergéncia S"’A

UNICAMP
1
ay 0 an a3 A1n
-1
dx a1 0 a3 --- ap
B, =— as3 a1 axx O asn
a;nl dnl dn2 dn3 " 0
0 aip/ain  aiz/an ain/ a1
a1/ ax 0 ax3/ax -+ ap/ax
B, = — | as1/as3  as/as3 0 asn/a33
anl/ann an2/ann an3/ann T 0
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De forma geral, observando a matriz de iteracdo do método de Jacobi é possivel vislumbrar um critério de convergéncia
baseado diretamente nas entradas da matriz A original.
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Critério das linhas g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Para que ||By||loo < 1, basta que

_anl+ - lagonyl +laigeyl + -+ ain] _

161l = 1,

|ai]

parai=1,2,...,n, ou seja

n
|ail > |aik]
1

k=
ki
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O critério das linhas garante que o método de Jacobi serd convergente se os elementos da diagonal da matriz
dominarem os restantes dos elementos das linhas, ou seja, se em cada linha o elemento da diagonal em médulo foi
maior que a soma dos elementos fora da diagonal, todos em médulo.

Matrizes com essa propriedade s3o ditas matrizes diagonalmente dominantes por linhas.
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Exemplo

o
Y

UNICAMP

5 2 -1

6 -3 1

-1 2 7
5 2 -1
2 -3 7
-1 2 0
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feita antes.

A primeira matriz satisfaz o critério das linhas, vistoque 4 >2+1,3>0+4+1,e 6 > 2+ 2. Logo, seguramente o
método de Jacobi aplicado a um sistema linear com esta matriz de coeficientes produzird uma sequéncia convergente.

A segunda matriz n3o satisfaz o critério das linhas, visto que na segunda linha 3 < 6 + 1.
A terceira matriz também n3o satisfaz o critério das linhas, dado que tanto a segunda como a terceira linhas violam

a condi¢do necessaria (3 <2+7 e 0 < 2+1). Entretanto, permuntando a segunda e a terceira linhas, a nova matriz
sim satisfaz o critério das linhas. Portanto, é possivel aplicar o método de Jacobi, desde que esta permutac3o seja
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Método de Gauss—Seidel &‘"’A
a¥Y

UNICAMP

Escrevendo A= (L+ D) + U,

Ax* = b
(L+D+U)x"=b
(L+ D)x* = —Ux* +b
x* = —(L+ D) 'Ux* + (L4 D) 'b = ¢(x*)

Funcao de lteracao

¢(x) = Bgsx + c, Bes=—(L+D)"'U, c=(L+D)!b
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O método de Gauss—Seidel é construido resolvendo-se um sistema triangular inferior.

Também é possivel obter um critério de convergéncia especifico para o método de Gauss—Seidel, assim como foi
feito para o método de Jacobi. Entretanto, a algebra envolvida é mais tediosa e, portanto ndo o faremos aqui. A
saber, se o método de Jacobi for convergente, o método de Gauss—Seidel também o serd. Logo o critério das linhas
também pode ser adotado aqui.
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Gauss—Seidel em um exemplo g\"ig

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\'.
3 _1 1 _1 UNICAMP
1 2 2 |x=| 11
3 -2 5 13
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lteracdo de Gauss—Seidel x SOR &"’A
Y

Para i = 1, 2, e, N UNICAMP

i—1 n
Z a,-j )<j(k+1) + aji Xi(k+1) + Z a,-j XJ(k) = b,'

Parai=1,2,...,n:

i—1 n

L kL) e (B
S oV bt 30 a9 =
j=1 j=i+1

1 1

I O L Co S S ) R ()A( _ x.(k))
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SOR A
Y

UNICAMP

Método das Sobre Relaxa¢des Sucessivas (SOR)

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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SOR em um exemplo A

¥
3 _1 1 _1 UNICAMP
1 2 2 |x=| 11
3 =25 13
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lteracdo de SOR g\"fg
¥
Para i = 1, 2, e, N UNICAMP

i—1 n
(kL) e (k)
Zauxj + aji X + Z ajj X; = b;

Xl_(k+1) — X;(k) Tw ()A( _ X_(k))

)

Lxgy1 + DX+ Uxg = b

Dx = b — Lxyy1 — Uxx

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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SOR A
Y

UNICAMP

Xer1 =Xk tw (X —xx), DX =b— Lxeyr1 — Uxk

Dxy11 = Dxx + w (b — Lxg11 — Uxx — Dxg)
(D + wl)xxy1 = (1 — w)Dx — wUx, + wb

Xkr1 = (D +wl) ™ [(1 —w)D — wU]xx + w(D+wl) b

= BsorXk + Csor

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Convergéncia do SOR &‘"’A
Y

UNICAMP

Teorema

Para que a iteragdo de SOR seja convergente é necessario que w € (0,2).

Como Bsor = (D + wlL) ' [(1 — w)D — wU], se \; é autovalor de Bsor entdo

ﬁA,- =det (D +wl) ™) det ((1 —w)D —wU) =det (D7) (1 — w)"det(D) = (1 — w)"

i=1

(1-w)"=[[ A <max|xi|" = p(Bsor)" = p(Bsor) > | — 1]
i=1

Para que haja convergéncia, p (Bsor) < 1. Portanto é necessario que |w — 1] < 1.
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Demonstramos o teorema que garante convergéncia de métodos iterativos estaciondrios para sistemas lineares desde
que alguma norma da matriz de iteracdo seja menor que 1.

Ha um resultado mais forte que diz que ha convergéncia se e somente se o raio espectral (maior autovalor em médulo)
da matriz de iteracdo for menor que 1. Mostrar que ter raio espectral menor que 1 é uma condigdo necessaria a
convergéncia é simples. Por outro lado, a demonstracdo de que esta condi¢do é suficiente é mais elaborada e foge
ao escopo deste curso. A demonstracdo desse resultado pode ser vista na pagina 290 de J.W.Demmel, Applied
Numerical Linear Algebra, SIAM, 1996.
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Equacao de Poisson em 2D S"’A
Y

UNICAMP

Au=f(x,y) — Ax=b, AcR¥?®x¥>

Critério de parada: [|xes+1 — Xk[|oo < 1073

w k |IAx — bl|oo
04 | 227 | 8.0-10"°
06 | 197 | 46-1073
08| 161 | 3.0-1073
1.0 | 129 | 2.0-10 % <« Gauss—Seidel
1.2 100 | 13-10°°
1.4 | 74| 86-107*
16 | 50| 5.2-107*
18| 26| 1.1-10°°
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O operador Laplaciano é dado por
0?u  0%u

Au=—+ —.
1T o +8y2

Quando a fungdo f é identicamente nula, a equac3o de Poisson é dita Equacdo de Laplace.

Este operador é definido negativo. Para aplicar SOR, discretizamos por diferencas finitas a equa¢do —Au = —f(x, y).
Com isto, obteremos um sistema linear cuja matriz é definida positiva.

Note que as incégnitas sdo os valores de u(x,y) nos pontos internos da malha de diferencgas finitas. Portanto, se
a malha tiver 15 X 15 pontos internos, teremos 225 incégnitas (nos pontos de borda da malha, usamos alguma
condi¢do de fronteira fornecida).
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SOR e matrizes s.p.d. &‘"’A
a¥Y

UNICAMP

Teorema

Se A é uma matriz s.d.p. entdo o método SOR é convergente se e somente se
O<w<?2

Corolario

Se A é uma matriz s.d.p. entdo o método Gauss—Seidel é convergente.
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Outra abordagem &‘"’A
Y

UNICAMP

Construir método iterativos partindo de um splitting ndo é o tnico caminho.
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Métodos estacionarios X nao estacionarios A
Y

UNICAMP

» Métodos estacionarios: hd uma matriz de iteracdo fixa
Jacobi, Gauss-Seidel, SOR

» Métodos ndo estacionarios: ndo had uma matriz de iteracao

Gradiente ou Maxima descida, Gradientes conjugados, GMRES

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Quadratica g\"fg

¥
UNICAMP
Se A é uma matriz simétrica e definida positiva e g : R” — R é dada por
1 T
q(x) = =x"Ax — x"'b,
2
entao
Vq(x) = Ax — b.
Logo, x., minimizador de g, é solucao do sistema linear Ax = b.
Notacdo: r = b — Ax é dito o residuo do sistema linear.

Exercicio: verifique que, de fato, Vqg(x) = Ax — b.
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Direcao do gradiente S"’A
Y

UNICAMP

Do Célculo sabemos que o Vg(x) aponta para dire¢cdo de maior crescimento de q.
Logo, g reduz na direcdo oposta ao gradiente.

Se xx € uma aproximacao para o minimo de g, vamos definir a aproximacao seguinte

como
Xk+1 = Xk + Srk,

onde o escalar s é escolhido para que g(xx11) seja 0 menor possivel.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Minimizando g na direcao ry g\"fg
¥

UNICAMP

1
f(s) = q(xk + srx) = E(Xk +sr) TAGxk + sr) — (x4 sre) T b
1
=5 (kaAxk + 2sr,] Axi + s2rkTArk) —xlb—srlb

Logo,

f'(s) = r] Axx +s (rkTArk) —rlb=rl(Axc—b)+s (rkTArk) =—rlr+s (FkTAFk)

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Método do gradiente g\"fg
Y

UNICAMP

Sejam A uma matriz s.d.p. e b € R". Sejam xp uma aproximacdo inicial para a
solucdo de Ax = b, N € N e ¢ > 0, dados.

> k<« 0

> b A Custo:
n < b— AXp
» 2 produtos escalares

» Enquanto rkTrk >ee k <N, faca » 2 produto matriz-vetor
> 5= (7 r)/ (] An) > 1 saxpy
> Xiy1 & X+ S 1k Total: O(n?)
» ry1=b— Axk

v

k< k+1

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Exemplo 1 AW

¥
2
1.04 0.10 1.14 1
X =
0.10 1.26 1.36 o
0
x, = (1,1)7
1
A ={1.0,1.3}
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Exemplo 2 AW

Y
12
200 —250 | | —0.50 8
—250 625 | | 3.75 o
4
x, = (1,1)7
0
A = {0.6,3.6}
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Propriedades &"’A

UNICAMP

» Computacionalmente barato
» S6 depende de saber computar Ax
» Pode ser bem lento

» Velocidade depende da relacdo entre os autovalores de A

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Teorema de Schur &‘"’A
Y

UNICAMP

Teorema
Se A € C™", entdo existem U € C"*", unitaria, e T € C"*", triangular superior, tais
que

U'AU=T.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Teorema de Schur: demonstragdo (1) A

Y
A prova é feita por inducao em n. uNICAMP
() Paran=1,a=1-a-1.
(I1) Suponha que o resultado vale para n = k — 1 (H.1.)

Seja (A, v) um autopar de A, com ||v||2 = 1. Seja Uy = [v W] € C"*" uma matriz
cujas colunas formam uma base ortonormal de C”.

Definindo A; = U7 AUy, entdo

v]® VAV VAW A VAW
A= [W] A[V W] = [W*Av W*AW] - [o W*AW]

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Teorema de Schur: demonstracgdo (2) A

¥
« A VAW
A]_ — U]_AU]_ — [0 W*AW]

Como A, = W*AW é de ordem k — 1, pela H.I., existem Ue T tais que

U A0=T.
Definindo U, = 10 temos que
2= 1o 0O -
T T 0 {A VAW [T O A e
U AU = U;(UfAUL) U, = !O U*] [O Ay ] !O U] = [0 ?_] =T

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Matrizes simétricas: propriedade | g\"&
¥

UNICAMP

Teorema

Se A= AT € R"™" ent3o os autovalores A s3o reais.

Lembre que:
» (u,v)=u"v

» (qu,v) =au*v = a(u,v)

Se v é autovetor de A associado ao autovalor A, entdo

v, v) = (Av,v) = (v, Av) = (v, v).

Logo A = )\, e portanto A € R. > (u,av) = au*v = alu, v)

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Matrizes simétricas: propriedade Il g\"ig
Y

UNICAMP

Teorema

Se A= AT € R™" e )\ é autovalor de A, existe autovetor real associado.

7

Se v € C" é autovetor de A, entdo v também é, dado que

AV = Av = \v = \V.

Defina u = (v 4 v). Logo u € R".
Se u # 0, entdo u é autovetor real associado a \.

Se u =0, entdo v é puramente imaginario, e portanto /v é autovetor real associado a A.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Matrizes simétricas: propriedade Ill g\"ig
¥

UNICAMP

Teorema

Se A= AT € R™" e \; e \p sdo autovalores distintos de A, ent3o os autovetores
associados s3ao ortogonais.

Se v; e v» sdo os autovetores de A, ent3o

Ar{vi, v2) = (Mvi, vao) = (Avi, va) = (v1, Ava) = (vi, Aavz) = Aa(va, v2)
Como )\1 75 )\2, <V1, V2> = 0

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Matrizes simétricas: propriedade IV g\"ig
Y

UNICAMP

Teorema

Se A= AT € R"™7" é simples, ou seja, tem n autovalores distintos, ent3o ha uma base
ortonormal para R” formada por autovetores de A.

Se A é simples, hd n autovetores, associados aos n autovalores. Pelo teorema anterior, sdo todos
ortogonais entre si. Normalizando-os, temos uma base de autovetores ortonormais.
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Decomposicao espectral: demonstragao A
g

Teorema
Se A= AT € R™", entdo existe U € R"*", ortogonal, e A € R"*", diagonal, tais que

A= UANUT.

Pelo Teorema de Schur, existe U e T tais que
U'AU=T

Como U é escolhida sempre tomando um autovetor de uma matriz simétrica, é sempre possive escolher
autovetores reais. Logo, temos

T=UTAU=UTAU)" =T".

Como T = T e T é triangular superior, temos que T deve ser diagonal.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Relembrando o método de Jacobi g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Xp1=D"HD—Ax+D71b

Como ndo podemos medir e, = x;, — x*, usamos o residuo, ry = b — Ax, como critério
para convergéncia.

Veja que
ry = b— AXk = Ax* — AXk = —Aek.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Reescalando e reescrevendo g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Considere que D = [ (se n3o for, basta reescalar A e b). Assim, B, = (I — A) e
rk =b—Axxk = b+ xx — Axxk — xxk = b+ Byxx — Xk = Xk+1 — Xk,

ou seja
Xk4+1 = Xk + rk.

Multiplicando por —A e somando b a ambos os lados, temos

rk41 = re — Ark = BJrk.
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Resumo AW

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Reescalando A por D1 temos

B,=1-A

ex = xx — X"

ne =b— Axx = —Aex
Xk+1 = Byxx + b = xx + rx

I’k_|_1 = BJrk = (/ — A)rk
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Espaco de Krylov g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Teorema

r« = pk(A)ro € span{ny, Ar, .. -,Akro},

onde px(z) = (1 — z)* é um polindmio de grau exatamente k. Além disso,

Xk — Xo € span{ry, Arg, ..., A"l = Ky

Exercicio: demonstre este resultado, por indugcdo em k.
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O espago K é dito o k-ésimo espaco de Krylov associado a A e ryp. Repare que o espago de Krylov de ordem k é
gerado por k vetores. Entretanto, ndo sabemos (ainda) se esses k vetores s3o linearemente independentes e portanto
ndo podemos (ainda) afirmar nada sobre a dimensdo do /Cy.
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Como melhorar Jacobi? g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

O k-ésimo iterando produzido pelo método de Jacobi pertence a Ky,

mas serd que este x, é a melhor aproximacao para a solucao do sistema linear em /C\?
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Métodos de Krylov &‘"’A
Y

UNICAMP

Queremos um método tal que na iteracdo k, x, minimize uma medida de erro sobre o
espaco afim
xo + K,

onde xp € aproximacao inicial e o espaco de Krylov ICy é

Kk = span {ro,Aro, e ,Ak_lro}
er=>b— Ax.
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Método de gradientes conjugados &"’A
Y

UNICAMP

» A, uma matriz simétrica e definida positiva
> ||x|la = VxTAx (norma A)

» O iterando x, minimiza

sobre o espaco afim xg + K.
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Propriedade de minimizagao S"’A
Y

UNICAMP

1

q(x) = EXTAX —x"h = Vg(x)=Ax—b

Se x* minimiza g(x) em R", entdo x* é solugdo de Ax = b.
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Propriedade de minimizagao &"’A

Seja S C R". Se xx minimiza g em S entdo xx também minimiza ||x* — x||a = ||| a-1.

Ix* = x[a = (x" = x)TA(x" = x)
= x"Ax — xTAx* — (x*)T Ax + (x*) T Ax*
= x"Ax — 2x"b + (x*)T Ax*

= 2q(x) + (x") T Ax"

Ix* = x||a = [A(x* = x)]T AT A(x® = x)] = [b— Ax]T A7 [b— Ax] = ||b — Ax|/5
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Consequéncia g\"fg
¥

UNICAMP

Se S = xp + Ky, entdo
|x* — xk||a < [|[x* — w||a, para todo w € xg + K.

Assim,

k—1 k—1
X' —w =X — (XO +3 CjAjfo) — (" —x0) = 3 A (x" —x0) = p(A) (X" — o),

Jj=0 Jj=0
onde
k—1
p(z) =1-— g ¢zt
Jj=0

Na identidade acima, usamos que

Ary = AJ(b — Axp) = Aj(Ax* — Axp) = Aj+1(x* —Xp).
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Consequéncia g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Se xx minimiza o erro em xp + Kk na norma || - ||4, entdo

X*—Xk A= min A X*—Xo As
" =xilla = min  [lp(A)(x" — o)

onde Py é o conjunto dos polinémios de grau k.
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Poténcias de uma matriz g\"fg
¥

UNICAMP

Como A é uma matriz s.d.p., pelo teorema espectral,
A= UNUT.

Logo
A = (U/\UT) (U/\UT) (U/\UT> — UNUT.

Portanto,
p(A) = Up(N)U.

Definindo A2 = UAY/2UT entio

Ix]|3 = xTAx = xTUNY2AY2UT x = xTUNY2UT UNY2UT x = || AY2x])3.
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Propriedade de minimizacao A

UNICAMP

Ip(A)ulla = [|AY2p(A)ull2 < ||p(A) |21 AY2ull2 = || p(A)]|2]|ull a.
Com isso
* _ < * _ . /\
[x* = xklla < [|x XoHApepm;(‘O)zl [p(A)]l2

Como p(A) é diagonal com os autovalores de A, temos que

[p(A)l2 = e 1p(2)]-
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Para ver que ||p(A)|l2 = ||p(A)]|2, precisamos conhecer a propriedade de que a norma euclidiana n3o é alterada por
transformacgdes ortogonais. Se U é uma matriz ortogonal, entdo

2 T T,T 2
Ixll3 =x" x=x"U"Ux = ||Ux||5.

Sendo assim,
Ip(A)ll2 = 1Up(A)UT[|2 = [[p(N)||2-

Além disso, precisamos também saber que a norma 2 de uma matriz diagonal é o maior valor em médulo dos
elementos da diagonal da matriz. Fica como exercicio mostrar esse fato.
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Resultados AW
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UNICAMP

Teorema

Para A s.d.p. de ordem n, o método de Gradientes Conjugados encontra a solugdo do
sistema Ax = b em até n iteracdes.

Teorema

Se b é combinacdo linear de k autovetores de A, entdo o método de Gradientes
Conjugados partindo de xg = 0 encontra a solu¢ao do sistema linear em até k iteragdes.

Teorema

Se A tem k autovalores distintos, entdo o método de Gradientes Conjugados encontra
a solucao do sistema linear em até k iteracdes.
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Por conta desses resultados, podemos inclusive interpretar o método de Gradientes Conjugados como um método
direto, visto que apds uma quantidade determinadas de passos temos a solugdo exata do sistema.

Entretanto, para sistemas lineares de grande porte, aguardar n itera¢des pode ser proibitivo. Desta forma, é mais
usual entender o método de Gradientes conjugados como um método iterativo e pensar entdo em critérios de parada
que garantam uma aproximac¢3o aceitavel da solugdo.
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Mas como? AW
¥

UNICAMP

X, minimiza ||x* — x||a em xp + Kk

Apesar dos varios resultados, ainda nao sabemos como determinar xj.
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Direcao de busca g\"&
¥

UNICAMP

Tudo depende de conseguirmos de forma barata uma dire¢ao de busca dyx;1 # 0 tal que

Xk41 = Xk + Qpr1diy1-

Se d,_1 for conhecido, o escalar aj41 6timo é determinado, como no método do
+ +
gradiente, pela imposicao de que

-
A1k

do(xk + okr1dk+1) _
dkT+1Adk+1

da

0 = Opy1 =

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Residuos ortogonais g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Teorema

Seja A s.d.p. e sejam {x,} os iterandos de Gradientes Conjugados. Ent3o

rkTrJ-:O, para todo 0 < j < k.

Se xx minimiza ¢ em xo + K, entdo para qualquer y € K

do(xk + ty)

p” =Vo(x+ty) y=0

em t = 0. Como V¢(x) = Ax — b = —r, temos que
ng(xk)Ty = —rly =0, para todo y € Kx.

Como rj € Ky, se j < k, fica demonstrado o resultado.
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Corolario A

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Serad que o método de Gradientes Conjugados por estagnar (xx+1 = Xk)?

Se Xx1+1 = Xk, entdo rxy1 = rr. Com isso

Ikl = rd re = réyame =0,

por forca do teorema anterior. Se r, = 0, entdo x, = x*.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Direcdes A-conjugadas &‘"’A
Y

UNICAMP

Teorema

Sejam A s.d.p. e {xx} os iterados de Gradientes Conjugados. Se x;x # x*, entdo
Xk+1 = Xk + @k4+1dk11 € dk41 é determinado a menos de uma constante por

dxr1 € Kkr1 e dkTHAy = 0, para todo y € K.
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Direcoes A-conjugadas: demonstracao A

¥
Para todo y € Ky, como I C K1,
T
0=Vo(xs1) y = [Axk1 — b] ' y
-
= [A(xk + akr1diy1) — b] " y
T
= [Axc — b] " y + aks1d{ 1Ay
= Vo(x) Ty + cus1d 1Ay
= apq1d{ 1Ay
Ou seja di11 é A-ortogonal a KCx. Como xx11 € Kgi1, temos que dir1 € Ky1.

Definido o produto interno

temos que diy1 é ortogonal (neste produto interno) ao espaco calK,. Essa propriedade também é chamada de
A-conjugacio.



www.ime.unicamp.br/~biloti

Diregéo dk+1 &‘r,é
¥

UNICAMP

Sabemos que

> Kk = span{ro, n,..., rk—l}
» diy1 € Kiqa

» di1 é A-ortogonal a Ky

Ent3o
dk11 = rx + wg, para algum wy € Ky.
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Diregéo dk+1 &\"‘,A
¥

UNICAMP

Teorema

Seja A s.d.p. e suponha que rx # 0. Definindo dy = 0, entdo

dit+1 = rk + Bky1dk, para algum Bri1, k > 0.
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Algoritmo de Gradientes Conjugados A
¥
Dados A, nx n,sd.p, beR" xeR", e>0e K UNICAMP

> r«b—Ax, po=||rl3, k + 1
» Enquanto /pk—1 > €||b||2 e k < K, repita:
> Sek=1: d«r

caso contrario: 8 < px—1/pk—2 e d < r+ d Custo computacional:

> iz-
W Ad 1 produto matriz-vetor

» 2 produtos internos
Oz%pk_l/(dTW) P

> 3 sax
X < x + ad Py
r<r—aw
pr < |Irl3

k< k+1

vV v v v Vv Y

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Sistemas nao lineares NN

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Queremos agora resolver o sistema nao linear

f(x1,x2,...,xp) = 0
fo(x1,x2,...,xn) = 0
fo(x1,x0,..., %) = 0

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti

A extensdo do problema de encontrar uma solugdo de uma Unica equagdo real é procurar uma solugdo para um
sistema de equa¢des n3o lineares. As varidveis agora sdo xi, Xx2,...,xp. Para n3o confundir (ou ja confundindo),
o subindice j em Xx; indica a j-ésima varidvel e ndo mais a aproximagdo computada na j-ésima iteragdo. Para
(2)
X3

discriminar iteragdes, utilizaremos indices acima, por exemplo representa a aproximagdo para a variavel x3

computada na segunda iterag3o.

Cada fungdo f; que compde o sistema é uma fungdo escalar, ou seja, f; : R"” — R, que a cada
(X1, %2, ...y xn) = F(x1, %2, ..., %xn) €R.

Atencao: Na discussdo que se segue, vamos nos restringir a sistema com igual nimero de equag¢des e variaveis.
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Exemplo g"&

UNICAMP

|
o

(x = x0)* +(y —y0)* — 1
ax + by +c =0

v
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Neste exemplo, as incégnitas sdo x e y, e xg, Yo, @, b e ¢ sdo parametros supostamente conhecidos. A primeira
equacdo é n3o linear, representando um circulo, enquanto que a segunda equacdo é linear e descreve uma reta no
plano. Basta que uma das equag¢des seja n3o linear para que o sistema seja dito um sistema n3o linear.

Na configuracdo exemplificada na figura o sistema admite duas solugcdes, os pontos de interseccdo da reta com o
circulo. Caso a reta tangenciasse o circulo, haveria uma (nica solugdo. Ainda seria possivel um terceiro caso em que
a reta n3o cruzasse o circulo e neste caso o sistema seria sem soluc3o.
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Caracteristicas g\"&
| '(‘.\'.

UNICAMP

» Pode ter ou n3o solucao
» Pode ter uma, algumas ou infinitas solucdes

» N3o é tao simples localizar solucdes
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Pelo exemplo anterior vimos que um sistema n3o linear pode ou n3o ter solugdes. Quando o sistema tem solug3o, a
quantidade de solu¢des pode variar de uma dnica a infinitas, passando inclusive por uma quantidade finita (maior
que um). lIsso é diferente do que acontece com um sistema linear, por exemplo, onde ha apenas trés situagdes
possiveis: sem solugdo, solu¢do Gnica, ou infinitas solugdes.

Também é muito dificil localizar regides do dominio que seguramente contenham solugées. Como o sistema tem
varias equacdes, ndo é possivel avaliar o sinal de cada uma delas para decidir sobre a existéncia ou nao de solugdes.
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Sistemas nao lineares NN

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

Em notacdo vetorial,
x € R, X = (X1,X2,...,Xpn
F:R" = R" F(x) = (f(x),H(x),...,fx)T".

Queremos encontrar x* € R" tal que

Hipotese: F é diferenciavel

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti

A maneira de simplificar a notag3o e poder perceber as semelhancas e diferengas entre o problema unidimensional e
multidimensional, é reescrever um sistema n3o linear usando notacgao vetorial.

1-D n-D
x €R x € R"
f:R—>R F:R" - R"

Queremos x* tal que:
f(x*)=0 F(x*)=0
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Exemplo AW

| '(‘.\'.
UNICAMP

x12 —e 12 = 0

xixp +sinxy; = 0

Neste caso,
2 —X1 X
Xi —e
F(x) = 1

X1X2 + sin x1
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Neste caso, fi(x) = x? — e 2 e f(x) = x1x2 + sinx; s3o as componentes de F(x).
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Taylor = Newton g\"fg

¥
F(x +5) = F(x) + J(x)s + O(||s]|?)
J(x) é a matriz Jacobiana de F
VT A(x)
VT hHh(x
J0) = .( )
VT f(x)

Em 1-D:
f(x+s) = f(x)+ f'(x)s + (9(52), f'(x)s ~ f(x +s) — f(x)

Em n-D:
F(x 4 s) = F(x) + J(x)s + O(||s||?), Js ~ F(x +s) — F(x)
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Exemplo AW

| '(‘.\'.
UNICAMP
X12 — e %
F(x) =

X1X2 + sin x1

—X1X2 —X1X2

2x1 + x0e€ X1 €

X2 -+ COS X1 X1
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Observe as linhas da matriz Jacobiana s3o os gradientes das componentes de F.
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Método de Newton para sistemas g\"fg
¥

UNICAMP

F(x+s)=F(x)+ J(x)s + O(HSHz)
F(x+s) =~ F(x)+ J(x)s

Impondo que F(x) + J(x)s = 0, temos que

Nova aproximacao
x+s=x—J(x)F(x)

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti

O método de Newton para sistemas é construido de maneira analoga ao método de Newton para uma equagio
escalar, ou seja, considerando-se a aproximag¢ido de Taylor de primeira ordem apenas.

Em cada iteragdo, um sistema linear deve ser resolvido para descobrir s, denominado passo. Esse passo é entao
somado a aproximag3o atual para obter a nova aproximagao.
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Algoritmo &‘"’A
Y

UNICAMP

» Seja x(©) uma aproximacio razoavel de x*
» Para k=0,1,2,...
> Se J(x(K)) for ndo-singular, resolver J(x(K))s(k) = —F(x(K)

b (k1) (k) 4 (k)
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Repare a semelhanca entre esse algoritmo e o algoritmo para o método de Newton no caso de uma (inica equagao
escalar.



www.ime.unicamp.br/~biloti

Exemplo: ponto inicial QW
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UNICAMP
X12 — e % 2x1 + xpe 12 xjeT %2
F(x) = J(x) =
X1 X2 + sin x1 X2 + €0s X1 X1

Se x(0 = (2,1)7, entdo
3.8647 4.1353 0.2707

F(x©) = J(xO) =
2.9093 0.5839 2.0000

IF(x9)||0 = 3.8647
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Arbitrariamente foi escolhido como ponto inicial x(©) = (2,1)7. Nesse ponto, avaliar a fun¢do F e da matriz
Jacobiana J. Observe que a ||F(x(9))|| da uma medida de quio perto x(°) esta de satisfazer F(x) = 0.

Aqui usamos a norma infinito apenas por ser mais simples. Outras normas poderiam ser usadas também.
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Exemplo: primeira iteracao QW
. _______________________________________________________________________________________________________________________________________________|] '(‘.\'.

4.1353 0.2707 3.8647
S0 _ _
0.5839 2.0000 2.9093

s(O = (-0.8557,-1.2049) 7,  x() = x(© 4 5(0 = (1.1443, -0.2049)7

0.0453
F(xM) = ( s 6760 ) IF(x™)]|s0 = 0.6760
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Para progredir de x(© a x(1) ¢ necessario resolver o sistema linear que determina o passo s(9) Feito isso, obtemos a

nova aproximacao.

Repare que nesse novo ponto, o valor de |[F(x(D)|| < ||F(x(?)]], indicando que houve melhora em satisfazer o

sistema nao linear.
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Exemplo: segunda iteracao QW

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

2.0297 1.4466 0.0453
S - _
0.2088 1.1443 —0.6760
s = (0.4584,-0.6744)7,  x®@ = x4 () = (1.6026, —0.8793)"

—1.5239
F(X<2>>_( 04097) |F(x®) o0 = 1.5239

UNICAMP
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Estranhamente, nesta segunda iteracio parece que tivemos uma piora na aproximacio visto que ||F(x(?)|| >
IF (M)



www.ime.unicamp.br/~biloti

Exemplo: terceira iteracao g\"fg

—0.3930 6.5589 —1.5239
<@ _ _
—0.9111 1.6027 —0.4097

s@ = (0.0457,0.2296)7,  x® = x@ 1 5@ = (1.5569, —0.6497)7

—0.3256
F(x®) = S otis |F(x®))|0o = 0.3256
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Nesse exemplo, temos que

k| F()]

0 3.8647

1 0.6760

2 1.5239 < aumentou!
3 0.3256

Esse comportamento significa o qué? Da para confiar que a sequéncia estd convergindo? Pense em um exemplo
em uma dimens3o, isto é, um exemplo com uma lnica equagcdo n3o linear, onde esse mesmo comportamento é
observado.
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Exemplo: trajetéria g\"fg
Y

A UNICAMP
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Observe que neste exemplo, mesmo com o valor de fun¢do tendo aumentado, em todos os iterandos se aproximaram
gradativamente da solugcdo do sistema. De fato, a partir da terceira iteracdo é possivel perceber que os iterandos
devem estar dentro da regido de convergéncia quadratica do método de Newton.

kK FM))loo X5 = x*|loo
0 3.8647 1.6057

1 0.6760 0.5021

2 1.5239 0.2734
3
4
5

0.3256 0.0894 <— conv. quadratica
0.0210 0.0061
0.0001 0.0000
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Exemplo: trajetoria S"’A
Y

UNICAMP

=

0.5

X2
o

-0.5

X1
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Nesse grafico, as cores indicam o valor de ||F(x)||oo. Agora fica mais claro ver que de x(!) para x(?) realmente houve
um aumento no valor da norma infinito de F(x), apesar de x(?) estar mais préximo de x*.
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Critérios de parada g\"fg
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UNICAMP

> [[sU] < efls@
> | F(xMN)| < el F(x)]]

> [FM) < el F(<O)]| + e
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Os critérios de parada s3o totalmente analogos aos critérios utilizados no caso de uma tnica equag¢3do n3o linear.
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Algoritmo &‘"’A
Y

UNICAMP

> Seja x(9) uma aproximacio razoével de x*

» Enquanto ||F(x()|| > €¢||F(xD)| e k<K
> Se J(x(A) for nio-singular, resolver J(x(K)s(k) = —F(x(k))
b (k1) (k) 4 (k)

> k< k+1

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Subproblema — Sistema Linear A,

UNICAMP

J(X(k))s(k) — _/:(X(k))

» Meétodos diretos
» Meétodos iterativos

» Solucao exata

» Solugdo aproximada (Newton Inexato)

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti

No caso do método de Newton para sistemas n3o lineares surge a questdo de como resolver o sistema linear gerado
em cada iteracdo. Esse problema é denominado de subproblema.

Para o subproblema, tanto métodos diretos quanto iterativos podem ser utilizados, e no caso de métodos iterativos,
pode-se emprega-los até atingir convergéncia na solu¢do ou para em uma solugdo aproximada. Neste caso deve-se
apenas tomar o cuidado de exigir que a qualidade dessas solu¢es aproximadas aumentem a medida que progredimos
nas iteracées do método de Newton.
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Falha em convergéncia g\"fg
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f(x) = arctan(x)

-10 -5 0 5 10

5, —30.7, 1.4-103, —3.2-10° 1.6-10%3,...
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Apesar da diregdo de Newton estar correta, apontandao para x* = 0, o passo tomado ultrapassa em muito a posi¢cdo
do zero.
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Critério de Armijo &"’A
Y

UNICAMP

Como a direcdo de Newton é d = —f(x)/f’(x), um passo nessa direcdo produz

F(x + Ad) ~ f(x) + A (x)d = F(x) — M(x) = (1 — \)f(x)

O critério de Armijo exige que um decréscimo suficiente, ou seja, um A\ tal que

[f(x + Ad)| < (1 — a))|f(x)],

para a € (0,1), fixo.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Backtracking &‘"’A

(1-aA) [f(x)|
v )\li:l) UNICAMP

xx =5 d=—f(x)/f'(xx) =—-357, a=05

A 100|172 | 1/4 | 1/8
(1 —aX)|f(xk)| | 0.69 | 1.03 | 1.20 | 1.28
F(xk +Ad)| | 1.53 | 1.49 | 1.32 | 0.49

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Algoritmo com busca linear g\"fg
¥

UNICAMP

> Seja x uma aproximag3o de x*, € ¢« ¢||F(x(D)|| + €., k « 1
» Enquanto ||F(x)||>€¢ e k<K

» Se J(x) for ndo-singular, resolva J(x)d = —F(x)

> A1

» Enquanto [[F(x + Ad)|| > (1 — a))||F(x)|l, onde a € (0,1)
» A< o)\, ondeo € (1/10,1/2)

> x +— x+\d

> k< k+1
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Para esse algoritmo, os pardmetros sdo as tolerdncias relativa e absoluta, €, e €5, 0 nilmero maximo de iteragoes,
K, e os parametro a e o que controlam o critério de decréscimo suficiente de Armijo e como deve ser reduzido o
passo de Newton durante o backtracking.

Como estamos supondo que o sistema linear Jd = —F esta sendo resolvido exatamente, é garantido que haja A que
satisfaga o critério de Armijo. Caso o sistema linear seja resolvido apenas de forma aproximada, isto pode n3o ser
verdade. Para garantir que a direcdo de d seja de descida, deve ser imposta uma condi¢3o sobre sobre essa dire¢3o.
N3o vamos entrar nesse detalhe aqui.
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Convergéncia g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Teorema

Seja xO cRMeqe (0,1). Suponha que x(k) foram computados pelo algoritmo
anterior, F é Lipschitz continua, e {x(K)} e {||J(x(¥))~1|} s3o limitadas. Entdo {x(K}
converge para x*, zero de F, além disso, a partir de algum passo suficientemente
grande o passo cheio de Newton é sempre tomado (A = 1) e a convergéncia é prescrita
pelo resultado de convergéncia local.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Jacobiana g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\'.
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O passo caro e mais sensivel é a resolugdo do sistema linear J(x)d = —F(x).

O teorema anterior pode ser alterado para contemplar a solucdo aproximada do
sistema linear, mas qualidade dessa solucao pode comprometer a busca linear.

Falha na busca linear (passos pequenos demais) é um indicio de que a aproximag3o da
Jacobiana ou a resolucdo do sistema linear n3o estao boas.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Jacobiana por diferencas finitas AW

UNICAMP

Caso a Jacobina n3o seja conhecida, podemos aproxima-la por diferencgas finitas.
A j-ésima coluna de J(x) pode ser aproximada por

F(x + hoje/) — F(x)
O’jh
F(hej) — F(x)
h Y
onde o; = sign(x;) - max{|x;|,1} e h é um passo escolhido (tipicamente h = 10"") e &/
é o j-ésimo vetor da base canonica.

, i #0
[J(x)]; =

Xj:O

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Exemplo: trajetéria sem busca linear g\"ig
¥

UNICAMP

=

0.5

X2
o

-0.5

X1
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Exemplo: trajetéria com busca linear (o = 0.5, 0 = 0.25) g\"/A

Y
] 30 UNICAMP
1
25
0.5
20
= 0 15
10
-0.5
5
-1
0

X1
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Neste exemplo (a mesma fun¢do ja usada anteriormente), escolhemos como pardmetros para o algoritmo « = 0.5,
o =0.25, ¢; = ¢, = 10~%. O método de Newton convergiu em 7 iteracdes. Observe abaixo como ficou a sequéncia
de valores para a norma infinito em cada iteragdo

3.8647,0.6760,0.4816, 0.3479, 0.2545,0.1192, 4.114 - 10~3,2.342 . 10,

Perceba que a convergéncia quadratrica se evidenciado a partir da quinta iteracdo.
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