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Seus direitos e deveres s3o:

= Vocé é livre para copiar e redistribuir este material, em qualquer meio ou formato, para adapta-lo,
transforma-lo ou utiliza-lo para construir seu préprio material.

= Vocé deve dar os créditos apropriados, fornecendo link para a licenca e indicando se alteracSes foram feitas.
Vocé pode fazer isto de qualquer forma razodavel, porém sem tentar passar a ideia ou sugerir que o autor
endosse suas alteragdes ou seu uso do material.

= Vocé n3o pode utilizar este material para fins comerciais.

= Se vocé alterar, transformar ou construir seu préprio material com base neste trabalho, vocé devera
distribui-lo sob a mesma licenca usada no original.
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Motivagao AW
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O grafico exibe 160 pontos amostrados de uma fun¢do. Imagine que esses pontos foram obtidos experimentalmente
e, por isso, as medidas estdo contaminadas com erro experimental. Nosso objetivo é obter uma aproximacao para a
fun¢do que deu origem aos dados.

Mesmo n3o podendo confiar individualmente em nenhum dos valores amostrados, ainda é possivel inferir a partir
dessa nuvem de pontos o comportamento esperado da fung¢3o.

Como as medidas estdo contaminadas com erro, n3o faz sentido, exigir que a funcdo aproximada reproduza extremante
os valores amostrados.
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Problema AW
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Dado um conjunto de pontos,

encontrar uma funcdo que melhor os ajuste
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O ajuste de curva pode ser formulado, genericamente, com o problema de encontrar a fun¢do que melhor ajusta os
pontos (do plano) amostrados.

Para poder de fato trabalhar esse problema precisaremos ainda descrevé-lo de forma bem mais precisa. Por conta
disso, pergunte-se:

O que deve ser mais bem especificado na descricdo desse problema?
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Dados &"’A
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Vamos desenvolver as ideias por tras do ajuste de curva através de um exemplo. Ao final, formalizaremos o
procedimento.

Considere os 17 pontos exibidos no grafico, como amostras de uma fung¢3o real. Se queremos encontrar uma func¢io
que represente esses pontos, a primeira pergunta é:

Que tipo de fun¢do poderia ter gerado pontos como esses?

Dentre diversas possibilidade, parece razoavel pelo aspecto do grafico, a escolha de um polindémio de grau 3.
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Proposta AW
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P(x) = c1d1(x) + c292(x) + c3¢3(x) + cagpa(x)

d(x) =1 #a(x) = x°
balx) = x da(x) = x°
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Nossa proposta de funcdo para o ajuste serd um polindmio de grau 3 que, de forma geral, pode ser representado

como combinag¢io linear das funcdes 1, x, x2 e x3.

Desta forma, o problema de encontrar a fungcdo ¢ que melhor se ajuste aos dados, pela forma como estamos
representando a fungao ¢, passa a ser o problema de determinar os coeficientes ¢1, ¢, ¢3 e 4.

Esse era o primeiro ponto que carecia de melhor especificacdo na descricdo do problema.
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Qualidade do ajuste g\"&
Y
Como saber se ¢ ajusta bem os dados? uNICAMP

Y3

o(x3)

X1 X2 X3 Xa X5
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Vamos tratar agora do segundo aspecto na definicdo do problema que precisa ser especificado. E necessario tornar
explicito o conceito de melhor ajuste.

Varios critérios podem ser propostos para definir a qualidade do ajuste dos dados por uma fung¢3o.

Vamos supor que as medidas foram tomadas exatamente em xi, ..., Xy, ou seja, no conjunto de pontos amostrados
ndo ha erro amostral na ordenadas do pontos, mas apenas nas abscissas. Um possivel critério para quantificar a
qualidade do ajuste seria somar os desvios entre o valor amostrado (pontos destacados no gréfico) e o valor predito
pelo fun¢do ¢ (a reta preta, neste exemplo). Nesse sentido a fungdo que melhor ajusta os dados seria aquela cuja
soma de desvios verticais fosse a menor possivel. A medida a ser minimizada seria entdo uma soma de médulos
(ou valores absolutos). Apesar de ser um critério valido, como a fun¢do mdédulo n3o é diferencidvel, n3o poderemos
utilizar as ferramentas de Célculo Diferencial para resolver esse problema de minimizag3do. Por isto, é comum adotar
como medida de qualidade do ajuste, ndo a soma dos desvios em mddulo, mas sim a soma dos quadrados do desvios,
ficando assim com uma func¢3o diferencidvel para ser minimizada.
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Ajuste de quadrados minimos g\"fg
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Dado {(x1,y1),- -+ (Xm, ¥m)} C R?, queremos encontrar
P(x) = c1d1(x) + c292(x) + c3¢3(x) + cagpa(x)

que minimize

m

el = ll¢ — yII* =D (o(xi) — yi)?

i=1

NOta(,:aO: ¢ - (¢(Xl)7¢(x2)7 .. '7¢(Xm))T ey = (y17y27 ce 7ym)T
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O problema de ajuste, agora colocado de forma precisa, é encontrar a fun¢do ¢, combinac3o linear de fun¢des pres-
critas, que minimiza a soma dos quadrados dos desvios entre os valores amostrados e os valores preditos pela func3o ¢.

Utilizando a definicdo de norma de vetor, e denotando o vetor das abscissas por y e o vetor da fun¢do ¢ avaliada
sobre as ordenadas tabeladas também por ¢, o critério de quadrados minimos pode ser representado por

[CENT
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Representacao matricial g\"fg
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P(x1) c1d1(x1) + capa(x1) + capz(x1) + caga(x1)
5= P(x2) B ca1d1(x2) + cad2(x2) + c3¢3(x2) + caga(x2)
¢(Xm) C1¢1(Xm) + C2¢2(Xm) ‘|‘ C3¢3(Xm) + C4¢4(Xm)

Usando a definicdo da fung¢do ¢, podemos reescrever de forma explicita o vetor ¢ em fun¢do dos coeficientes
Cly...,C4.
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Matriz A g"&
Y
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p1(x1)  P2(x1)  P3(x1)  palx1)
d1(x2) d2(x2) @3(x)  @a(x)

61(xm) G2(xm) G3(xm) Ga(m)
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O vetor ¢ pode ser representado por um produto matricial, Ac, onde cada elemento da matriz A é a avaliagdo de
uma das fungles ¢; prescritas em um dos pontos x; amostrados, e o vetor ¢ é o vetor dos coeficientes a serem
determinados.
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Sistema sobredeterminado g\"fg
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Usualmente, m > n e

Irll* = 1l¢ = yII* = [lAc — y|*

€ o residuo do sistema linear sobredeterminado

Ac=y
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O que o Octave faria? g\"fg

a¥Y
[ 3 1 0 | [ 3]
2 1 1 X1 1
Ax = | —1 3 4 x| = -8 | =5>b
0 1 0 X3 0
| -3 6 —1 | 1
> A =[310; 211; -1 3 4; 01 0; -36 -1];
> b = [ 3; 1; -8; 0; 1]1;
>> x = A\b
X:
1.01190
0.33191
-1.96307

>> norm(A*xx-b)
ans = 0.79880

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Sistemas sobredeterminados g\"fg

. _______________________________________________________________________________________________________________________________________________|] '(‘.\'.
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Seja Ae R™" com m>n, e beR™.
A busca para solucdes para

Ax = b

passa por estudar matrizes e decomposicdes ortogonais.
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Matrizes ortogonais g\"fg
¥
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Uma matriz quadrada Q é dita ortogonal se
RTQ=1
> QT =1
» As colunas de @ ortonormais entre si

» As colunas de Q formam um base ortonormal para R”

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Propriedades AW
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Se @ é uma matriz ortogonal, entao

» |det @ =1 (exercicio)
> (Qx, Q) =xTQTQy =x"Ty = (x,y)

> [ @x]l2 = [Ix]l2

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Decomposicao QR &‘"’A
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Teorema

Toda matriz A € R™*" pode ser decomposta no produto de uma matriz ortogonal
Q@ € R™*™ por uma matriz triangular superior R € R™*".

A= QR

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Solucao de quadrados minimos Y

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

Se A= @R, ent3o
|Ax — bl|5 = || QRx — b3

= |Q(Rx — Q"b)|
= |Rx — Q7|2

Minimizar |Ax — bl||> é o mesmo que minimizar ||[Rx — Q7 b||
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Sistema triangular g\"ig
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Seja z=Q"bh. Como R é m x n (m > n) e triangular superior,

(8] [t

onde R é n X n e triangular superior. Com isso

N N>

N A 2
Rx — Z

-z

|Rx— 2|3 = H[

2

= [|Rx — 2| + || - 2/

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Solucao de quadrados minimos Y
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UNICAMP
Seja Ac R™" com m>n, b e R™

1. Calcule a decomposicido QR de A
2. Calculez=QTbh

3. Resolva Rx = 2

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Exemplo AW

1 —— '(‘.\'.
(5 —2 1] 20
3 -1 0 1.1
A=|0 1 -1, b=| 08
1 1 -3 —0.2
2 -1 -1 | —1.3 |
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1. Calculo da decomposiciao QR S"’A
No Uctave: ¥

>> [Q ’R] — qr (A) UNICAMP

—0.80064  0.11894 —0.34555 0.47466  0.01070
—0.48038 —0.04460 —0.06820 —0.84369 —0.22535
@ = | —0.00000 —0.57983 —0.35919 —0.13241  0.71919
—0.16013 —-0.78798  0.37738  0.21128 —-0.40791
—0.32026  0.16354  0.77750 —0.02677  0.51524

[ —6.24500  2.24179  0.00000
0.00000 —-1.72463  2.89917
R = 0.00000  0.00000 —1.89600
0.00000  0.00000  0.00000
0.00000  0.00000  0.00000

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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2. Calculo de z A

| 9‘.\"
© _1.681346 | T _1.681346 |
—0.330059 —0.330059 )
z=QTh=| —2.139710 ~2.139710 | = [ z ]
~0.092113 ~0.002113 z
| —0.239363 | | —0.239363 |

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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3. Resolucao de Rx =2 &‘"’A
Y
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—6.24500  2.24179  0.00000 —1.681346
0.00000 —1.72463  2.89917 | x = | —0.330059
0.00000  0.00000 —1.89600 —2.139710

x* = (1.0189,2.0885,1.1285)"

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Residuo AW

. _______________________________________________________________________________________________________________________________________________|] '(‘.\'.
204628 7 [ 20 ]
0.96835 1.1
Ax*=| 095995 | # | 08 | =b
—0.27818 —0.2
| —1.17914 | | —1.3 |

|Ax* — bl|> = 0.25647 = ||Z||»

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Transformacdes ortogonais A
¥
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No desenvolvimento de algoritmos para decomposicdes matriciais, duas transformacoes
ortogonais sao particularmente importantes

» Rotacoes

» Reflexdes

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Rotacdes no plano g\"fg
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Qx

v

 — di1 qi2| (X1 —?
d21 Qgo2| [X2
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Rotacdes no plano A

¥
Q e UNICAMP
€ )
0 Qer
0 é1

v

_|gu1 qi2| |1| _ |cosf g1 q12| |0
Qe = [%1 Chz] [0] N [Sin 9] Qe2 = [%1 Chz] [1]

Q- [cos& —sin 9]

_ |—sinf®
| cosf

sinf cosf@

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Rotacdes no plano g\"fg

| '(‘.\'.
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A
X
) Q'x

_ |cosf —sinf 1 |cos(—0) —sin(—0)| 1 | cosf sinf| T
@= [sin@ cosO] @ = [sin(—&) cos(—(9)]Q N !—sinﬁ cosH] =@

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Rotacao de x para aeg &‘"’A
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Se x = (xl,xz)T, com xp # 0, entdo existe uma rotagdo tal que

el

QO x — cos@  sin@| |x1| | xxcos0 4+ xesinf | |«
| —=sinf cosf| |x2| |—xisinf+xxcosf| |0

ou seja
x1 cos O + x2sinf = «, x1 sinf = x2 cos 0, a = ||x]|2
Logo
cosf = L e sinf = 2
[1x]]2 [1x1[2

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Triangularizando A &‘"’A
Y

UNICAMP

Seja A= A2y Q tal que
as1 a2

T |d11| _ [N
o )= [3]

QTA: QT [311 312] _ [Fn r12] —R

Ent3o

a21 422

ou seja

A= QR

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Transformacao de x para ae g\"fg
¥
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Se x € R", como construir uma transformaco ortogonal tal que Q" x = ae;?

-1 -

Qi) =

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Transformacao de x para ae g\"fg
¥

UNICAMP

Xj—1 Xj—1
X (0
Xi+1 Xi+1
T _ NnT . _
Qinx=Qiy | | =
Xj—1 Xj—-1
Xj 0
Xj+1 Xj+1

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Transformacao de x para ae g\"fg
¥
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X1 * * * 0%

X 0 0 0 0
21 Qb b Qs Qs

X3 =5 X3 — 0 - 0 — 0

X4 X4 X4 0 0

X5 X5 X5 X5 0

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Decomposicao QR por rotacoes g\"fg
¥
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> R+ A Q<+ |

» Paraj=1,...,(n—1)
» Parai=(+1),...,n
» Usando (r;j, ri;) defina Q)
> R« Q(L-) R (s6 altera as linhas j e i)

> Q<+ QQu, (s6 altera as colunas j e i)

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Projecao ortogonal g\"fg
¥
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u e » u e v sao ortonormais
g > vix=vT(av+u)=a
AV » proj, x = (vT v = v(vTx)

» P = v ' (matriz de projecio)

v

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Reflexdo em R? g\"ig

¥
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A
X =au+ [v / > (Ox = x —2au
7 > qu=proj,x = uu’
- = proj,x = uu' x
et > Qx = x —2uu'x = (/—2uuT)x
u v QRx = —au + Bv
» Qu=u—2uu'u=—u
g > Qu=v—2uu'v=y

Qu = —u, Qv=yv > QTQ=1
> QT =Q

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Reflexao em R” &‘"’A
aY

Teorema

Sejam x,y € R", tais que x # y, mas ||x||2 = ||y||2. Ent3o, existe um Gnico refletor @

tal que @x = y.
A
s(x—y) -
X ////
\
s> 3(x +y)
\\
y >

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Reflexao de x para —oe; g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢
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> x#£0
> y <« —oep, onde 0 = £||x||2
> u (x—y)=(a+o,x,.... %)
> QI —quu', y=2/||ulf =1/(ow),
ol = G +0)2 458 + -+ = xIB + 200 + o
= 2(||x|13 + ox1) = 20(0 + x1) = 20y

> QX: —0€1

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Triangularizac3o por reflexdes g\"fg
Y
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» Seja A=[arar --- ap) € R"™" e aj a j-ésima coluna de A
» Seja @ o refletor tal que QlTal = —016€1.
ail | a2 - din —0o1 | 312 -+ A1n
ao1
T T
Ql A= Ql _ = ~
A
: A22 22
- anl -

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Triangularizacdo por reflexoes Y

¥
UNICAMP
> Seja /,422 = [32 §3 o én] € R(n—l)x(n—l)
» Seja @, o refletor tal que CA?QTQQ = —05€].
1| —01 | 312 -+ A1p —01 | A2 -+ A1p
o5
Q: Qi A= QJ A B As3

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Decomposicao QR por reflexdes g\"fg
¥

UNICAMP

> R+ A Q<+

» Paraj=1,...,(n—1)
> Seja @, tal que QTR(j:n, j) = —0jer
> Q(:Jj:n) Q. j:n)@

> R(j:n, j:n) « QTR(j:n,j:n)

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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O que vimos até aqui? A
¥

UNICAMP

Seja Aé mxn,comm>n, e be&R™ Considere o sistema Ax = b.

» O sistema pode n3o ter solucdo

» x* é solugdo de quadrados minimos se ||Ax* — b||2 = min, ||[Ax — b||>
» A\b, no Octave ou Matlab, retorna x*

» Toda matriz A tem decomposicao QR

» QR pode ser computada por rotacoes ou reflexdes

> x* é solucio de Rx =2, onde z= QTb, R=R(1:n,1:n) e 2 = z(1:n)

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Vetores ortonormais g\"fg
¥
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{91,92,.-.,qk} C R" é dito um conjunto ortonormal de vetores se

0, sei#j
1, sei=j

<q/',CIj> = {

Se k = n, o conjunto é uma base ortonormal para o R".

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Exemplo &"’A

UNICAMP

1] 0] 0
0 1 0
e =0 e=|0], ... &=|0
0] 0] |1
ou )
3/5 0
q1 = 4/5 ’ a2 = 0
0 | 1

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Matriz ortogonal g\"fg
¥

UNICAMP

As colunas de uma matriz @ n x n formam um conjunto ortonomal de vetores.

Se Q=1[q1 g2 ... gn], como QT Q = I, temos que

g7 a1 alq - ala)] 1
N 9 Qa1 g q - 4 dn 0
QT Q=|"lme .al=|" " =

ol r r g

= 19,91 9,92 - d, qn 0 0 --- 1

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Isometria &"’A

UNICAMP

Uma matriz @ m x n, com m > n, com columas ortonormais é dita uma isometria.

Se Q é uma isometria, entdo QT Q = I € R"™ " mas n3o necessariamente
QQT — | € RMxXm

Por exemplo,

3/5 0 L0 0.36 0.48 0
Q=14/5 0}, QTQ:[O 1], QQT = (048 0.64 0| # 1/
0 1 0 0 1
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Exercicio &"’A

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Seja Q, m X n, com m > n, uma isometria, e g; suas colunas. Mostre que

» ||@x]|[2 = ||x]|2, para todo x € R”"

» (Qx, Qy) = (x,y), para todos x,y € R"

» QRTv =0sev éortogonal aq;, j=1,2,...,n

> QQRTqgj = gj e portanto QR"v = v se v € span{q1,92, ..., Gn}

> (QQT)2 = QQT, ou seja, (QQT) é uma matriz de projec3o.
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Decomposicao QR reduzida S"’A
Y

UNICAMP

Teorema

Toda matriz A € R™" m > n, pode ser decomposta no produto de uma isometria
Q@ € R™*" por uma matriz triangular superior R € R"*" com diagonal positiva, como

A= QR.

Com efeito, sabemos que A = QR, com Q € R™*™, ortogonal e R € R™*". Basta considerar a particio
A~ | R aAn
AzaRzmQﬂJ:oR+m.

Além disso, se A tiver posto completo, a decomposicdo é lnica.
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Como construir uma base ortogonal? g\"ig

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Dados n vetores LI no R" podemos ortogonaliza-los para produzir uma base ortogonal.

Esse processo é dito ortogonalizacao de Gram-Schmidt
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Ortonormalizando vetores g\"fg
¥

UNICAMP

Sejam vi, va,...,v, € R™ vetores LI.

Queremos {q1, g2, .., qn} tais que
» span{vi,...,v;} =span{qi,...,qj}, paraj=1,...,n
> (gi,qj) =0, para i #j

> ||gilla=1paraj=1,...,n
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Ortogonormaliza ndo vetores g\"fg
Y

UNICAMP

> g1 < wvi/|vi]2

> g € span{qgi, n}:
> Go < vo — naqi
> 0= (Elz, CI1> = <V27Q1> - f12<CI1,CI1> = N2 < (Vz,%)

> o ||G2]|2

> G Go/r2

Exercicio: mostre que span{vi, vo} = span{q1, q2}.
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Ortonormalizando vetores g\"fg
Y

UNICAMP

span{vi, vo,..., Vk—1} =span{q1,q2,...,qk—1}

> dk € span{qla q2,...,qk-1, Vk}:

k—1
> G Vie— > kg
=
k—1
> 0= <ElkaCIi> - (Vk7CIi> - Ok(qjaql> = rljk <Vk7qi>7 I = 1727" '7k -1
=
> rik < [|1Gkll2
k—1
> i < Gi/ ruk Vi = Z rikqj + Mk Qi
=
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Algoritmo de Gram-Schmidt A
¥
Dados Vi, Vo,...,Vy € R™ vetores LI: UNICAMP

» Parak=1,...,n:
» Parai=1,....,k—1:
> ik < (v, vi)
> Parai=1,...,k—1:
P v — Vi — Vi
> i < [lviell2
» Se ry =0, ent3o 0 vq, Vo, ..., vk sdo LD. FIM.

> Vi < vk/rkk
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Gram-Schmidt e a decomposiciao QR &"’A
a¥Y

UNICAMP

Vik = Nkq1 + nkq2 + - - regk

niy n2 n3 -+ nn
rao PR3 -+ Ny
[vivavz - vp] =[q1 92 93 -~ qu] 33 ctr M3n
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Exemplo &"’A

UNICAMP

w
A OWODNR
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Experimento g\"&

- !a.§'”
UNICAMP
n = 4:20;
for k = 1:length(n)
A = hilb(n(k));
[Q,R] = gs(A); # Gram-Schmidt

E(k,1) = norm(A-Q*R, inf);

E(k,2) norm(Q’*Q - eye(n(k)), inf);
endfor
semilogy(n, E(:,1))
semilogy(n, E(:,2))

10-15
|| A-QR || —@—

4 103
10716 , [1QTQ-1 || —e—
10”7
q

10-17 L L L L L L L 10-11 L L L L L L L L
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Algoritmo de Gram-Schmidt modificado NN
Y

UNICAMP

Dados vi, vo,...,v, € R™ vetores LlI:

» Parak=1,...,n:
> e < [[viell2
» Se re =0, entdo 0 vy, v, ..., vk sdo LD. FIM.
> Vi < Vi/rkk
» Paraj=k+1,...,m
> rij < (v, vk)

> v — v — g vk
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Exercicio &"’A

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Suponha € < 1, tal que €2 < u, ou seja, flop(1 + ¢2) = 1. Considere

oOmnNn O =
Il
A O O =

» Aplique o algoritmo de Gram-Schmidt classico. Compute (g2, g3).

» Aplique o algoritmo de Gram-Schmidt modificado. Compute (g2, g3).
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Experimento g\"&

e !a.§'”
UNICAMP
n = 4:20;
for k = 1:length(n)
A = hilb(n(k));
[Q,R] = gsm(A); # Gram-Schmidt modificado

E(k,3) = norm(A-Q*R, inf);

E(k,4) norm(Q’*Q - eye(n(k)), inf);
endfor
semilogy(n, E(:,1), n, E(:,3))
semilogy(n, E(:,2), n, E(:,4))

10-15
10!
T P

1016 105 |1 Q'Q-I || (cléssico) —e—
|| QTQ-I || (modificado) —m—

|| A-QR || (cl&ssico) —e— 1079

|| A-QR || (modificado) ——
10-17 I I L L L L 10-13
4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Comparacao A
. _______________________________________________________________________________________________________________________________________________|] '(‘.\'.

UNICAMP
» Para resolver o problema de quadrados minimos, GS modificado e a decomposicio
QR computada por refletores sdo igualmente acurados.

» Para ortogonalizar vetores, QR por refletores é bem melhor que GS modificado,
que tem seu desempenho degradado a medida que os vetores ficam préximos de
serem LD.

» Porém, para obter os vetores ortogonais, QR por refletores custa aproximadamente
o dobro de operacdes de ponto flutuante em comparaciao com GS modificado.
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Complemento ortogonal QW

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Seja S C R". O complemento ortogonal de S é

St ={xe€R"|(x,y) =0, para todo y € S}
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Exemplos AW

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

> S= {(17070)}1 St = {(07X27X3) ’X27X3 S R}
» S =span{vi,n} C R3, St =span{u}, onde u=v; x v,.
» S={0}, St =R"

» Seja {vi,v,...,v,} uma base ortogonal para R" e S = span{vi, ..., v},

St =span{vki1,...,va} (exercicio)

S+ é subespaco vetorial
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R"=S® St QW

¥

P
Teorema

Seja S um subespaco vetorial de R”. Ent3o, para todo x € R”, exite um tnicou € S e
v € St tais que

X=U-+v.

Notagdo: R" = S @ S+ (soma direta).

Seja {qi1,..., gk} uma base ortogonal para S. Sempre é possivel completar essa base para se tornar
uma base para R". Usando o Gram-Schmidt, essa base pode ser completada de forma a ser ortogonal.
Pelo exercicio anterior {qk+1,...,qn} é base para S+. Como todo vetor é escrito de forma tinica como
combinac3o linear da base,

x=(agq+ g+ ...+ cqr) + (ck+1Gr+1 + ... + Caqn) = U+ v.

u é dita a projecdo ortogonal de x em S e v é dita a projecio ortogonal de x em S*.
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Transformacao linear g\"fg

¥
A € R™*" gera uma transformacio linear de R” em R™ CnieAame
x €R", x> Ax € R"

Quatro espacos fundamentais:

» Imagem de A: R(A) ={y = Ax|x e R"} C R™

» Nicleo de A: N(A) = {x € R"| Ax = 0}

» Imagemde AT: R(AT)={x=ATy|y e R™} CR"

» Nicleode AT: N(AT)={y e R™|ATy =0}

O espaco imagem de A também é denominado espaco coluna de A, assim como o espaco imagem de AT é também
denominado espaco linha de A.
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Exemplo AW

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\'.
1 3]
A= 12 6
0 0
1 3 1]
> y=Ax=x [2]| +x2 |6] = (x1 +3x2) [2]. Portanto, R(A) = span{(1,2,0)"}.
0 0 0
1
> 0= Ax = (x1+3x) [2| = x1 = —3x2. Logo, N(A) = span{(—3,1)T}.
0
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Resultados &"’A
a¥

UNICAMP

Teorema

R(ALT=N(AT) e  NAT =R(AT)

Seja y € R(A)™, entdo para todo x € R”, (Ax,y) = 0. Em particular para x = A’ y, temos que
0= (Ax,y) = (AATy,y) = yTAATy = |ATy3.

Portanto A"y = 0, o que implica que y € N (A") e assim R(A)*- c N(AT).

Sejay € N(AT) C R™, entdo Ay = 0. Logo, para todo x € R”, temos que
0=(xA"y) =y Ax = (Ax,y).

Isto mostra que y € R(A)" e portanto N (AT) C R(A)*. Logo, N(AT) = R(A)".
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Teorema do Nucleo e Imagem g\"fg

¥
Teorema
R"=Sq@ S+
Teorema
R(A)L = /\/'(AT) e N(A)L = R(AT)
Teorema

R =R(AT)®N(A), R™"=R(A)®N(AT)
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Quadrados minimos &"’A
Y

UNICAMP

Considere A€ R"*" e b € R™.
Como R™ = R(A) @ N(AT), b= Au+ v, com v € N(AT),

b= Ax|3 = [|Au+ v — Ax||3 = [ A(u = x) + v|3 = [|A( = x)[I3 + [Iv]3

Assim, a solucdo de quadrados minimos é x = u, onde Au é a projecao ortogonal de b
em R(A).

> B <— prOjR(A) b
» Resolver Ax = b
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Intepretacao geométrica A

. __________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

v

v
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Sistema sobredeterminado g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Se Ac R™" e b€ R™ x* € R", solucdo de quadrados minimos, satisfaz

b Ax"ll2 = min b~ Ax|2 = min, [lb~yl
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Teorema de Pitagoras &‘"’A
Y

UNICAMP

Como R™ =S @ S+, b € R™ pode ser escrito como
b=u+v

comueSeveStcom (uv)=0.

Teorema

lu + viIZ = [lullz + [IvII3-

lu+ vz = ut+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v, u) + (v, v) = [Jullz + Iv]3
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Melhor aproximacao g\"fg
'(‘\'.

P
Teorema

Seja S um subepago de R™. Existe um dnico y € S tal que

b— yll> = min||b— s]|».
b= yll2 = min [1b — sll

y é tal que b—y € S*, ou seja, y é a projecdo ortogonal de b em S.

Sabemos que b=y 4z, comy € Se z € S*. y é a projecio ortogonoal de bem S (b—y = z € ).
Nenhum outro w € S tem essa propriedade, pois b = w + (b — w) violaria a unicidade da
decomposicdo de R™ em soma direta de S e S*. Sejas € S, como b—s = (b—y)+ (y —s),

1b—=sl3=lb—=yl2+lly — s>

Portanto, o minimo é atingido quando s = y.
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Sistema normal NS
Y

UNICAMP

Se x* é a solucdo de quadrados minimos de Ax = b,

b— Ax*||3 = min ||b — Ax||3 = min ||b— sl||3
I x* |3 ng;RnnH |13 sé?a'{‘A)” s>

Entao x* é qualquer solucao de Ax* = y, onde y é a projecao ortogonal de b em
R(A). Além disso, b — Ax* € R(A)+ = N(AT).

Teorema
x € solucdo de quadrados minimos de Ax = b se e somente se

AT(b—Ax)=0 <<= ATAx=ATb  (sistema normal)
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Trocando a base g\"&
¥
Se R(A) = R(Q), entdo N(AT) = N(QT). Assim, x é solugio de quadrados minimos
se e somente se Q7 (b — Ax) = 0.

Se A = @QR, ent3o

QTAx=Q'b
QRTQRx = Qb
Rx = Qb
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Decomposicao SVD &‘"’A
Y

UNICAMP

Seja A € R™*" de posto r, entdo existem U € R™*™M ¥ € R™*" e V € R™7" tais que
A=UZVT,

onde U e V sdo ortogonais e > é diagonal, com diagonal positiva e descrescente
(0 >00>-->0,>0).
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Propriedades AW

| '4‘.\"
UNICAMP
A=UxVT
- T - T
V]. Vl Vi
_,_ V2T V2TVI'
Avi = UV 'v; = UX | | vi = UL . = Uxe = ojUej = oju;
T T
_Vn i _Vn V,'_

Logo,
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Propriedades AW

| '(‘.\'.
UNICAMP
A=UxVvT
- -
u# u#u,
Uy Uy Uj
ATy =vZTU Ty, =veT | “|y=VvZT | * = VYTe =0;Vei =ojv;
u; u[u;

Logo,
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Bases ortonormais g\"fg

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\'.
AV,'IO’,'U,', i:1,2,...,r ATU,'IO','V,', i:1,2,...,r
Av; =0, i=r+1,...,n ATui =0, i=r+1,....m
» {vi,va,..., vy} é base ortonormal para R”
» {uy,up,...,unm} é base ortonormal para R”
» {u1,up,...,u,} é base ortonormal para R(A), dim{R(A)} =r
» {vi,va,...,Vv,} é base ortonormal para R(AT), dim{R(AT)} =r
» {v,11,...,Vn} é base ortonormal para N'(A), dim{N(A)} =n—r
» {uri1,...,Un} é base ortonormal para N'(AT), dim{N(AT)} =m—r
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Quem s3o U, X e V7? &"’A
Y

UNICAMP

A=UxVvT

Observe que
ATA=(vZTuhuzvh) =v(EZ')v’

Logo
(ATAV=V((ETL) = (ATA)y, =%y
» v; s3o autovetores de AT A associados aos autovalores 01-2, i=1,2,...,r
> v; sdo autovetores de AT A associados ao autovalor 0, i=r+1,...,n
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Quem s3o U, X e V7? &"’A
Y

UNICAMP

A=UxVvT

Observe que
AAT = (uzvTy(vETuh)y =uEzHu’

Logo
(AATYU=U(EZLT) = (AAT)u; = oly
» u; s3o autovetores de AAT associados aos autovalores a,-2, i=1,2,...,r
> u; s3o autovetores de AAT associados ao autovalor 0, i=r+1,...,m
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Exemplo AW

. _______________________________________________________________________________________________________________________________________________|] '(‘.\'.
1 1 0]
1 2 3
A=| 0 2 2
1 -2 -1
2 1 3
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Exercicio S"’A

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(..\' ¢

UNICAMP

Encontre a decomposi¢do SVD para

A

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti

Os valores singulares s3o as raizes quadradas dos autovalores de AAT e AT A. Como entre AAT e AT A, a primeira
tem menor dimens3o, vamos comecar por ai.

T |5 2
ol 7

O polinémio caracteristico para AAT é p(\) = (5 —A)(8 — \) — 4 = (A —9)(\ —4). Por tanto, os valores singulares
sdo 01 = V9 = 3 e 0o = V4 = 2. As colunas de U sio autovetores de AAT, com norma euclidiana unitéria.

Resolvendo
(AAT —9hu; =0, e (AAT —4lu, =0,

descobrimos que

ol + - B[]

Note que como as colunas de U s3o ortogonais entre si, uma vez descoberta a primeira coluna uj, up também ja
esta determinada, a menos de um sinal, dado que U € R2*2,

Usando que A uj = ojv;, descobrimos que v1 = ﬁg(5,2,4)T eV, = ﬁg(OA, —2)T. Como v3 é ortogonal a v; e

vo» podemos usar Gram-Schmidt para determina-lo ou resolver Avs = 0. De qualquer forma, a solucdo normalizada
é vy = %(—27 1,2)7. Desta forma,

A=UzV' =

Sl
o1

| —
N =
N
-

—_
| ——
o w
N O
o o
| I
w

er—-‘
o1

A N O
(o))
l\)S
S
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Aplicacao: norma-2 QW
¥

UNICAMP

Se A= UXVT, veja que

IAxll2 __ UZV x|
max —————

All> = max =
1Al = s e = T8 T
. =V 7x]l2 IV x|
=max ———— = Mmax —— =1
x£0  ||x]|2 vixzo ||V Tx]2
2yl2
_ max Eyll2 I5]2 = o1
y#0 |lyl2

Exercicio: mostre que a norma-2 de uma matriz diagonal é o maior valor em médulo
dos elementos da diagonal da matriz.
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SVD reduzida &"’A
Y

UNICAMP

01
1%
02 1

A:UZVT:[ul cee o Up o Upgl e um} Or T
0 r+1

Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti
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Soma de matrizes de posto 1 S"’A
Y

UNICAMP

A:UZVT:[Ulul OplUp - Urur} :ZUJUJVT

Exercicio: Mostre que se ||ull2 = ||v|[2 = 1, entdo ||uvT |2 = 1.
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Estimativa do posto numérico g\"fg

. _______________________________________________________________________________________________________________________________________________|] '(‘.\'.
UNICAMP
Se A tem posto r < p = min{m, n}, entdo
Ul2022"'20r>0:0r+1:"':0'p
Na pratica, diremos que A tem posto r se

012022+ 20,>€20p41
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Exemplo &"’A

'1/3 1/3 2/3]
2/3 2/3 4/3
A= [1/3 2/3 3/3
2/5 2/5 4/5
3/5 1/5 4/5)

o1 = 2599, o0, =0.368, o3=1.96-10"1°
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Matrizes de Hilbert &‘"’A
Y

UNICAMP

1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6]
1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1)7
1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 o 1

14 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 |’ S
1/5 1/6 17 1/8 1/9 1/10
1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11]

>> for n = 1:16
R(:,n) = [n; rank(hilb(n))];
endfor
>> R

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 10 11 11 11 12 12
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Matrizes de Hilbert g\"fg

¥
[ 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6_ UNICAMP
1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1)7
A_ |V3 14 15 1/6 1)1 1/8 o 1
~ |14 15 1/6 17 1/8 1/9 | Wi

1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10
1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11]

>> A = hilb(6);

>> [U,S,V] = svd(A);
>> s = diag(8)”’

S=

1.619e+00 2.424e-01 1.632e-02 6.158e-04 1.257e-05 1.083e-07
>> D = diag([s(1:4) 0 0]);
>> AA = UxDx*V’;

>> norm (A-AA)
ans = 1.2571e-05
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Compactacao de dados g\"fg

Y
UNICAMP
r k
— RVILEPS oyl = )
A= ZO'JUJVJ- ~ Zajujvj =A
j=1 j=1
onde k é tal que o411 < €.
Por exemplo:
>> A = hilb (100);
>> [U,s,V] = svd(A);
>> s = diag(S)’;
>> N = 18; # Quantidade de valores singulares a preservar
>> D = diag(s(1:N));

>> AA = U(:,1:N) * D * V(:,1:N)’;
>> norm (A-AA)
ans = 6.1501e-15
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Compactacao de dados g\"fg

Y
UNICAMP
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SVD e o problema de quadrados minimos g\"ig
Y

UNICAMP

Se AcR™" e A= ULV entio

|Ax — bl = ULV x — b|lo = |[U(ZVTx — UTb)|2

=TV x = UTbl2 = [IZy — c]2

ondey=VTxec=UTh.
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SVD e o problema de quadrados minimos g\"ig
Y

UNICAMP

|Ax — blj2 = ||Zy — c||2, y=V'x, c=U"b

(011 — 1]
02y2 — @

Zy - C - O-ryr - Cr
—Cr+1

| —Cp

Logo, min ||Ax — b||2 é atingido em quando y; = ¢;/oj, j=1,...,r.

yj, para r +1 < j < n estdo livres.

Ricardo Biloti Algebra Linear Computacional WWW.ime.unicamp.br/~biloti



www.ime.unicamp.br/~biloti

SVD e o problema de quadrados minimos g\"ig
Y

UNICAMP

|Ax — b2 = || Zy — cl|2, y=V'x, c=U"b

yj=¢j/oj, j=1,...,r. Lembrando do particionamento

R $ /T ¢ (1T
cwnl2fe][ 5] B[

temos que
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SVD e o problema de quadrados minimos g\"fg
Y

UNICAMP

Se A= UX VT, asolucdo de quadrados minimos para Ax = b é
x=VXuTh = A'b.

AT é dita a inversa de Moore-Penrose ou pseudoinversa de A.
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Exemplo AW

__________________________________________________________________________________________________________________________| '(‘.\' ¢

UNICAMP

Construa a pseudoinversa e exiba a solucao de quadrados minimos para

_ O
N = DN
X
I
O~ W
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