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Prefacio

Por que escrever um texto sobre a Razao Aurea usando régua e
compasso se os computadores sdo mais eficientes, e o uso do compasso
é considerado em algumas Escolas perigoso? A resposta pode vir de
outra resposta. Os computadores realmente substituem os equipamen-
tos de desenho em termos de aprendizagem? Esse é um dos temas da
Introducao abaixo.

A motivacao para escrever veio depois que fui (durante o Spring-
Break) visitar minha filha na Franga, ela estava em Pds-Doc e meu
neto (para o qual esse texto estd dedicado) estava na escola publica.
Quando cheguei a primeira coisa que meu neto me pediu foi ensina-lo a
usar o compasso, era usado na escola e ele nunca tinha usado, nem tinha
um compasso. A primeira coisa que fizemos foi comprar um compasso,
e durante alguns dias usamos o compasso para fazer varias figuras. Ele
pegou gosto pelo compasso e o usa para varias atividades.

O texto desenvolve o tema Razdo Aurea partir da sua definigdo
original dada por Euclides (sec.III, aC), e a utiliza para motivar o en-
sino e a aprendizagem de métodos de desenho geométrico com régua e
compasso.

1. Introducao

Talvez a busca da beleza e da estética levou Euclides (sec.IIl aC) a dar a
primeira definicao de razao aurea ou proporcao divina, o valor dessa proporcao
é conhecido como nimero de ouro e é denotado pela letra grega ¢ (leia-se fi).

Essa razao harmoniosa, que define a relagao entre os comprimentos de dois
segmentos, ¢ reconhecida e usada desde a antiguidade por artistas, pintores,
arquitetos, historiadores, bidlogos, matematicos e muitos outros como forma
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esteticamente perfeita. Como exemplo colocamos ao lado uma foto do famoso
quadro Monalisa (ou Gioconda), onde incluimos um retangulo que tem o ob-
jetivo de mostrar a relacao aurea existente entre sua cabega e seu tronco.
Relagoes dureas sao facilmente encontradas no
corpo humano (veja o Homem Vitruviano), em
construgoes (veja o Parthernon), em obras de
arte (veja as pinturas renascentistas), na geome-
tria (veja esse texto). Ela aparece em fenémenos
que aparentemente nao tém relagao entre si. E
uma relacao simples e que cativa a todos.

O texto desenvolve o tema razao aurea desde a
definicao original dada por Euclides, e apresenta
métodos de construgao de figuras com régua e
compasso. Tem ainda o objetivo de motivar o
ensino de geometria, e o uso de instrumentos de desenho (régua, compasso,
transferidor, esquadros, etc) no ensino elementar e médio. Podemos dizer que
nesse texto no texto, o compasso é o protagonista, a régua o coadjuvante, e a
razao aurea é o enredo.

Todos os métodos e figuras apresentadas sao acompanhadas de justificati-
vas tedricas e descricoes dos métodos de construcao. Entendemos que nao é
possivel aprender desenho sem desenhar, portanto incentivamos o leitor a re-
fazer os desenhos com as préprias maos, pois dessa forma irdo observar com
mais detalhes a beleza e as simetrias das formas.

O desenho geométrico pode ser olhado como a forma de ilustrar artisti-
camente resultados matemadticos. Essa possibilidade de desenhar resultados
tedricos ajuda no desenvolvimento intelectual e na fixagao de conhecimentos.
Desenhar a mao desenvolve a firmeza, precisao, organizacao, limpeza, capri-
cho e coordenacao motora. Essas habilidades ajudam nas tarefas do dia a
dia, a escrever em letra cursiva, a manipular ferramentas com seguranca e
precisao, e também desenvolve habilidades necessarias para profissoes como:
artistas plasticos, restauradores de obras de arte, escultores, dentistas, médicos
cirurgioes, entre outros. Vamos encerrar esse paragrafo, que essencialmente
busca motivar o uso das maos, com a seguinte frase: ”o fazer com as proprias
maos, por si so, gera satisfacao e prazer”.

Encerraremos essa introducao reforcando o fato de que a geometria e as cons-
trucoes geométricas sao indissociaveis, e que juntas despertam nos estudantes
o interesse por justificativas e provas, que é o primeiro passo para adquirir o
gosto pela Matematica.

2. A Razao Aurea



Como dissemos na introducao a busca da beleza e da estética levou Euclides
(um dos fundadores da geometria, anos 300 aC) a dar a seguinte defini¢ao de
divisao em média e extrema razao:

”Um segmento de reta se diz dividido em média e extrema razao, se a razao
entre o maior e o menor dos segmentos é igual a razao entre o segmento todo
e o0 maior”.

Essa nocao de média e extrema razao ¢ hoje conhecida como razao aurea ou
razao divina. De acordo com a definicao dada por Euclides, para dividir um
segmento AB de comprimento ¢ numa razao aurea, temos que encontrar um
ponto &7, que chamaremos de Ponto Aureo, que divide o segmento dado em
dois segmentos que satisfazem a definicao de Euclides. Se a é o comprimento
da parte maior (veja a Figura 1),

A (-a A a B
Figura 1: Razao Aurea

entao 7 divide o segmento AB numa razao aurea se

a l
= —. 2.1
l—a a (2.1)
O valor dessa razao é denotado pela letra grega ¢ (leia-se fi),
a l
_t_a 2.2
a9 (2.2)

O numero ¢ é chamado de niimero de ouro ou valor aureo. O segmento a,
¢ chamado de segmento aureo de ¢, e (¢ — a) é segmento aureo de a, mais
claramente, os segmentos que aparecem no denominador de (2.2) sdo chamados
de segmentos aureos dos respectivos segmentos que aparecem no numerador.

O presente texto tem a intencao de ser didéatico e acessivel a leitores com
conhecimentos bésicos em Matematica como o Teorema de Pitagoras e as
Equacgoes do Segundo Grau. Com a finalidade de orientar o leitor, incluimos
alguns comentarios sobre procedimentos geralmente utilizados por estudantes
para facilitar o entendimento de um determinado problema, por exemplo, o
seguinte roteiro é comumente adotado: procurar entender a definicao; guardar
os nomes e a nomenclatura; procurar exemplos que satisfacam a definigao;
verificar se o problema tem existéncia de solucao e se a solucao é unica; repre-
sentar ou esbocar geometricamente a solugao; buscar aplicagoes, e outros. No
tema deste texto, razoes aureas, vamos seguir o roteiro acima, vamos supor
que ja entendemos a defini¢cao e ja sabemos a nomenclatura, temos entao que



procurar por exemplos de valores de £ e a que satisfacam (2.1), mas esses va-
lores nao sao faceis de serem determinados, principalmente para aqueles que
ainda nao tém conhecimentos sobre esse tema, pois nele aparecem numeros
irracionais.

Vamos portanto estudar a existéncia de solugao e depois a unicidade da razao
aurea, ou equivalentemente, a existéncia e a unicidade do valor ¢. Dividindo
o numerador e o denominador da fragao esquerda de (2.2) por a, obtemos

6 _
Como - = ¢, temos que

1

E:¢ & 1=¢"— 0.

Entao ¢ deve satisfazer a equacao de segundo grau
¢*—¢p—1=0. (2.3)

Resolvendo essa equagao encontramos dois valores para ¢

C1xVT+4 1445
B 2 2

¢

Como ¢ > 0, pois £ e a sao comprimentos de segmentos e portanto positivos,
o sinal negativo da férmula acima nao serve, portanto ¢ ¢é tinico e satisfaz

~1,618. (2.4)

Temos portanto que dado o valor do denominador a sabemos que o valor do
numerador é ¢ = ¢a, onde ¢ é o valor dado em (2.4). Com esse valor de ¢,
podemos construir exemplos de razoes aureas e também formas geométricas
que sao aureas ou aproximadamente aureas, por exemplo, se construirmos
uma janela retangular com largura igual a 1m e altura igual a 1,6m teremos
uma janela que é aproximadamente durea, logo podemos considera-la como
esteticamente perfeita.

Queremos agora estudar o caso contrario, onde é dado o valor da altura da
janela e queremos saber a sua largura, isto é, dado o valor de ¢ e queremos
encontrar o valor de a. Nesse caso

a= —/.



O valor de 1/¢ pode ser calculado usando o valor de ¢ dado em (2.4) e fazendo
a divisao, ou dividindo a equacao (2.3) por ¢

¢—1—%:0 & %:gb—l,

e depois usando o valor de ¢ dado em (2.4). Assim obtemos que

1 1++5 -1 V5
f‘b”:( 2 )‘

l=—+— ~0,618. 2.5
5 T 0 (2.5)

Usando a nomenclatura dada na se¢do anterior e os valores obtidos em (2.4)
e (2.5) podemos afirmar que um segmento de comprimento (1 4 v/5)/2 tem
segmento dureo de comprimento 1 e um segmento de comprimento 1 tem
segmento aureo de comprimento (—1 + +/5)/2.

Observe que os valores de ¢ e 1/¢ dados respectivamente em (2.4) e (2.5)
sdo obtidos somando 1/2 ou subtraindo 1/2 a v/5/2. Usaremos esse fato mais
a frente.

Na introducao dissemos que a importancia da razao aurea vem do fato de
ser encontrada na natureza, no corpo humano, em obras de arte, na geometria,
etc. Agora que conhecemos em detalhes a sua definicao, podemos comprova-
la. Divida sua altura pela distancia do seu umbigo até o chao, e verifique se
da aproximadamente 1,6. Procure no seu corpo outras relacoes aureas, use o
Homem Vitruviano de Leonardo da Vinci para orientéd-lo, ou em objetos ao
seu redor, como por exemplo as dimensoes de um cartao de crédito. Além
do corpo humano a razao aparece no Parthernon e nas piramides (Grécia),
nas obras de Leonardo da Vinci como a Monalisa ou Gioconda, nas colméias
das abelhas, no crescimento de coelhos, na sequéncia de Fibonacci, em varias
figuras geométricas, no sélido Platonico Icosaedro, entre outros. Esses sao
temas interessantes para sua pesquisa.

3. Construcoes com Régua e Compasso

O compasso é um dos mais antigos instrumento de desenho, é utilizado
para tragar arcos de circulos, transferir medidas, construir angulos e resolver
problemas geométricos. A ponta metalica, usualmente chamada de ponta seca,
tem a forma de agulha e fica fixa no papel, enquanto a outra dotada de grafite
ou de uma caneta se movimenta para tracar arcos de circunferéncias, para
marcar pontos ou distancias.

Para simplificar as notagoes do texto, sempre que nao houver perigo de
confusao, identificaremos os segmentos usando a notagao na forma /B ou
simplesmente a. Vamos iniciar com um pequeno aquecimento. Vamos comen-
tar dois métodos bésicos de construgoes geométricas: métodos para desenhar



retas perpendiculares e retas paralelas. Dada um reta r e um ponto P em r,
suponha que queiramos construir uma reta s perpendicular a r e passando por

P.

Descricao do método de construcgao:

trace com a régua uma reta r e assinale s
um ponto P. Com a ponta seca em P e sl
uma abertura qualquer trace os pontos
A e B, sem alterar a abertura do com-

passo durante o procedimento. Agora

com uma abertura um pouco maior e a ‘

ponta seca nos pontos A e B determine ;1 p B
o ponto X acima de P, aqui também
a abertura deve ser mantida fixa. Una
com a régua o ponto X ao ponto P,
essa € reta perpendicular procurada.

Figura 2: Perpendicular

Justificativa: os triangulos AX P e PX B sao congruentes, pois seus respectivos
lados foram construidos sem alterar a abertura do compasso. Logo os angulos
internos desses dois triangulos no vértice P sao iguais e somam 180, portanto
esses dois angulos sao iguais a 90°, e portanto as retas sao perpendiculares.

Agora vamos considerar uma reta r e um ponto P fora de r. Queremos
desenhar uma reta s paralela a r e que passe por P.

Descricao do método de construcao: comece tracando uma reta r e marque um
ponto P fora de r. Abra o compasso com uma abertura maior que a distancia
de P a r. Voce vai utilizar essa abertura durante todo o processo, portanto
nao mude essa abertura. Com a ponta
seca em P trace um arco que comega
préoximo da reta r, corta r em dois
pontos, estenda o arco até aproximada-
mente 180°, chame o primeiro ponto de
interseccao do arco com a reta r de A,
como na figura 3. Com a ponta seca em
A trace um arco desde o ponto P até
encontrar a reta r, chame esse ponto de

C. Com a ponta seca em C' marque o A
ponto B no primeiro arco, veja a figura
3. Agora una o ponto B com o ponto Figura 3: Paralelas

P para obter a reta s procurada.

Justificativa: a pergunta natural é por que a reta é paralela? E a resposta
é porque APBC' é um paralelogramo. Os comprimentos dos segmentos AP,
PB, BC e CA sao todos iguais a abertura do compasso escolhida no inicio
da construcao do desenho, dai a importancia de nao se alterar a abertura do



compasso durante a execucao da figura.

4. O Segmento Aureo

O objetivo é construir com régua e compasso o segmento dureo como foi
definido na se¢ao 2. Como vimos naquela se¢ao precisamos de um método
geométrico que forneca segmentos de comprimentos

Vi -1 5
Ty

2 2

N | —

O primeiro método é apresentado na Figura 4.

Figura 4: Segmento Aureo

Descricao do método de construcao: trace uma reta e um marque nessa reta um
segmento arbitrario .« B, que consideraremos de comprimento 1. O método
visa encontrar o Ponto Aureo «’. Com a ponta seca do compasso em o7 e
abertura igual a 1, trace um arco que se inicia em B e vai até encontrar o
ponto B’, veja a figura. Usando o método de construgao de perpendiculares,
construa uma reta perpendicular que passa por 7. Agora vamos dividir o
segmento o/ B ao meio, abra o compasso com uma abertura maior que 1/2,
com a ponta seca em &/ trace pequenos arcos acima e abaixo da reta e depois
faca a mesma coisa com a ponto seca em B, chame os pontos de intersec¢ao
desses pequenos arcos de X e X', como na figura. Coloque a régua nos pontos
X e X’ e marque o ponto médio do segmento ./ B. Com a ponta seca no ponto
médio abra o compasso até o ponto C' e trace o arco até encontrar no ponto
/', como queriamos.

Justificativa: a justificativa é baseada nas férmulas (2.4) e (2.5). Dado um
segmento o/ B de comprimento 1, precisamos construir segmentos de compri-
mentos 1/2 e v/5/2. O segmento de comprimento 1/2 é facil, basta dividir o
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segmento de comprimento 1 ao meio, como fizemos. Para o segmento de com-
primento v/5 /2 vamos utilizar o teorema de Pitdgoras, que diz que a hipotenusa
de triangulo retangulo ¢ igual a raiz quadrada da soma dos quadrados dos cate-
tos, portanto um triangulo retangulo de catetos 1 e 1/2, tem hipotenusa h igual

1 5 V5
h: 1 _ = _ = —
Viei=y2=Y

que é o comprimento que precisamos. O método portanto se resume em di-
vidir o segmento de comprimento 1 ao meio e construir o triangulo retangulo
de catetos 1 e 1/2 como foi feito na figura. Feito isto, transferimos com o
compasso o comprimento /5/2 para a reta para encontrarmos o ponto .7’
Para completar a justificativa basta verificar que o segmento /' B tem com-
primento 1/24+/5/2, que é o caso dado em (2.4); e que o segmento 7’27 tem
comprimento —1/2 4+ 1/5/2, que é o caso dado em (2.5).

Os pontos & e /' da figura 4 sdo Pontos Aureos, o/ é Ponto Aureo do
segmento &/'B, e o/’ é Ponto Aureo do segmento B’A, portanto /B é o
segmento aureo de &7'B, e &'o/ é o segmento aureo de B'.</.

Outro método utilizado para construcao de segmentos aureos é apresentado
na Figura 5

Figura 5: Segmento Aureo

Descricao do método de construcao: suponha que 7 A tenha comprimento 1.
Divida esse segmento ao meio (como fizemos acima), depois construa a per-
pendicular e o triangulo retangulo A« B de catetos 1 e 1/2, veja a figura 5. A
hipotenusa desse triangulo mede v/5/2. Como sabemos para construir os seg-
mentos aureos precisamos adicionar ou subtrair um segmento de comprimento
1/2 a essa hipotenusa. Para isso, aumente o comprimento da hipotenusa,
coloque a ponta seca do compasso em B e abra o compasso até <7, o compasso
fica com abertura igual a 1/2, agora basta girar o compasso e marcar os pontos
C e D. Temos os segmentos aureos construidos. Para encerrar vamos trans-
ferir esses segmentos para o eixo horizontal. Com a ponta seca do compasso



em A e abertura igual a AD e depois igual a AC' marcamos os pontos A’ e &7".
Podemos entao afirmar que «/” é Ponto Aureo de &/ A e &/ é Ponto Aureo de
A'A.

5. O Retangulo Aureo

O Retangulo Aureo é considerado como esteticamente perfeito, é utilizado
por artistas e arquitetos em projetos que buscam harmonia e beleza. Um
retangulo é aureo se a razao entre o lado maior e o lado menor é aurea. Por-
tanto, se a e ¢ forem respectivamente o lado menor e o lado maior, eles satis-
fazem a condicdo (2.1), isto é,

Descri¢cao do método de construcao:
iniciamos construindo o quadrado
A/ CD de lado igual a a, veja a
figura. Depois utilizamos o método ol | B
dado na figura 4 para construir (na
vertical) o segmento A/’ de com-
primento . Temos que a é o seg- ) & C
mento aureo de ¢. Em seguida

construimos o retangulo menor de f

lados (¢ —a) e a. Os dois retangulos @

obtidos de lados (¢ — a) e a e de la-

dos a e ¢ sao aureos, pois seus lados 4 a 5

satisfazem a igualdade acima.

Fi 6: Retangulo A
Observe na ﬁgura 6 que o reténgulo 1gura (] angu (0] ureo

aureo maior foi obtido acrescen-
tando um retangulo dureo menor ao
quadrado de lado a. Portanto, a par-
tir de um Retangulo Aureo arbitrério
pode-se construir outros retangulos
aureos maiores ou menores, bas-
tando para isso, acrescentar um
quadrado para obter Retangulos
Aureos maiores, ou retirar um
quadrado para obter Retangulos
Aureos menores, veja a Figura 7.

Figura 7: Retangulos Aureos

Uma importante curva que esté relacionada com retangulos dureos e aparece
frequentemente na literatura é a Espiral Logaritmica. Essa espiral pode ser



construida facilmente a partir da Figura 7, acrescentando um arco de circun-
feréncia de 90° em cada quadrado, veja a Figura 8.

a

N\

Figura 8: Espiral Logaritmica

6. O Triangulo Aureo

Dizemos que um triangulo isésceles é aureo, se a razao entre a medida dos
lados maiores e a base é aurea.

Vamos desenhar um triangulo aureo supondo que é dado a medida a dos
dois lados maiores, veja a Figura 9

S
@4»

Figura 9: Triangulo Aureo

Descricao do método de construgao: iniciamos construindo um segmento C'D
de comprimento a, depois utilizamos o método dado na Figura 4 para construir
o segmento BC' de comprimento b, que é o segmento aureo de a. Vamos
repetir os detalhes dessa construcao para facilitar o leitor. Com o compasso
com abertura igual a a e com a ponta seca em B, e depois em C', marcamos o
ponto A, agora basta ligar A aos pontos B e C para obter o triangulo.
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Uma das primeiras curiosidades que aparece quando olhamos o triangulo
aureo é sobre seus angulos internos. Quanto valem? Como calculd-los? Uma
estimativa aproximada pode ser obtida com um transferidor, podemos também
usar o fato de que a razao aurea aparece naturalmente nas formas perfeitas,
e entao perguntar: serd que b é lado de poligono regular? Vamos verificar
primeiro geometricamente se esta pergunta pode ser verdadeira. Vamos colocar
um triangulo dureo ao lado do outro e verificar se forma uma figura geométrica.
Aqui cabe ressaltar que nao conseguimos desenhar medidas exatas, sempre ha
um pequeno erro. Outro ponto que salientamos é que quando repetimos um
determinado procedimento, por exemplo, colocando um segmento apos o outro,
estamos somando os pequenos erros, portanto o erro final fica maior. Com este
fato em mente vamos construir uma figura colocando os triangulos um ao lado
do outro, veja a Figura 10.

Descricao do método de construgao e conjectura: iniciamos construindo um
segmento AB, onde a é o seu segmento aureo, em seguida tragcamos uma
semicircunferéncia com centro em A e raio a, depois com a ponta seca do
compasso em C' e abertura igual a b marcamos o ponto da circunferéncia que
dista b do ponto C, unindo os pontos construimos o primeiro triangulo (veja
a figura 10), em seguida, com a mesma abertura do compasso, marcamos os
outros pontos na circunferéncia para formar os outros triangulos. Apds cinco
pontos chegamos ao ponto E que estd quase no eixo horizontal. Como a
diferenga é minima, podemos supor que foi devido aos erros cometidos e que
E esta no eixo horizontal (isso serd verificado com rigor abaixo). Portanto se
continuarmos na parte debaixo com mais 5 triangulos, teremos um deciagono
(poligono de dez lados) inscrito numa circunferéncia de raio a, com lado igual a
b (denotado por l1). Assim o angulo central do triangulo serd 360°/10 = 36°,
e os outros dois sao iguais a 72°. Vamos justificar as suposi¢oes que fizemos.

Justificativa: vamos mostrar que um triangulo isésceles com angulos internos
iguais 36°, 72° e 72° é um triangulo aureo, ou seja, se z é a medida dos dois
lados maiores e y é a medida da base, entao x e y satisfazem a condigao (2.1),

Y x
= —. (6.1)

rT—=Yy Y
Observe primeiramente que 72°/2 = 36°, entdo vamos iniciar construindo

a bissetriz do angulo da base. Com uma abertura de compasso menor que y
marcamos os pontos Y e Y’ depois com uma abertura maior e a ponta seca
em Y, e depois em Y’, marcamos o ponto X, agora com régua da direcao de
BX podemos tragar a bissetriz unindo o ponto B ao lado oposto do triangulo,
no ponto D.

Observe que o triangulo BC'D tem angulos internos 36°, 72° e 72°, logo é
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um triangulo isésceles, portanto o comprimento do lado BD ¢ y, veja a Figura
11.

Agora observe que o triangulo ABD também é isosceles, pois os dois angulos
da base sao iguais a 36°, entao o lado AD também mede y, consequentemente
CD mede z — y.

Agora com todos os angulos e medi-
das colocadas na Figura 11, vemos
facilmente que os angulos internos
dos triangulos ABC e BC'D sao 36°,
72° e 72° logo esses dois triangulos
sao semelhantes, portanto seus lados
sao proporcionais, isto é,

Temos que (6.1) estd verificada como

ueriamos.
d Figura 11: Justificativa

7. O Pentagono

O objetivo dessa secao é encontrar métodos de construcao com régua e
compasso de um Pentdgono (poligono regular de 5 lados), e também estudar
sua relacao com a razao aurea. Na secao anterior vimos que a base do triangulo
aureo ¢é o lado l;y do decagono, portanto ja temos um método de construgao
do decagono com régua e compasso. Outro poligono regular que podemos
desenhar com régua e compasso é o hexagono, poligono de 6 lados, pois o lado
lg do hexagono é igual ao raio da circunferéncia que o circunscreve. Os método
estudado a seguir foi baseado no texto de Carlos Marmo e Nicolau Marmo [1].

7.1 Construcao do Pentdgono inscrito numa circunferéncia.

Suponha que queiramos construir um pentagono inscrito numa circunferéncia
de raio R = AB, veja a figura abaixo.

Descricao do método de construgao: Inicie o desenho construindo o segmento
AB = R, trace a circunferéncia com centro em A e raio R.
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Figura 12: Pentdgono - dado o Raio

Use o método de construcao dado na Figura 9, para determinar o segmento
AD = {4y, que é o segmento aureo de R. Desenhe o triangulo retangulo AC'D;
a hipotenusa C'D desse triangulo é o lado l5 do pentagono (vamos justificar essa
afirmagao abaixo). Portanto com o compasso com abertura igual a C'D = 5
e a ponta seca em C marcamos os vértices £ e F', e depois com a mesma
abertura no compasso marcamos os outros vértices, agora ¢ s6 unir os vértices
para obter o pentagono.

Por que o método funciona? Vamos responder a seguir.

Justificativa: ja sabemos que o lado do decagono f19 é o segmento aureo do
raio R, portanto fq, satisfaz

810 R

Vamos utilizar esse igualdade no final da justificativa.

Como 360°/5 = 72° temos que o lado do pentdgono l5 é a base de um
triangulo isésceles com angulos internos 72°, 54° e 54°, e onde o lado maior
igual a R. Vamos justificar o método de construgao do Pentdgono mostrando
que o comprimento da base desse triangulo ¢ exatamente igual ao comprimento
do segmento C'D da Figura 12.

Comegaremos construindo um angulo de 72°. A maneira que temos para
construir esse angulo é através do triangulo dureo, pois, como sabemos, seus
angulos da base sao iguais a 72°. Desenhe um segmento AB = R e depois uma
circunferéncia com centro em A e de raio R, em seguida construa o triangulo
aureo AC'D de base {19 como foi feito na Figura 10. Temos o angulo de 72°
construido, veja a Figura 13.

13



Figura 13: Justificativa

Para construir o triangulo isésceles de angulos internos 72°, 54° e 54° vamos
alongar o segmento C'D e com o compasso em C' e abertura igual a R =
CA marcar o ponto F, o triangulo ACE é o triangulo isésceles procurado.
A sua base AE é o lado do pentdgono l5. Em seguida vamos construir o
triangulo retangulo AET da Figura 13. Trace um reta por E que seja tangente
a circunferéncia, chame de T o ponto de tangéncia, una 7" a A para obter o
triangulo retangulo AET. Para concluir a justificativa precisamos mostrar que
o triangulo AET é congruente ao triangulo AC'D da Figura 12, portanto suas
hipotenusas tém a mesma medida. Os dois triangulos tém um cateto igual R,
basta portanto mostrar que os outros dois catetos também sao iguais, isto ¢,
ET = (1. Para isso vamos utilizar a Poténcia de Ponto, que diz: se uma reta
passa por um ponto P e intersecciona uma circunferéncia em dois pontos A e
B, entao o produto das distancias PA . PB é constante, nao depende da reta.
A justificativa desse conceito estd no Apéndice, no final do texto.

Na Figura 13 temos duas retas que passam por E e interseccionam a cir-
cunferéncia, uma delas intersecciona nos pontos D e C, e a outra é tangente
em T', nesse caso os pontos de interseccao coincidem, entao pela poténcia de

ponto temos que
ET* =ED . EC,

ecomo ED =R — {1y e EC = R, temos que
ET? = (R— /(). R

Portanto por (7.1) temos que ET = {19 o que completa a justificativa.
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7.2 Razdo Aurea e o Pentéagono.

Essa secao mostra a enorme relacao existente entre as dimensoes do Pentago-
no e a razao aurea. E uma relacao que impressiona e cativa todos os interes-
sados nesse tema.

Considere o Pentagono construido na secao anterior e trace as suas diagonais,
veja a Figura 14.

Figura 14: Razao aurea e o Pentagono

Vamos iniciar mostrando que os angulos internos do Pentdagono sao iguais
a 108°. Como vimos na secao anterior, podemos construir um pentiagono
colocando lado a lado 5 triangulos isésceles de angulos 72°, 54° e 54°. O
angulo interno do Pentagono, que é formado por dois desses triangulos, é igual
a 2 .54° = 108° (pode-se também usar a férmula dos angulos internos de um
poligono).

O ponto principal para obter as relagoes dureas que procuramos € a veri-
ficacao de que as diagonais do Pentiagono dividem os angulos internos do
Pentdgono em trés angulos iguais de 36° cada um, veja a Figura 14. Essa
verificagao segue observando que os triangulos isésceles formados por dois la-
dos consecutivos do Pentagono e a respectiva diagonal, ou seja os triangulos
ABE, ABC, BCD, CDE e DEA, sao todos isésceles e congruentes, com
angulos internos de 108°, 36° e 36°.

Recordando que os triangulos aureos tém angulos internos de 36°, 72° e
72°, vamos procurar os retangulos aureos existentes na Figura 14. Quais sao?
Procure os triangulos aureos antes de continuar a leitura. Observe que no
interior da figura temos um outro Pentdgono menor (/5 = 108°), e portanto ele
tem as mesmas propriedades.
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Podemos agora resumir as relagoes dureas do Pentagono:

e O triangulo AC'D e os outros congruentes a ele sao aureos, logo Lz é o
segmento aureo da diagonal D.

e O triangulo C'DI e os outros congruentes a ele sao aureos, logo d é o
segmento aureo do lado Ls.

e O triangulo AFH e os outros congruentes a ele, inclusive GHI, sao
aureos, logo [5 é o segmento aureo da diagonal d.

7.3 Construcao de um Pentagono conhecendo o valor do lado.

Na se¢ao 7.1 estudamos um método de construcao de um Pentdgono inscrito
numa circunferéncia de raio R.

Se quisermos usar este mesmo
método para construir um Pentagono
no qual é dado o valor do lado, e
nao o valor do raio R, precisamos é5 R=¢
de uma relacao algébrica entre R e
(5. Da secao 7.1 temos uma relacao
desse tipo, dada pelo triangulo AC'D S A
da Figura 12. Para facilitar a leitura '
repetiremos esse triangulo ao lado.

Figura 15: Relacao entre R, {5 e ¢y

Essa relacao dada pelo triangulo retangulo é geometricamente muito in-
teressante, mas nao ¢ algebricamente amigavel, pois exige um trabalho de
manipulacao algébrica razoavel para determinar R a partir do valor de /5, pre-
cisamos inclusive recordar da secao 6 que ¢19 ¢ o segmento aureo de R, isto ¢,
lyo = (1/¢).R, e depois usar o teorema de Pitdgoras.

Nessa secao vamos estudar um método geométrico direto de construgao do
Pentagono onde é dado o valor do lado. O Método utiliza o fato dado na
secao anterior que diz que o lado de um Pentégono é o segmento aureo da sua
diagonal.

Vamos construir um Pentdgono onde o segmento AB = /{5 é um de seus
lados. Veja a figura abaixo
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Figura 16: Pentdgono - conhecendo o lado

Descricao do método de construgao: vamos utilizar o método dado na Figura
4 para construir um segmento AC' tal que AB seja seu segmento dureo. Este
método desempenha papel central neste texto, portanto vamos repeti-lo aqui.
Aqueles que ja conhecem bem o método podem pular para o proximo paragrafo.
Com a ponta seca do compasso em B e abertura igual a AB tracamos uma
semicircunferéncia para determinar o ponto A’. Com a ponta seca em A e
depois em A’ tracamos pequenos arcos obtendo o ponto X. Temos que a reta
BX é perpendicular a AB e intersecciona a semicircunferéncia em B’. Agora
vamos determinar o ponto médio M do segmento AB. Com a ponta seca do
compasso em A e depois em B e uma abertura um pouco maior que a metade
de AB, tracamos pequenos arcos para marcar os pontos Y e Y’ desse modo
Y'Y’ corta AB em seu ponto médio M. Com a ponta seca em M e abertura
igual a M B’ tracamos um arco para encontrar o ponto C' e temos que AC' é o
segmento procurado,

Temos que AB é o segmento aureo de AC, portanto AC' é a diagonal do
Pentdgono de lado AB. Podemos construir o Pentagono. Com a ponto seca
em A e depois em B, e abertura igual a AC' tragamos pequenos arcos para
encontrar o ponto . Com abertura igual a AB, e com a ponta seca em D e
depois em A marcamos o ponto E, e de modo analogo encontramos o ultimo
vértice F'. O Pentagono esta pronto.

7.4 O Pentagrama.

O Pentagrama é uma estrela de 5 pontas formada pelas diagonais do Pentagono,
veja a Figura 17.
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Figura 17: Pentagrama

As relagoes aureas que possui sao tao grandes que muitas vezes é chamado
de méagico ou divino. E utilizado como simbolo do infinito, pois contem em seu
interior outro pentagrama, e assim sucessivamente. Pitagoras o considerava
de tamanha importancia que o utilizou como emblema da sua escola.

Essa estrela, usualmente desenhada sem tirar o lapis do papel, tem sido uti-
lizada ao longo do tempo por varias civilizagoes com os mais variados significa-
dos: misticos, magicos ou cientificos. E usualmente utilizada como emblema,
talisma, como simbolo de protecao contra energias negativas, e também:

e Na astronomia: na érbita do planeta Vénus. O planeta Vénus orbita 13
vezes para cada 8 érbitas da Terra. Assista o video:
https://www.facebook.com/watch/?v=238877927956329.

e No corpo humano: as 5 pontas representando a cabeca, 2 maos e 2 pés
(veja a pintura Homem Vitruano de Leonardo da Vinci, 1.452); nos 5
sentidos; e nos 5 dedos.

e Na numerologia: como soma do masculino 3 com o feminino 2.

e No esoterismo: 5 elementos da terra (espirito, terra, ar, fogo e dgua);
5 chagas de Cristo; no ciclo da vida (nascimento, infancia, maturidade,
velhice e morte).

e Outras associagoes: como o Pentagrama invertido, obtido pela rotacao
de 180° da Figura 17, é associado ao satanismo e ao mal.

A mensagem de que para saber fazer é preciso antes
saber a teoria, é o caminho para a motivagao e o conhe-
cimento.
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Apéndice

Poténcia de Ponto: Se uma reta passa por um ponto P e intersecciona uma
circunferéncia nos pontos A e B, entao o produto das distancias PA . PB é
constante, nao depende da reta.

Prova: Considere uma circunferéncia e uma reta que passa por um ponto P, do
lado de fora da circunferéncia, e que intersecciona a circunferéncia nos pontos
A e B, veja a Figura 18.

Figura 18: Poténcia de Ponto

Com a ponta seca do compasso em A e depois em B, e uma abertura
apropriada, trace pequenos arcos para determinar o ponto X. Com a régua
na diregao OX trace o segmento OM, que é perpendicular a AB e divide AB
em duas partes iguais, que chamamos de m. Temos entao que

PA.PB=(PM —m).(PM+m)=PM?*—m?* (7.2)
Usando o Teorema de Pitdgoras nos triangulos retangulos POM ¢ AOM

temos respectivamente que PM? = PO? — OM? e m?> = R*> — OM?. Substi-
tuindo esses dois valores em (7.2), obtemos

PM? —m? = (PO* — OM?) — (R* — OM?) = PO* — R?, (7.3)
portanto de (7.2) e (7.3) segue que
PA.PB= PO*> - R*.

Essa ultima expressao PO? — R? justifica a afirmacao da Poténcia de Ponto,
pois depende da distancia PO e do raio R, e nao da reta.

Dedicatéria.

Dedico este texto ao meu neto Ivan por sua aptidao e interesse pela Matematica.
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