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Resumo

Este trabalho aborda o método de gradientes conjugados para resolucao do sub-
problema de regides de confianga para minimizacao irrestrita. Nosso objetivo consiste
em descrever um estudo intuitivo e detalhado sobre este método, partindo de uma
introdugao aos métodos de direcoes conjugadas, alguns pré-requisitos e ferramentas
necessarias para a compreensao dos gradientes conjugados e sua integragao com a es-
tratégia de regido de confianca para minimizacao irrestrita. A implementacdo com-
putacional do método no CAS Maxima proporcionou a experimentacao numérica, que
validou o estudo e a implementagao feitos e permitiu uma comparacao para problemas
de quadrados minimos com o método de Levenberg-Marquardt.

Palavras-chave gradientes conjugados, regides de confianga, minimizacao irrestrita,
CAS Maxima.

Abstract

This work focus on the conjugate gradient method to solve the trust region sub-
problem for unconstrained minimization. We aim to describe an intuitive and detailed
study about this method, starting from an introduction to methods of conjugate di-
rections, some necessary requisites and tools for understanding the conjugate gradient
method and its integration with the trust region strategy for unconstrained minimiza-
tion. The computational implementation of the method using the CAS Maxima enabled
the numerical experiments, which validated the study and the implementation done and
allowed a comparison between conjugate gradient and Leverberg-Marquardt for least
squares problems.

Key words conjugate gradients, trust region, unconstrained minimization, CAS Max-
ima.
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1 Introducao

Neste trabalho, vamos considerar o problema de minimizacao irrestrita:

min f(x)
s.a. x € R, (1)

onde f:R™ — R é suave e duas vezes continuamente diferenciavel em R".

Para resolver o problema (1), vamos usar o método de regides de confianga, definindo a
cada iteragao o modelo quadratico ¢.(p) em torno do ponto corrente z,. e resolvendo, exata
ou aproximadamente, o subproblema:

. 1
min QC(p) = f(xc) + QCTP + §pTHcp

sa. [pl < A, (2)

onde A. é o raio da regidao de confianga corrente, g. = V f(z.) € R™ é o vetor gradiente,
H, = V?f(x.) € R™" ¢ a matrix hessiana da funcao objetivo avaliada no ponto z. e ||.|| é
a norma euclidiana. A solugao p* do problema (2) serd o passo para obter o préximo ponto
para o problema (1), z,, = z. + p*.

Neste contexto, vamos abordar o método de gradientes conjugados para resolugao
do subproblema (2). Nosso objetivo consiste em descrever um estudo intuitivo e detalhado
sobre este método, partindo de uma introducao aos métodos de direcoes conjugadas, alguns
pré-requisitos e ferramentas necessarias para a compreensao dos gradientes conjugados e sua
integracao com a estratégia de regiao de confianga para mimimizacao irrestrita.

2 Métodos de direcoes conjugadas

Para estudar o método de direcoes conjugadas, considere o problema de resolver um
sistema linear possivel e determinado

Az =0, (3)

com matriz dos coeficientes A € R™™ simétrica e definida positiva, vetor dos termos inde-
pendentes b € R" e vetor das incégnitas © € R". A solucdo z* de (3) é o minimizador do
problema quadratico:

1
ming(x) = §xTAa: —b'r+c (4)
s.a. x € R™.

Essa equivaléncia nos permite analisar o algoritmo como uma estratégia tanto para re-
solver um sistema linear quanto um problema de minimizacao quadrética, pois resolver (3)
equivale a encontrar um ponto estaciondrio para a funcao g em (4). De fato, como:

Vq(x) = Ax — b,

entao

Vq(z*) =0 <> Az" =b.
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Sendo ¢ estritamente convexa, pois A é positiva definida, condicées necessérias de pri-
meira ordem sao suficientes para concluir que z* é minimizador do problema (4).
Primeiro, vamos definir os seguintes conceitos:

Erro O erro corresponde, na i-ésima iteracao, a quanto nos falta para chegar a solugao x*
do problema:
*-
€ =T — T (5)

Residuo O residuo corresponde ao valor de quao longe estamos de satisfazer as equagoes
lineares do problema (3), equivalendo ao oposto do gradiente da funcao ¢ avaliado em

i
ri =b— Az, = —Vq(x;). (6)
Como z* é solucao do problema (3), o erro e o residuo se relacionam da seguinte maneira:
r, = b — A[EZ
ri = Ax*— Ax; = A(z" — x;)
r; = —Ae;, pela Equacao (5) (7)

Com isso, suponha que nosso objetivo a cada iteragao é definir
Tiy1 = T + qid;, (8)

de tal forma que a direcao d; seja esgotada, ou seja, que encontremos o passo 6timo para
percorré-la. A maneira mais direta que temos é estabelecer a ortogonalidade entre a i-ésima
diregdo e o termo do erro da etapa (i + 1):

diTeZ-H =0. (9)
De (8) e (9), podemos escrever:

_ dZTGZ
dTd;’

Repare que (10) em (8) ¢ uma projegao do erro da i-ésima etapa sobre a dire¢ao d;. Isso
significa que o préximo iterando x;,; estard o mais proximo possivel da solucao x* dado o
quanto a diregao d; é capaz de permitir, portanto (10) determina o passo 6timo a percorrer
nessa dire¢ao.

Entretanto, nao conhecemos o erro, pois se este fosse conhecido o problema estava re-
solvido. Todavia, a relagao (7) nos d4 uma equivaléncia entre o erro e o residuo, que por
sua vez é conhecido. Este fato sugere tomarmos uma referéncia que envolva a matriz A de
tal maneira a poder usar o residuo. Entao, ao invés de estabelecer a ortogonalidade, vamos
procurar diregoes conjugadas ou A-ortogonais ao erro. Diz-se que os vetores de um conjunto
{vp}}=; sdo A-ortogonais ou conjugados se:

v Av; = 0,Vi # j.

(10)

o; =

Entao, vamos tomar:
d} Aejy1 = 0. (11)

A relagao (11) nos da dois resultados imediatos:
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1. Nao se conhece o erro, entretanto se conhece uma expressao que relaciona o erro com
o residuo na i-ésima iteragao, em vista disso, por (7) em (10), temos:

T Ad,
dzTTi

= TaL (12)

o; =

2. Essa relagao equivale a fazer uma busca linear exata ao longo da direcao d;. Para isso,
basta pedir que a derivada direcional de ¢, definida em (4), na dire¢ao d;, avaliada em
i1 = x; + ad; valha zero, ou seja:

%q(wi—i—adi) =0

(Axi—i—l - b)TdZ =0

—rl-THdi = 0, pela Equagao (6)
dl' Ae;y1 = 0, pela Equacdo (7), (13)
portanto a relacao (11) satisfaz:
q(x; + aud;) = miﬂg q(x; + ad;). (14)
aE

Por fim, um dos resultados mais importantes do uso da conjugacao entre as diregoes é
que um problema n-dimensional é resolvido em, no méaximo, n passos. Para mostrar este
resultado, inspirados na proposta de Izmailov e Solodov [5, cap. 3], vamos primeiro apresentar
um lema, mostrando que um conjunto de direcoes conjugadas é linearmente independente.

Lema 1. Para toda matriz A € R™" simétrica e definida positiva, um conjunto {dk}z;é de
direcoes dj, € R™ A-ortogonais ou conjugadas entre si € linearmente independente.

Dem. Vamos fazer esta prova por absurdo. Suponha que podemos escrever dy como uma
combinacao linear dos vetores do conjunto {dy,...,d,_1}. Entao:

n—1
dO = Zﬁzdu (15)
1=1

com 3, € R,1=1,...,n—1. Pré-multiplicando (15) por di A, dado que a matriz A é definida
positiva e a dire¢ao dy é nao nula e conjugada as diregoes {dy,...,d,_1}, temos que:

n—1
0 < dfAdy = BidyAd, =0,
1=1
o que nos da a contradigao. [ ]
O Lema 1 garante que é possivel formar uma base para o R” com o conjunto {d;} das n

diregoes conjugadas. Vamos a prova de que qualquer método de direcoes conjugadas resolve
o problema (4) em, no méximo, n iteragoes.
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Teorema 1. Para qualquer ponto inicial zo € R™, a sequéncia {xy} gerada por (8), escolhendo-
se qualquer congunto {dy,dy,...,d,—1} de diregcoes conjugadas entre si, converge para x*,
solugdo global do problema (4), em, no mdzimo, n passos.

Dem. Seja z* € R” solugao do problema (4). Pela convexidade do problema, z* é solucao
global.

Como o conjunto {dy,ds,...,d,_1} é linearmente independente, pelo Lema 1, podemos
escrever o erro inicial como combinacgao linear destas direcoes. Temos, entao:

n—1
ep =x9— 2" = Zafdﬂ’ (16)
7=0
como,€R,7=0,1,...,n— 1. Mas por (8), podemos escrever:
n—1
r* =19+ Z a,d,, (17)
7=0
para escalares a; definidos em (12). Essa relacdo sugere demonstrar que a, = —o,,

V) = 0,1,...,n — L.
Pré-multiplicando (16) por di A, vem que:

df Aey = opdi Ady, pela conjugacdo das direcdes
dZAeO
=0, =
g dL Ady,
df A o aud,
_ G (60";21= a ), pela conjugacao das diregoes
d, Ady,
deek ~
= , pela Equacao (8
dl Ady, (®)
dT
= _dgk/: ;k, pela Equagao (7)
= —ag, pela Equagao (12), (18)

o que nos da o resultado esperado. A relagao (18) pode ser vista como o processo de eli-
minar o ¢-ésimo termo do erro, a cada iteragao, na base formada pelas direcoes conjugadas

{d07d17 s adn—l}:

i—1

n—1 -
= Z(jﬂdﬁ - Zajd], pelas Equagoes (16) e (18)
7=0

J=0

n—1
= Y ayd, (19)
7=t



2 METODOS DE DIRECOES CONJUGADAS 6

Apoés n iteragoes, todas as componentes serao eliminadas, e o erro zerado. ]

Neste ponto, sabe-se, pelo Teorema 1, que para resolver os problemas (3) e (4) pelo
esquema (8) em, no méximo, n iteragoes, basta conhecer um conjunto de diregoes conjugadas
entre si {dk}z;é. Por isso, agora, apresentamos um método para se obter este conjunto, que é
a conjugacao de Gram-Schmidt, e também vamos apresentar uma relagao interessante entre
esse método e a eliminacao Gaussiana para resolucao de sistemas lineares.

2.1 Conjugacao de Gram-Schmidt

Esse processo é bem semelhante ao conhecido processo de ortogonalizacao de Gram-
Schmidt, entretanto usa informacoes da matriz A para fazer com que os vetores aos quais
forem aplicados o método se tornem conjugados entre si.

. . ~ . . n—1

Suponha que queremos obter um conjunto de diregoes conjugadas entre si {di};_;. O
método consiste em partir de um conjunto de vetores linearmente independentes entre si

U = {ugp, uy, ..., up_1} e construir a diregao d; subtraindo de u; as componentes que nao
forem conjugadas aos vetores {dy, ..., d;_1}. De uma maneira pratica, toma-se dy = wuy e,
para: = 0, 1, ..., n—1:
i—1
di = u; + E Birdy;, (20)
k=0

onde [ € R™ é definido para todo k < ¢. Para encontrar seu valor, basta pés-multiplicar o
transposto de (20) por Ad;, j < i:
i—1
df Ad; = ulAd;+Y Badf Ad;
k=0
d’fAdj’

=B = — j<ii=01,..,n—1 (21)

Com isso, temos:
dg = Ug

e, para ¢ > 1:

i1 7
U; Adj
do= w2 A,

=0

1—1 T
d;d: A
— (=S85, 22
( zdjwj)uz (22)

j=0

Do ponto de vista computacional, o método de Gram-Schmidt apresenta a grande des-
vantagem de requerer o armazenamento de todas as direcoes usadas até a i-ésima etapa para
se obter a diregao da etapa (i + 1).

O principal ponto a ser destacado aqui é que obter direcoes conjugadas equivale a obter
direcoes ortogonais em um espago reescalado. Ora, basta tomar A = [ que a conjugacao se
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torna ortogonalidade e o processo de conjugacdo de Gram-Schmidt é o préprio processo de
ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

Agora vamos analisar a escolha do conjunto {uy}. Embora escolhas mais inteligentes
sejam possiveis — veremos adiante que o método de gradientes conjugados é um bom exem-
plo disso, a escolha trivial para esse conjunto é a base canonica do R", ou seja, a i-ésima
coordenada do vetor u; é 1 enquanto as demais coordenadas sao 0. Aplicar o método de
conjugacao de Gram-Schmidt sobre uma base canonica do R™ equivale a aplicar a eliminacao
de Gauss sobre sobre uma matriz A simétrica e definida positiva [11]. E o que vamos discutir
na préxima secao.

2.1.1 Uma relacao interessante

Como dito anteriormente, dado o problema (3), para a matriz dos coeficientes A € R™*"
simétrica e definida positiva, aplicar a eliminacao de Gauss equivale a usar o método de
conjugacao de Gram-Schmidt aplicado ao conjunto inicial de vetores canonicos do R" e,
portanto, a eliminagao Gaussiana pode ser vista como um método de direcoes conjugadas.
Essa relacao é interessante e nao trivial, e ja estava presente no trabalho de Hestenes e
Stiefel [4, Segao 12].

Primeiro, vamos olhar mais atentamente para o método de eliminacao de Gauss. Essa
estratégia consiste em transformar uma matriz arbitraria M numa matriz na forma escada,
dita triangular superior, através de operagoes elementares, isto é, trocas de linhas (associ-
ada a estratégia de pivoteamento utilizada), multiplicacdo de uma linha por um escalar nao
nulo e substituicao da ¢-ésima linha pela ¢-ésima linha mais um multiplo da j-ésima linha.
Em nosso contexto, vamos estudar essa transformacao sobre matrizes quadradas, particular-
mente simétricas e definidas positivas, ja que nosso objetivo é relacionar esse processo com
conjugacao de Gram-Schmidt. Por exemplo, seja a matriz A:

8 2 1
2 6 3 |,
1 3 4
aplicando a eliminacao de Gauss, temos:
8 2 1 8 2 1
A= 2 6 3 | Lo« Ly—025L; | 0 55 275 | Ly« Lz —0.125L)
1 3 4 1 3 4
8§ 2 1 [ 8 2 1
0 55 275 | Ly« Ls—05Ly| 0 55 275 | =U.
0 2.75 3.875 0 0 25

Neste exemplo, usamos trés operagoes elementares e chegamos a uma matriz triangular
superior. As operagoes elementares aplicadas sobre a matriz A podem ser expressas por ma-
trizes { E }3_, tais que cada matriz elementar representa a operagao elementar aplicada sobre
a matriz identidade. Com isso, nossa matriz triangular U pode ser obtida pela expressao:

U - E3E2E1A.



2 METODOS DE DIRECOES CONJUGADAS 8

Repare que o processo de eliminacao Gaussiana sem pivoteamento para A € R™*" produz
uma fatoragdo A = LU de tal forma que:

_ p-lp—1p-1
L=FFE, E;,
e, ainda, que desta oOtica pode ser visto como um processo iterativo tal que, se denotarmos

E]:EmEl, 322,,n—1

o i)

AL = 4

onde

e tomarmos:

na k-ésima iteracao, teremos: R L
Ak — E) - E3F5A,

comk=2,....,n—1.

Como estamos considerando matrizes simétricas e definidas positivas, o processo de eli-
minacao de Gauss é estavel, seu produto final é tnico e a estratégia de pivoteamento é
desnecessaria. Por isso usamos apenas a operacao elementar de eliminagao por linha, em
que substituimos a i-ésima linha pela i-ésima linha mais um multiplo da j-ésima linha. Essa
operacao pode ser dada por:

A
A — A — A’]Aj, parai=j+1,..,n. (23)

JJ

A eliminagao por linhas expressa em (23) consiste em zerar elementos abaixo da diagonal
da matriz, das colunas da esquerda para a direita, sucessivamente, de modo a produzir uma
matriz triangular superior. Negte contexto, vamos representar este processo como aplicacoes
consecutivas sobre matrizes A® € RM=HDx(=+1) " com o objetivo de produzir, a cada
iteracao, algo da forma:

T
16 _ ( i ) (24)
com a; € R, w; € R ¢ E(iil? e R(=9x(=9) " Tradicionalmente, para a k-ésima linha,
k=2,...,n—1, denotada por A,(;) para a i-ésima etapa, podemos escrever:
1) 1) Al(vi)l 1)
Ak %Ak - A(Z-’) Al ) (25)
Aty

que é a expressao (23) aplicada & submatriz A\S)

Seja Z € R—Hx(n=i+1) 3 matriz cujo vetor-coluna z, é o k-ésimo vetor canonico do
R~ portanto Z ¢ a identidade de ordem (n — i 4 1). Podemos denotar os elementos de
A como:

-~

Aglj) = TAW (26)
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De (26) em (25), temos:

(AT A ( _AL A ) = AWy,

2z
2T AG) 2

(27)

A semelhanga entre a expressao (27) e o método de conjugacao de Gram-Schmidt apresen-
tado em (22) nao é mera coincidéncia. Os vetores {1, } sdo, pela expressao entre parénteses,
conjugacao dos vetores da matriz Z com relagao ao vetor z;. Entao, se definirmos a matriz

f(i) _ (191 9y .. '19”_”1) 7f(z‘) c R(n—i-&—l)x(n—i-l—l)’

podemos determinar uma matriz 7™, i = 1, ..., n, tal que:
= 0
i) (k’) T~ 7 nxn
k=1

onde I(;) ¢ a matriz identidade de ordem k. Assim, podemos aplicar:

AW — 7@ g

Y

e, na etapa (n — 1), obter a matriz triangular superior U usando TN =T

(28)

U=TA.
Como o processo de eliminacao Gaussiana, neste caso, produz uma fatoracao A = LU e
de (28):
A=T71U,
podemos concluir que:
L=T"

e que T ¢ triangular inferior. Ainda, se pés-multiplicarmos (28) por 77, temos:

UrT = TAT”.

Como U e T7T sao triangulares superiores, entdao TATT deve ser triangular superior.
Entretanto, T é triangular inferior, por conseguinte TATT deve ser uma matriz diagonal.

Com isso, concluimos que as colunas de T sao conjugadas entre si, isto é:

T . .
TAT;) =0,Vi # j.

No Algoritmo 1, apresentamos o método para encontrar a matriz 7' = T~ usando esta

estratégia.
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Algoritmo 1: Eliminacao de Gauss e conjugagao Gram-Schmidt
Dados A € R™", faga:
T=1,;
1=1;
A0 — A;
para k =n,...,2 faga

N =

W

o | A0 —FA0,
9 A — 4G [2:k;2:k];

10 se k # n entao
I, 0
T = ~ | T
" (0 T)
fim
12 1=1+1;
fim

13 retorna T

2.2 Otimalidade do método de direcoes conjugadas

Métodos de diregoes conjugadas possuem, além da convergéncia apresentada no Teo-
rema 1, uma propriedade valiosa: encontram, a cada iteracao, a melhor solugao possivel no
espaco explorado.

O espaco em questao trata-se do subespaco gerado pelas k dire¢oes conjugadas na k-ésima
iteragao, que sao linearmente independentes como provado no Lema 1 e que denotaremos por

Dy = span{dy, dy, ..., dp_1}. (29)

Neste contexto, a melhor solucao pode ser interpretada de dois pontos de vista diferentes,
entretanto equivalentes:

e O método escolhe o valor do erro e na variedade afim ey + D), que minimiza o quadrado
da norma de energia, isto é, que minimiza ||e;]|%, para todo k =0,...,n — 1.

Para ver essa propriedade, retomemos a expressao (19), em que o erro era escrito
como combinacao linear das diregdes. Sabe-se que |ex||} = el Aey, portanto, podemos
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expressar a norma da energia também em termos das direcoes conjugadas, ou seja:

n—1 n—1
leslla = > ajoud] Ade
j=k =k
n—1
= Z a?-d]TAdj, pela conjugacao das diregoes. (30)
=k

Repare que as diregoes com as quais a norma da energia do erro na k-ésima etapa se
relaciona na expressao (30) ainda nao foram usadas, ou seja, qualquer outro valor do
erro tomado no espago eg+ Dy serd formado por combinagoes dessas direcoes, alem das
que ja foram usadas. Com isso, podemos concluir que a norma do erro obtida em (30)
¢ minima. Isto é consequéncia direta da expressao (19), quando concluimos que, a cada
iteracao, uma componente do erro era zerada e, portanto, apds n iteragoes, o erro é
zerado.

e A cada iteragdo k, o iterando x; minimiza a fungao ¢ definida em (4) na variedade afim
o + Dy, para todo k=0,...,n — 1.
Se tomarmos ¢ =0, ..., k, temos:
VC_I(%H)sz‘ = (Aﬂszﬂ - b)Tdi
= $£+1Adi - dez
k
= (Tip1+ Z a;d;)" Ad; — b"d;, pela relacio (8)
j=i+1

= xﬁlAdi — bTd;, pela conjugacao das direcoes
= (AZL‘Z‘_H — b)le

Pela equagao (13) e pela relagao (14), temos que:

Por conseguinte, podemos concluir de (32) em (31) que:

Vq(zpp1)'d; =0,Vi=0,... k. (33)
A relagao (33) diz que a derivada direcional ao longo da dire¢ao d;, i = 0, ..., k, sempre
serd zero no iterando xy1, obtido na k-ésima iteragao. Como o problema é quadratico,
vem que xry; ¢ minimizador de ¢ no espaco xy + Di, para todo £ = 0,...,n — 1.

Vale dizer que esta proposicao reafirma o Teorema 1 pois, se x; minimiza g na k-ésima
iteragao, entao, na pior das hipéteses, quando k = n, x* = x,, serd o minimizador de ¢
no R"™.

Na préxima secao, vamos apresentar o método de gradientes conjugados, suas principais
propriedades tedricas e porque ele ¢ um método de direcoes conjugadas que se sobressaiu aos
demais.
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3 Método de gradientes conjugados

O Método de Gradientes Conjugados (MGC) é um método de dire¢oes conjugadas bem
interessante por suas propriedades tedricas e desempenho, especialmente em problemas de
grande porte. Em linhas gerais, o MGC é uma estratégia de direcoes conjugadas em que
os passos de busca sao construidos pela conjugagao dos residuos (que s@o os opostos dos
gradientes, como definimos em (6)). De forma mais especifica, nosso conjunto de vetores
linearmente independentes U, definidos na Secao 2.1, a partir do qual o conjunto de dire¢oes
conjugadas é construido, serd composto pelos residuos do sistema linear (3) nas respectivas
iteragoes.

A escolha dos gradientes para este conjunto apresenta algumas propriedades tedricas
bem tteis. Primeiramente, vamos mostrar que os gradientes formam um conjunto de vetores
linearmente independentes, ja que este é o primeiro requisito para definicao do conjunto .
Além disso, vamos mostrar que esse conjunto apresenta uma propriedade mais interessante:
é ortogonal. Essa propriedade sera o principal ingrediente para mostrar porque o método dos
gradientes conjugados é o destaque entre os métodos de diregoes conjugadas.

Lema 2. Seja ¢ : R" — R definida em (4), com A € R™™ simétrica e definida positiva
eb € R". Dado o ponto inicial zo € R™ e a sequéncia {xy} gerada pelo metodo de gradi-
entes conjugados, entao para todo k = 1,...,n, os gradientes Vq(xo), Vq(z1),...,Vq(xr_1)
compoem um conjunto de vetores ortogonais em R™.

Dem. A prova é feita por inducao. Para k = 2 os gradientes Vq(xq) e Vg(x1) sao ortogonais,
pois dy = —Vq(xp) e pela relagao (13):

VC]($1)TCZ0 = 0.
Agora vamos supor que esta relagdo seja verdadeira para k > 2, isto é:
V() 'Va(z) =0,Vi=0,1,...,k— 1. (34)

Como o nosso conjunto U serd composto pelos gradientes, temos, de (20), para
u =1; = —Vq(z;):

i1
di = —Vq(z;)+ Z Biedy
=0
i—1
Vq(x;)) = —d;+ Z Biedy, parai=0,..., k. (35)
=0

Sabendo que (33) vale, de (34) e (35), temos:

i—1
Va(re) Valz) = VCI(iUkH)T(—dH-Z@ede)
=0

i—1
= —VCI(karl)sz‘ + Z BiEVQ($k+1)TdK

=0

— 0, Vi=0,1,...,k
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que nos da o resultado esperado. [ ]

Frente a propriedade de ortogonalidade do conjunto U apresentada no Lema 2, retomemos
a relagao (7) do ponto de vista do processo iterativo do MGC. Temos:

Ti+1 = _A€i+1
= —A(e; + a;d;), pela Equagao (8)

A relagdo (36) mostra que, além da propriedade de ortogonalidade com os demais residuos
do conjunto U, na i-ésima iteracao o residuo r; é uma combinacao linear do residuo r;_; e do
vetor Ad;_1. Do ponto de vista computacional, o uso desta equacao proporciona uma redugao
na quantidade necessaria de produtos matriz-vetor para computar o i-ésimo iterando, visto
que o produto Ad;_; ja foi usado no calculo do coeficiente a; em (12).

Diante disso, dado o processo de conjugagao de Gram-Schmidt, de (21), com nosso con-
junto U formado pelos residuos, temos:

T
r; Ad,;
b, = oA o)
Pré-multiplicando (36) reescrita no indice j por r!, temos:
ririg = rlry—arl Ad;
arf Ad; = rlry—rlrig (38)

Usando a propriedade de ortogonalidade do conjunto dos residuos, de (38) teremos:

e Sei=j,entdorir; #0erirjy =0;

T

e Sei=j+1,entdao r/r; =0er!rjy #0;

e Para qualquer outro valor de i e j, rir; =0erir; 1 =0.

Ora, se rlr; = 0 e rlrjy; = 0 entdao r! Ad; = 0 e, consequentemente por (37), f;; = 0,
sempre que ¢ # j e i # j + 1. Por conseguinte, o somatério da equagao (20) é eliminado,
exceto para o ultimo iterando da soma, em que j =i —1 =i = j + 1. Devido a isso, de (38)
temos que:

TZ-TAdj =

T

07

resultando em um unico coeficiente nao-nulo que sera:

1 rr;

Bi = ﬂi,ifl = o1 diT_lAdi—f

(39)

Eis a grande vantagem do MGC: como dentre todos os termos do somatério de (20) s6
restou um devido a ortogonalidade dos elementos do conjunto U, entao nao é mais necessario
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armazenar todas as diregdes {d,},_{, geradas até a i-ésima iteragdo, reduzindo a relagio (20)
para simplesmente computar:

d; = r; + Bid;—1, com f; dado por (39). (40)

Como o valor de «;_1 é conhecido (12), podemos manipular (39) de forma que:

T
b= (41)
No entanto, se pré-multiplicarmos (40) por r;, vem que:
rlid; = rlri+ Borldiy
rid; = rlr;, pela Equacgdo (33). (42)
Com isso, podemos simplificar (41) e obter:
Ty
b= (43)

Por fim, os elementos apresentados até agora compoem o Algoritmo 2.

Algoritmo 2: Método de Gradientes Conjugados
Dados zp € R™ o ponto inicial, A € R"*" simétrica e definida positiva, b € R" e uma
tolerancia € € R suficientemente pequena, entao:
1 dy =19=0— Axg;
2 parai=0,...,n faca
T
3 =
b dFAdy
4 Tip1 — T + 0gd;;
Fip1 =i — o Ady;
6 se ||ri11]|| < € entao retorna w;,;
T
Tip1Tiv1
7 Biv1 = e
8 diy1 = riv1 + Biv1di;
fim

3.1 Sobre a convergéncia do MGC

Um dos principios do MGC é que ele resolve um problema de dimensao n em, no maximo,
n iteragoes. Todavia, erros de aproximacao e arredondamento podem afetar essa propriedade.
Por isso é importante a andlise de convergéncia, para mostrar que o algoritmo é capaz de
convergir a solucao do problema em todos os casos. Além disso, por se destinar a resolver
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problemas de grande porte, seria desejavel que pudesse convergir em menos que n iteragoes.
Nesse sentido, uma analise que permita estimar o pior caso é interessante.

A base para analise de convergéncia deste método vem da forma particular que o espaco
gerado pelas diregoes conjugadas possui. Em (29), apresentamos o espago D;, formado pelas
diregoes conjugadas, no qual o MGC encontra a melhor solucao possivel. Todavia, como as
direcoes sao construidas a partir dos residuos, entao D; também pode ser expresso como:

D; = span{rg,T1,...,7i 1}

Mas, pela relagao (36), temos que o residuo, na i-ésima iteragao, é gerado pela combinagao
linear do residuo da iteracao anterior r;,_; e do vetor Ad;_;. Como d;_, € D;, entao temos
que o novo subespaco D;,; serda formado pelo subespago anterior D; e o subespago AD;.
Portanto:

Di = span{do, Ado, AQdo, c. ,Ai_ldo}
= span{rg, Arg, A’rg, ..., A" g}
= span{Aeg, A%ey, A’ey, ..., A'ey}, pela Equacdo (7). (44)

A partir deste ponto, consideremos que o iterando (8) é escrito da seguinte forma:
Tip1 = w0 + Pi(A)ro, (45)

sendo que a selecao do conjunto de coeficientes para os polinomios P; determina a sequéncia
{1} gerada. Subtraindo z*, de (45), sabendo que (6) vale, vem que:

Tip1 —x" = w9 — 2"+ P(A)A(x™ — x0)
€i+1 — [I — AR(A)]OSO (46)

Com isso, o quadrado da norma de energia do erro na iteracao i + 1 pode ser expresso
como:

H€i+1||,24 = ezﬂAez‘H
= {[I = AP(A)]eo}" A{[T — AP,(A)]eo}
= e A[l — AP;(A)]Pep. (47)
Deste ponto de vista, o problema agora pode ser colocado como encontrar o polinémio

P;, entre todos os de grau i, de forma que a norma da energia do erro seja minimizada. Se
expandirmos o polinémio em (45), temos:

Tiy1 = To + Yoro + Ao + ... + %‘AiTo» (48)

sendo que {7 }i_, sao coeficientes de P;. Tomando a relacao (8) recorrentemente, o vetor
x;4+1 também pode ser escrito como:

Ti+r1 = Xo + Oé()do + Oéldl + ...+ OéZdZ (49)

Da Secao 2.2, sabe-se que na i-ésima iteragao, o iterando x; é minimizador de ¢ na
variedade afim zo + D;. Como as relagoes (48) e (49) sdo equivalentes, e pelos espagos
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equivalentes expostos em (44), entao conclui-se que o MGC encontra o polinémio minimizante
de grau ¢ na i-ésima iteracao. De fato, também da Secao 2.2, temos que o MGC minimiza a
norma do erro na variedade afim ey + D;. Com isso, vem que o MGC ¢ tal que:

leisa|s = mineg AT — AP,(A)*eo (50)

A relagio explicita entre os coeficientes {ay,}i_,, gerados pelo método, e {vx}4_,, coefici-
entes do polinomio P;, existe. Entretanto é algo relativamente complexo e impraticavel, visto
que o MGC encontra solugoes étimas a cada iteracao sem exigir armazenamento de muitas
informagoes. Por isso, vamos analisar o efeito da aplicacao destes polindmios ao erro inicial
ep e estimar limitantes superiores para o erro cometido. De (50), sabe-se que:

leiills < eg AT — AP,(A)ep. (51)
Como A é uma matriz simétrica e positiva definida, entéo ela admite uma base ortonormal

de autovetores {v;}"~; com n autovalores associados {)\ }5—9- Expressando o erro inicial como
uma combinacao hnear dos autovetores, ortonormais, de A vem que:

€y = Zgj’l}j. (52)
=0
De (52) em (51), vem que:

leialld < vafA[f—AH(A)]vaj

< Zg )\]U] vj — Zg >\3P2 1) v;

< Z[l — XN P(\)]P€%),, pela ortonormalidade de {v;}. (53)

j=0

Na anélise de pior caso, de (53), segue que:
lesall% < maX[l — A Pi(A 262 1 (54)

sendo que, se manipularmos (52) temos:
leolls = e Aeo
n

= Z §2vaAvj
§=0

= Z €2\, pela ortonormalidade de {v;},

J=0
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que, em (54), resulta em:

leiall% < max(l = X P(A)leoll- (55)

Esta andlise encerra o estudo do MGC. Na préxima secao, vamos apresentar a integragao
deste método com regioes de confianca, suas principais propriedades e os resultados dos testes
feitos.

4 MGC e a estratégia de regiao de confianca

Métodos de regiao de confianca sao estratégias iterativas que resolvem um problema de
minimizacao por sucessivas aproximagoes quadraticas em torno do ponto corrente x.. Ao
problema de minimizar essas aproximacoes quadraticas dentro de uma regiao definida dé-se
o nome de subproblema de regiao de confianca.

Tais métodos sao essencialmente compostos por um algoritmo externo e um algoritmo
interno. O algoritmo externo controla o descrescimento da funcao objetivo com relacao ao
modelo quadratico e o tamanho da regiao de confianca, que corresponde ao controle do
passo. O algoritmo interno, por sua vez, resolve o subproblema de regiao de confianga a cada
iteracao. O algoritmo externo é, em geral, pré-definido, e nao varia muito entre as varias
estratégias propostas. A grande vantagem de se utilizar métodos de regiao de confianca esta
no algoritmo interno, que é geralmente personalizado para que se adeque melhor ao dominio
do problema em questao. Uma referéncia definitiva para a estratégia de regiao de confianga
¢ encontrada em Conn, Gould e Toint [1].

Neste contexto, vamos apresentar nesta secao o MGC como uma estratégia de regiao de
confianca, isto ¢, um algoritmo para resolucao do subproblema de regiao de confianca.

4.1 O problema

Vamos retomar o problema definido em (1). Seja f : R — R, f € C?, vamos tomar o
problema geral de minimizacao irrestrita

min f(x)
s.a. x € R" (56)

e resolve-lo usando a estratégia de regiao de confianca, de forma que, para o ponto corrente
T, a cada iteragao, define-se um modelo quadratico g.(p) e resolve-se o subproblema de regiao
de confianca, reescrevendo (2) sem perda de generalidade:

, 1
ming.(p) = QPTHcp +glp
sa |pl| <A, (57)

onde A, é o raio da regiao de confianga, g. = Vf(z.) € R" é o gradiente de f avaliado em
r. e H, = V2f(z.) € R"™™ é a matriz Hessiana de f avaliada em z..

Desta maneira, (57) serd resolvido usando o MGC e a solugao global p* encontrada,
minimizador de ¢g. na bola de raio A, sera o passo para atualizar x, = x.+ p*, desde que x,,

realmente provoque descrescimento em f.
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4.2 Solucao do subproblema usando MGC

O breve desenvolvimento do MGC feito até aqui nos serve como base para expo-lo como
um método para resolugdo do subproblema de regiao de confianca (57).
O uso do MGC na resolucao do subproblema objetiva definir, a cada iteragao:

Piv1 = pi + id;, (58)

de forma que o conjunto das sequéncias {d;} sdo encontradas a partir da conjugacao dos
residuos de ¢, a cada iteracao, e o tamanho do passo é encontrado de acordo com a estratégia
do MGC apresentada na Secao 3.

Sabe-se que o MGC resolve um sistema linear possivel e determinado, portanto o método
poderia ser usado sem nenhuma preocupacgao desde que a fungao ¢ em (57) fosse estritamente
convexa. De fato (57) define um problema quadratico, todavia ndo necessariamente estrita-
mente convexo, isto é, H. pode definir qualquer curvatura. Por isso, é necessario que o MGC
seja alterado para que possa ser uma estatégia adequada a resolugao do problema (57).

Essas alteragoes foram propostas por Steihaug [10] e consistem em modificar os critérios
de parada do algoritmo do MGC, aproveitando as caratecteristicas que a regiao de confianca
agrega ao problema, de forma que o algoritmo pare:

1. Se a norma do residuo for suficiente pequena, entao temos uma solugao interna.
Este critério é o mesmo do algoritmo original. Para um dado €, suficientemente pequeno,
define que, se, na i-ésima iteracao:

||7”¢+1|| <,

entdo a condi¢do necessaria (e suficiente, no caso do problema em questao, que é
quadratico) de otimalidade de primeira ordem é satisfeita e p; | serd a solugao para (57).

2. Se a norma do passo p for maior que a regido de confianca, entdo temos uma solug¢dao
na borda.

Esta condigao é tradicional em estratégias de regiao de confianca, que é justamente
seu intuito: definir uma vizinhanca do ponto conrrente em que o modelo seja uma
representacao fiel da funcao objetivo. Desta forma, este critério define que, se, na
1-ésima iteragao:

[Pl > A,

entao basta encontrar 7 de forma que:
le + szH - AC)
e, entdo, p* = p; + 7d; sera solugao de (57).

3. Se houver uma direcdo de curvatura negativa, entdo temos uma solucao na borda.

Essa é a condicao que define a validade do uso do MGC com a estratégia de regiao de
confianca. Sabe-se que, se H,. nao for definida positiva, entao nao é possivel utilizar
o MGC para resolver o problema (57). Entretanto, com o uso de regiao de confianca,
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se H. nao for definida positiva, entao ha uma direcao de curvatura negativa para a
matriz H.. Ora, se o algoritmo encontrar uma direcao de curvatura negativa d;, entao
o melhor que podemos encontrar é um passo que atinja a borda da regiao de confianga.
Portanto, se, na i-ésima iteracao:

d} Hed; <0,
entao basta encontrar 7 de forma que:
Ips + 7di|| = A,
e, com isso, p* = p; + 7d; serd solugao de (57).

O MGC modificado, contendo os aspectos apresentados nesta secao, é definido no Algo-
ritmo 3.

Para concluir as ideias, vamos seguir Nocedal e Wright [8, Capitulo 7| e mostrar que o
i-ésimo termo da sequéncia {p;} gerada pelo Algoritmo 3 possui norma estritamente maior
que seu antecessor, isto é, da iteracao ¢ — 1, para todo ¢ > 1. Isto é consequéncia direta
da inicializacao da sequéncia tomando py = 0, e sua importancia esta no fato de que havera
uma quantidade finita de termos, com norma estritamente crescente e superiormente cotada
pelo tamanho da regiao de confianca. Além disso, este teorema mostra que o algoritmo ira
aproveitar ao maximo o espaco definido pela regiao de confianca, isto é, caso nao encontre
nenhuma solucao interna, atingira a borda da regiao de confianga.

Teorema 2. A sequéncia de vetores {py} gerada pelo Algoritmo 3 é tal que:
0=llpoll <. <lpell <llpesall <. <lp*ll < Ao (59)

Dem. Temos dois casos triviais, em que p* é obtido de forma que ||p*|] = A., que s@o
quando (i) d ¢ uma direcio de curvatura negativa ou nula (d H.d, < 0) ou (ii) quando
o passo ultrapassa a regiao de confianga: ||pgi1|| > A.. Para mostrar (59) para os demais
casos, precisamos provar que, para pry1 = pg + xdy, vale

el < lpssll, VE>0.

De (58), podemos escrever:
1Pk I” = (pr + adi) (pr + andr) = ||pell® + 20app dy, + il di|® (60)

De fato, a4, é positivo (veja as expressoes (12) e (42), que geraram a expressao de a; no
Algoritmo 3). Entdo, vamos provar por indugao que pfdy > 0. Para k = 1, temos:
pidi = (po+aodo)”(r1 + Bods), pela Equacio (58)
= aOdOTrl + aoﬁOdOTdo, pois py = 0

= apBolldo]|* >0, pela Equacio (33).
Agora vamos supor que pfdy > 0 vale. Por conseguinte:
p;{ﬂdkﬂ = p£+1(7"k+1 + Brdy)
= p£+1rk+1 + ﬁkpz:rldk
= PepaThi1 + Bi(or + awdi)" di, pela Equagao (58)
p;{+17“k:+1 + @ngk + Okadk:”Q' (61)
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Algoritmo 3: Método de Gradientes Conjugados Modificado
Dados a hessiana H, € R"*" e o gradiente g. € R" da funcao f definida em (56),
avaliados em um ponto corrente x. ¢ uma tolerancia e € R* suficientemente pequena,
o problema (57) pode ser resolvido pelo algoritmo:
1 Defina py =0, 7o = —g., do =10 € & = rd 10;
2 parai=0,...,n faca
3 hz = Hcdl,
4 n; = dl h;
5 se 1; < 0 entao
6 Encontre 7 tal que ||p; + 7d;|| = Ay
7 retorna p* = p; + 7d;;
fim
do
8 ; = —|
i
9 Pit1 = pi + audy;
10 se ||pi+1]| > A, entao
11 Encontre 7 tal que ||p; + 7d;|| = Ay
12 retorna p* = p; + 7d;;
fim
13| g =1 — oghy;
14 0 = 7"1-7;17“#13
15 se \/0; < € entao retorna p;,1;
01
16 Bi = 6_0’
17 diy1 = riy1 + Bids;
18 0o = 01;
fim

Como ay, B (veja (43)) e pld, (pela hipdtese de inducao) sao positivos, basta ver que:
) Dy, p

k
p;erkH = (po+ Zaidi)TrkH, tomando (58) recursivamente
=0

k

= Z ;d] Ti41, como py =0
i=0

= 0, pela Equacao (33)

para constatar que (61) também é positivo. Finalmente, podemos concluir, de (60), que:

okl < lprsall,  VE > 0.



5 EXPERIMENTOS NUMERICOS 21

O método de gradientes conjugados como um algoritmo para resolucao do subproblema
de regiao de confianca foi estabelecido. Para constatar seu comportamento na pratica, vamos
descrever e analisar, na proxima sec¢ao, experimentos numéricos usando as ideias do algoritmo
apresentadas até aqui.

5 Experimentos numéricos

Uma implementacao do MGC modificado foi feita usando o CAS Maxima, um sistema
algébrico computacional livre!. Nesta secdo, vamos apresentar alguns testes numéricos feitos
com o algoritmo nesta implementagao, considerando problemas gerais propostos por Moré,
Garbow e Hillstrom em [7].

As fungoes que aparecem em [7] estdo na forma de quadrados minimos, isto é, temos
F(z) = (fi(x)... f(x))T, de forma que F : R® — R™. Para trabalhar com problemas de
minimizacgao irrestrita, vamos tomar nossa fungao objetivo:

f()=—HF )? = Zfz (62)

e resolver

min f(x)

s.a. r € R™.

Os testes estao divididos em trés partes:

1. Na Parte 1, é apresentada uma visualizacao da convergéencia do algoritmo para dois
problemas bidimensionais;

2. Na Parte 2, sao apresentados resultados de uma série de problemas resolvidos usando
o algoritmo estudado neste trabalho;

3. Na Parte 3, é feita uma comparacao entre este método de minimizacao irrestrita e o
método de Levenberg-Marquardt para quadrados minimos propriamente dito, estudado
em [3].

5.1 Parte 1

Nesta parte, temos por objetivo uma visualizacao grafica do comportamento e con-
vergéncia do algoritmo, partindo do ponto inicial e convergindo para a solugao. Por isso,
vamos abordar apenas dois problemas, apresentados na Tabela 1.

Nos testes, siglas mnemonicas sao usadas para facilitar a referéncia ao nome da funcao,
acompanhadas de suas respectivas dimensoes m e n, bem como dos pontos iniciais utilizados
e da numeracao apresentada no artigo de Moré, Garbow e Hillstrom [7]. Os resultados da
Funcao 1 (Rosenbrock) sao ilustrados na Figura 1, enquanto os resultados da Fungao 5 (Beale)
sao ilustrados na Figura 2.

! Acesse http://maxima.sourceforge.net/
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] Funcao \ Sigla \ n \ m \ Ponto Inicial ‘
1 |[ROS[2[2] (-121)
5 |BEA |23 (1,1)

Tabela 1: Problemas testados na primeira parte.

5.2 Parte 2

Nesta parte, o objetivo é rodar uma bateria de funcoes, extraidas de Moré, Garbow e
Hillstrom [7], de forma a testar a capacidade do algoritmo resolver diversos problemas de
minimizagao irrestrita.

Para uma medida de desempenho, os critérios a serem analisados nesta parte sao apre-
sentados na Tabela 2.

Sigla | Descricao
AF Quantidade de avaliagoes de funcao que o processo consumiu.
AG Quantidade de avaliagoes do gradiente da funcao objetivo durante o processo.
AH Total de avaliagoes da matriz Hessiana da fungao objetivo demandadas para a
resolucao do problema.
CP Critério de parada do algoritmo.
ITEXT | Quantidade de iteragoes externas, isto é, do algoritmo principal.
ITINT | Quantidade de iteracoes internas, isto €, do MGC na resolucao do subproblema.
TE Tempo de execugao (em segundos).
VF Valor de [|F(z*)||, sendo F(z) definida em (62) e z* a solugao encontrada.

Tabela 2: Descrigao dos critérios de avaliagao adotados.

Os critérios de parada sao os seguintes:

1. FEzcedeu a quantidade mdxima de iteragoes, identificado por —1.

Neste critério, verifica-se se o nimero de iteracoes é maior que ou igual a uma dada
tolerancia ITOL. Nos testes, ITOL = 300.

2. Otimalidade de primeira ordem: ponto estaciondrio da funcao, identificado por 0.

Neste critério, foi avaliada a norma relativa do gradiente da funcao, para uma dada
tolerancia GTOL, isto é:

el oy,

lgoll ~

Nos testes, GTOL = 1076,

3. Houwve pouca varia¢ao da norma da fungao F(x), identificado por 1.

Neste critério, avaliamos a variacao da norma da funcao F' dada uma certa tolerancia
VARTOL, isto é, para um ponto corrente x. e um novo x,, avaliamos:

| F(z.) — F(z,)|| < VARTOL.

Nos testes, VARTOL = 10712,
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As funcoes testadas sao apresentadas na Tabela 3, enquanto os resultados dos testes sao

expostos na Tabela 4.

’ Funcao ‘ Sigla ‘ n ‘ m ‘ Ponto Inicial ‘
1 ROS 2 | 2 (—1.2,1)
2 FRF 2 | 2 (0.5, —2)
6 JSF 2 |10 (0.3,0.4)
8 BARD | 3 |15 (1,1,1)
10 MEY | 3 | 16 (0.02, 4000, 250)
12 BTD | 3 |10 (0,10, 20)
13 POWS | 4 | 4 (3,—-1,0,1)
15 KOF | 4 |11 (0.25,0.39,0.415,0.39)
16 BDF | 4 |20 (25,5, —5,—1)
17 0OS1 5 |33 (0.5,1.5,—1,0.01,0.02)
19 OS2 | 11 |65 | (1.3,0.65,0.65,0. 7 0.6,3,5,7,2,4.5,5.5)
20 WAT |12 | 31 (0,0,...,0)
27 BAL |10 | 10 (0.5, O 5 .,0.5)
32 LPC 5 | 50 (1,1,...,1)
33 LP1 5 | 50 (1,1,...,1)
34 LP1Z | 5 | 50 (1,1,...,1)
Tabela 3: Problemas testados na segunda parte.

Fungao | CP VF ITEXT | ITINT | AF | AG| AH | TE
ROS 0 | 0.34654 E-08 22 43 23 | 22 | 22 | 0.02
FRF 0 |0.69988 E 01 7 14 8 8 8 0
JSF 0 | 0.11151 E 02 8 16 9 9 9 0.01

BARD | 0 | 0.90635 E-01 14 42 15 | 14 | 14 | 0.06
MEY 0 |0.93779 E 01 216 826 217 | 199 | 199 | 1.67
BTD 0 | 0.92759 E-04 13 34 14 | 13 | 13 | 0.11

POWS | 0 | 0.75374 E-03 12 48 13 | 13 | 13 | 0.02
KOF 0 | 0.17535 E-01 11 35 12 | 11 | 11 | 0.09
BDF 0 |0.29295 E 03 7 33 8 8 8 0.08
OS1 0 | 0.73924 E-02 40 201 41 | 34 | 34 | 1.04
OS2 0 | 0.20034 E 00 22 179 23 | 19 | 19 | 9.66
WAT 0 | 0.22180 E-03 12 149 13 | 13 | 13 | 13.54
BAL 0 | 0.89312 E-05 6 13 7 7 7 0.06
LPC 0 | 0.67082 E 01 3 3 4 4 4 0.01
LP1 0 |0.34826 E 01 2 1 3 2 2 0.14
LP1Z 0 |0.36917 E 01 2 1 3 2 2 0.01

Tabela 4: Resultados dos testes da segunda parte.

Diante dos resultados, algumas observacoes sao pertinentes:
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1. O tempo de execucao do algoritmo é apenas um valor simbdlico, isto é, pode variar
drasticamente com relacao a maquina que executara o algoritmo, do sistema operaci-
onal e do uso do processador no momento da execucao. Todavia, representa um bom
parametro para ver como o algoritmo se comporta com relacao as propriedades do pro-
blema. Podemos notar que os fatores mais influentes sao, simultaneamente, dimensao
do problema, quantidade de avaliacoes de funcao, gradiente e hessiana. Além disso, héa
fatores que nao sao tao explicitos, como a dificuldade que surge em alguns pontos do
dominio para o programa realizar certos calculos (como denominadores muito préximos
de zero, gerando resulados muito grandes em valor absoluto) e erros de aproximagao
numérica e ponto flutuante.

2. O numero de avaliacoes de gradientes e hessianas sao sempre iguais, pois eles sao
avaliados juntos. Em contrapartida, diferem do valor de avaliagoes de funcao, em certos
casos. Isso acontece porque a quantidade de avaliacao de funcao é igual a quantidade
de iteragoes externas mais um, devido ao fato de que a funcao é avaliada uma vez antes
de comecar a execucao ciclica do algoritmo, enquanto que o gradiente e a hessiana
sao avaliados apenas quando o novo ponto provocou descréscimo satisfatério na fungao
objetivo. Portanto, a diferenca corresponde a quantidade de vezes que o ponto obtido
foi descartado, isto é, nao causou descréscimo na func¢ao objetivo e nao foi aceito.

3. Também ¢é interessante notar a relacao entre a quantidade de iteracoes internas e ex-
ternas e a dimensao do problema, isto é, o valor de n do problema na Tabela 3. Na
grande maioria dos casos, a relagao é:

ITINT
— < n.
ITEXT —

Isto deve-se ao fato da propriedade tedrica de que o algoritmo de gradientes conjugados
resolve um problema de dimensao n em, no maximo, n iteracoes. A tnica anormalidade
foi no problema MEY. Isto deve-se a fatores nao explicitos, como expostos no Item 1
acima. Todavia, a relagao nao é tao anomala, sendo que o valor nao é muito diferente
de n, que, no caso, vale 3.

4. Todos os problemas pararam com um critério satisfatério, que é a condicao de otimali-
dade de primera ordem. Todavia, esse comportamento pode variar se mudar o valor da
tolerancia GTOL, tendo alguns parado por falta de progresso (CP = 1). Mesmo nesses
casos, nota-se que o valor do gradiente no ponto esta bem préximo da tolerancia, e
que valores mais precisos nao sao alcancados por questoes da precisao dos calculos na
aritmética de ponto flutuante.

5.3 Parte 3

Nesta parte, o objetivo é comparar os resultados dos testes do algoritmo desenvolvido
neste trabalho com o algoritmo de Levenberg-Marquardt para o problema de quadrados
minimos (LMA) [3]. A comparagao serd feita em duas partes: uma tabular, expondo os
valores finais das funcoes e a quantidade de avaliagoes e outra grafica, na qual exibimos
alguns perfis de desempenho [2].
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O quadro comparativo é apresentado na Tabela 5, enquanto os perfis de desempenho sao

expostos na Figura 3.
Funcdio MGC LMA
VF [ AF [ AH [ ITEXT [ ITINT VF [ AF [ AJ [ ITEXT [ ITINT

ROS | 0.34654 E-08 | 23 | 22 22 43 0.0 19 | 14 18 51
FRF 0.69988 E 01 8 8 7 14 0.69988 E 01 | 41 28 40 95
JSF 0.11151 E 02 9 9 8 16 0.11151 E 02 | 20 9 19 49

BARD | 0.90635 E-01 | 15 14 14 42 0.90635 E-01 6 6 ) 5
MEY | 0.93779 E 01 | 217 | 199 216 826 0.93779 E 01 | 144 | 124 143 299
BTD 0.92759 E-04 | 14 13 13 34 0.62754 E-10 | 13 12 12 34

POWS | 0.75374 E-03 | 13 13 12 48 0.19361 E-03 9 9 8 8
KOF 0.17535 E-01 | 12 11 11 35 0.17536 E-01 | 13 11 12 43
BDF 0.29295 E 03 8 8 7 33 0.29295 E 03 | 41 24 40 127
0OS1 0.73924 E-02 | 41 34 40 201 0.73924 E-02 | 19 16 18 35
0S2 0.20034 E 00 | 23 19 22 179 0.20034 E 00 | 15 14 14 38
WAT | 0.22180 E-03 | 13 13 12 149 0.38213 E-04 ) 5 4 6
BAL 0.89312 E-05 7 7 6 13 0.19146 E-09 | 15 11 14 23
LPC 0.67082 E 01 4 4 3 3 0.67082 E 01 5 5 4 7
LP1 0.34826 E 01 3 2 2 1 0.34826 E 01 3 3 2 6
LP1Z | 0.36917 E 01 3 2 2 1 0.36917 E 01 2 2 1 2

Tabela 5: Quadro comparativo com os resultados da rotina LMA [3].

A andlise de desempenho permite as seguintes consideragoes:

1. Consideramos avaliacoes de Jacobiano para LMA e Hessiana para MGC pois o algo-

ritmo de LMA é uma estratégia de primeira ordem que trata o problema do ponto de
vista matricial, aproveitando sua estrutura de quadrados minimos, enquanto o MGC é
um método de segunda ordem que encara o problema como um caso de minimizagao
irrestrita. Estas medidas equivalem de duas maneiras: ambas se tratam de avaliagoes
matriciais, isto é, requerem o mesmo espaco de armazenamento, e sao calculadas apenas
quando o novo iterando produz descrescimento suficiente na funcao objetivo.

. Podemos notar que o algoritmo de LMA é mais eficiente em trés casos, que sao avaliagoes
de funcao, de jacobiano e Hessiana e na quantidade de iteracoes internas. O algoritmo
de MGC ¢ mais eficiente apenas na quantidade de iteragoes internas dispendidas.

. Do ponto de vista de robustez, o LMA se sobressai na quantidade de iteracoes internas,
enquanto o algoritmo de MGC possui robustez acentuada no que diz respeito as ava-
liacoes, tanto de funcao quanto de Hessiana, e nas iteragoes externas. Isto se deve ao
fato de que o algoritmo de LMA trabalha mais a cada iteracao interna, isto é, aproveita
melhor a estrutura do problema, resolvendo o problema em menos iteracoes, entretanto
consumindo muito mais avaliagoes.

Conclusoes

O algoritmo de gradientes conjugados ¢ um método de diregoes conjugadas proposto

originalmente para resolucao de sistemas lineares compativeis e determinados com matrizes
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Figura 3: Perfis de desempenho dos testes da terceira parte.

de coeficientes positiva definida. FEntretanto, aliado a estratégia de regioes de confianca,
tornou-se uma ferramenta interessante para a resolucao de problemas gerais de minimizagao
irrestrita.

Os experimentos numéricos realizados revelaram um comportamento satisfatorio do algo-
ritmo de MGC proposto, que, implementado em uma sistema algebrico computacional livre,
o Maxima, foi capaz de chegar a solugao dos problemas testados (cf. valores 6timos apresen-
tados em [7]). Além disso, uma comparacao ao LMA foi feita, com o objetivo de observar
o desempenho das duas abordagens distintas para a resolucao do problema de quadrados
minimos: enquanto o algoritmo LMA explora as peculiaridades e tira proveito da estrutura
do problema, o MGC resolve um problema geral de minimizacao irrestrita. Diante disto,
percebemos que o MGC é um método competitivo que apresenta robustez na maior parte
dos quesitos analisados.
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