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Resumo

Este trabalho consiste no estudo e na implementacao computacional da estratégia
de Levenberg-Marquardt abordada por Moré em [5] para a resolucao de sistemas nao
lineares como um problema de otimizacgao irrestrita. Tal estratégia é globalmente con-
vergente e pode ser implementada de maneira robusta e eficiente. Nosso objetivo na
preparacao deste texto foi enriquecer a andlise encaminhada por Moré, incluindo com
detalhes as principais ideias da técnica de regiao de confianga. Além disso, procuramos
organizar de forma concisa 0s conceitos necessarios para a compreensao dos detalhes
referentes a implementagao numérica e computacional. Os experimentos efetuados vali-
daram a implementagao desenvolvida, que foi totalmente programada no CAS Maxima,
sem recorrer a nenhuma funcao ou rotina pré-existente envolvendo a algebra linear com-
putacional do algoritmo.

Palavras-chave sistemas nao lineares, Levenberg-Marquardt, regiao de confianca,
quadrados minimos, CAS Maxima.

Abstract

This work consists in the study and the computational implementation of the
Levenberg-Marquardt algorithm, as proposed by Moré in [5], for the solution of non-
linear systems by means of an unconstrained optimization problem. Such a method is
globally convergent and can be implemented in an efficient and robust way. Our goal
in the preparation of this text was to follow the analysis presented by Moré, includ-
ing further details and the main ideas of trust-region methods. Moreover, we aimed
to organize the necessary concepts to follow the details concerning the numerical and
computational implementation in a concise but thorough way. The numerical exper-
iments validated the implementation and were totally coded using the CAS Maxima,
not only the main program, but also the whole set of functions and routines involving
the computational linear algebra of the algorithm.

Key words nonlinear systems, Levenberg-Marquardt, trust region, least squares, CAS
Maxima.
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1 Introducao

O algoritmo proposto por Levenberg [3] e Marquardt [4] possui varias aplicagdes no campo
da otimizagao. Originalmente, é uma proposta para a resolucao de problemas de quadrados
minimos. Aliado as suas propriedades de convergeéncia, o algoritmo de Levenberg-Marquardt
oferece a possibilidade de uma implementacao computacional robusta e eficiente, como suge-
rido por Moré em [5]. Neste trabalho, desenvolveremos uma breve discussao sobre métodos
de regiao de confianca, e vamos implementar o algoritmo de Levenberg-Marquardt como um
método de regiao de confianca, aplicando os resultados a resolucao de problemas classicos
da literatura: solucao de sistemas nao lineares como problemas de otimizagao irrestritos,
visando explorar a convergéencia global desse método.

2 O problema

Seja F': R" — R™, o problema de quadrados minimos é definido como:

. 1 T = 1 2
min V(z) = §F(x) F(r) = §;f1(x) (1)

s.aax e R"”,

onde F' é dita func¢do residual, em geral nao linear em z, e o vetor F(x) é dito residuo do
problema em z. Assumiremos que F' é uma func¢ao suave, ao menos com derivadas segundas
continuas.

O problema de quadrados minimos estd intimamente ligado a problemas cléssicos de
otimizacao. Por exemplo, se m = n, entao estamos em um caso especial de resolucao de
sistemas nao lineares. Para qualquer valor de m, estamos em um caso especial de minimizagao
irrestrita.

Vamos estabelecer as derivadas da funcao residual, o que serd muito 1til para andlise
do problema adiante. A primeira derivada de F(x) serd expressa na matriz Jacobiana
J(x) € R™™ tal que

Ofi

D, ().

Assim, pela regra da cadeia, a primeira derivada para a fungao objetivo ¥(x) em (1) sera:

J(x)ij =

Zfz )V filz) = J(2)"F(z). (2)

Da mesma maneira, podemos pensar em sua derivada segunda, computando a matriz
Hessiana:

VU(z) = Y (V@) V@) + fil@)V? fi(x))

=1

= J(@)"J(2) + S(x), (3)

onde S(z) = Y1, fi(x)V2fi(x) contém as informagoes de segunda ordem da funcao objetivo.
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Se pensarmos no método de Newton para resolver o problema (1), a cada iteracao,
terfamos um modelo quadrético baseado nas informacgoes das derivadas definidas em (2)
e (3) e o iterando de Newton aplicado a esse modelo em um ponto corrente z, seria:

T, = z.— VU(r.) 'VU(x,)
= Tec— (J(xC)TJ(xC) + S(xc))_lj(xc)TF(xc)‘ (4)

Obter as informagoes de segunda ordem para a fun¢ao objetivo W(x) descritas na ex-
pressao S(z) em (3) é muito caro, por isso o método de Newton se torna muito custoso se
usado em problemas de grande porte, especialmente se m > n. E neste ponto que esta a
inspiragao para o método de Levenberg-Marquardt: uma maneira barata e confidvel para
estimar essas informagoes de segunda ordem.

Por isso, nesta abordagem, vamos tomar o problema de quadrados minimos para uma
classe especial de sistemas nao lineares: aqueles em que m > n, isto é, em que temos mais
dados que varidveis no problema, ambiente tipico do caso de quadrados minimos em que
deseja-se ajustar os parametros de um dado modelo a um conjunto de dados coletados.
Portanto, trabalharemos com sistemas de equacoes nao lineares sobredeterminados. Vamos
comegar apresentando ideias dos métodos de regiao de confianca, que nos permitirao avaliar
como o método de Levenberg-Marquardt consiste em uma estratégia eficiente e barata para
a resolucao do problema em questao.

3 Meétodos de regiao de confianca

O método de regiao de confianca é uma estratégia iterativa para solucao de problemas de
otimizacao com o objetivo de obter convergéncia global e aproveitar, ao méximo, as propri-
edades de convergéncia local dos métodos de Newton e Quase-Newton.

Para o caso de minimizagao irrestrita, a estratégia consiste na definicao de uma regiao de
raio A, em torno do ponto corrente x. e entao encontrar o minimizador (aproximado) p* de
um modelo quadratico da fungao objetivo em tal regiao. O minimizador encontrado define
entao um passo para um novo ponto x, = x.+ p* que objetiva o decrescimento da funcao a
partir de z.. Se isso realmente acontecer, entao o modelo representou bem a funcao objetivo
na regiao definida. Caso nao haja o decrescimento da funcao objetivo no novo ponto x,,
isso significa que o modelo nao representou bem a funcao na regiao dada; esta regiao é entao
reduzida para a préoxima iteracao. A regiao é definida de acordo com a boa representacao do
modelo com relagao a funcao objetivo: seu tamanho varia de acordo com o descréscimo da
funcao objetivo nas iteracoes anteriores.

Por isso, os métodos de regiao de confianga sao comparados aos métodos de busca linear,
visto que ambos visam gerar um passo que minimize dada fungao objetivo a partir de um
modelo quadratico em torno de um ponto corrente. A principal diferenca é que a estratégia
de busca linear usa o modelo para encontrar a direcao e, a partir desta direcao, concentra seus
esforgcos em encontrar um tamanho 6timo para o passo, enquanto a estratégia de regiao de
confianca estabelece a direcao e o tamanho do passo simultaneamente a partir da minimizacao
do modelo quadrético sujeito a regiao de raio A.; de fato, a direcao e o passo mudam sempre
que o tamanho da regiao ¢é alterada. Para ilustrar o caso, ver a Figura 1, adaptada de
[8, p. 66].
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Regido de Confianca

Direcdo de Busca Linear

Curvas de nivel do
modelo guadrdatico

Passo de Regido

de Confianga Curvas de nivel da

funcdo objetivo

Figura 1: Métodos de busca linear e de regiao de confianca aplicados a mesma funcao.

3.1 Os subproblemas de regiao de confianca

Seja f : R® =+ R, f € C?. Dados o problema de minimizacao irrestrita

min f(z) ()
s.axr e R,

e um ponto corrente z., a cada iteracdo, define-se o modelo quadrético ¢.(p) em torno do
ponto e resolve-se o subproblema:

. 1
min QC(p> = f($c) + gzp + EpTHcp (6)
sa |pl] < A,
onde A. é o raio da regido de confianga, g. = Vf(z.) € R® é o vetor gradiente, H, =
V2f(z.) € R™" é a matrix hessiana da fungio objetivo avaliada no ponto z. e ||.|| ¢ a norma

euclidiana. A solugao global p* do problema (6) é o minimizador de g.(p) na bola de raio A,,
e esta solugao sera o passo para atualizar x,, = x. + p*.

3.2 Caracterizagao da solucao para o subproblema
No teorema abaixo, vamos caracterizar a solu¢ao do problema (6), com resultados adaptados

de [1] e [8]. Essa caracterizacao é consequéncia da estrutura especial desse problema.

Teorema 1. Seja f(x) como definida em (5). Entao, p* € R™ serd solugao global do pro-
blema (6) se e somente se p* for vidvel e existir um escalar \* > 0 tal que:

(H.+X1)p* = —g (7a)

APl =4 = 0, (7b)

H.+ X1 ¢ semidefinida positiva. (7c)
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Prova. Por uma pequena mudanca de notagao, seja q(p) = q.(p) — f(z.). Como f(x.),
para o problema (6), é uma constante, nao hé perda de generalidade.
Para comecar, assumamos que existe \* > 0 tal que as condigoes (7) sao satisfeitas.
Nosso objetivo é mostrar que p* é solucao global de (6). A fungao:
5 T L p * A" p
q(p) = gep+gp (He + AN D)p =a(p) + S p'p (8)
é convexa, pois V2§(p) = H.+ \*I é semidefinida positiva por (7c). Entao, p* é minimizador
global de (8), visto que é ponto estaciondrio de ¢(p) por (7a). Com isso:

q(p) = 4(p*),vp € R". 9)
Entéao, por (8) em (9):
A* *k A* * k
ap) +5p'p = 9+ F )P
A*

q(p) > qlp*)+ = ()P —p"p). (10)

2

Por (7b), A*([lp*|| — A.) = 0, portanto X*((p*)"p* — AZ) = 0, ou seja, \*(p*)"p = A\"AL.
Dai vem que:

* A*
a(p) Z a(p") + (A= p'p). (11)
Portanto, em (11), para todo p tal que ||p|| < A., temos que:

q(p) > q(p),

mostrando que p* é minimizador global para (6).

Agora, suponhamos que p* é solucao global para o problema (6). O objetivo agora é
provar que existe A* > 0 tal que as condigoes (7) sao satisfeitas. Para isso, vamos analisar
dois casos:

(1) Se ||p|]| < A, entao p* é minimizador irrestrito de ¢(p). Logo, pelas condi¢oes necessarias
para minimizacao sem restrigoes:

V(J(p*) =0 — Hp*+9.=0,
V2q(p*) = H. >0 — semidefinida positiva.

Com isso, as condigoes (7) s@o satisfeitas para \* = 0.
(2) Se ||p|| = A, entao p* é solu¢do do problema de minimizagao com restrigao de igualdade:

min ¢(p)
12
sa |lpll = A.. (12)



3 METODOS DE REGIAO DE CONFIANCA 6

Seja r(p) = L(|lpl|* — A2) = 0 uma expressao para a restri¢do do problema (12), que
satisfaz (7b). Assim, pelas condigoes de otimalidade do problema, a Lagrangiana definida
como

(. 0) = alp) + A r(p) = alp) + 5 (0"p — A (13)

possui ponto estacionario em p*, portanto:

V,Z(p*, \*) = Vq(p*) + X*Vr(p*) =0,
H.p* + g. + Xp* =0, (14)
(He + X 1p* = —ge,

o que nos déa (7a).
Como p* ¢ solugao global para (12), entao ¢(p) > q(p*) para todo p tal que p’p =
(p*)Tp* = A2, podemos escrever:

*

a(p) 2 a(") + ()P = ' D). (15)
Sabendo que (H, 4+ \*I)p* = —g., podemos desenvolver a expressao (15), o que nos da:

1 — * * — *

50— ) (He+ XI5~ p7) 20. (16)

Vamos analisar a expressao (16). Pelas condigdes necessarias de segunda ordem para o
problema (12) temos que a matriz hessiana da Lagrangiana definida como:

V2L (" ) = V(") + XVPr(p") = Ho+ N1 (17)

serd semidefinida positiva no nicleo de Vr(p*) = p*, ou seja, 27 (H, + A\*I)z > 0 para
todo z € R™ tal que 27p* = 0. Sabendo disto, para mostrar (7c), precisamos provar que
v (H.+ X*I)v > 0 para todo v € R tal que vTp* # 0. Entao, consideremos a reta p* + v,
onde £ € R. Como vlp* # 0, essa reta ird interceptar a restricao do problema ||p|| = A, para
dois valores de ¢, a saber, &€ = 0, para o qual p = p* e para & = £ # 0, onde p = p. A vista
disso, p — p* = &v, o que, em (16) nos da:

%(5)2#(1{0 + A v >0, (18)

0 que basta para provar (7c). m

O Teorema 1 estabelece uma caracteristica muito interessante do subproblema de regioes
de confianca: as condigoes de otimalidade para este problema de minimizacao com uma
Unica restricao de desigualdade sao necessérias e suficientes, e o minimizador do problema
é global. Isso quer dizer que basta que as condi¢oes necessarias sejam satisfeitas para que
cheguemos a uma solucao global do problema, o que nao acontece em problemas convencionais
de minimizagao.

A solugao p* do problema (6) enquadra-se em duas possiveis instancias, definidas pelo
comportamento da fungao objetivo do problema (5) e de suas derivadas e pelo tamanho do
raio:
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1. Solucao interna, isto é, ||p*|| < Ag;
2. Solugao na fronteira, isto ¢, ||p*|| = A..

No corolario a seguir, inspirado no desenvolvimento de [7, p.13], vamos mostrar em quais
circunstancias temos uma solucao interna e, na sequéncia, discutir a melhor maneira de
encontrar a solucao quando esta se situa na fronteira.

Corolario 1. O problema (6) ndo possui solu¢ao global p* na fronteira se, e somente se, a
matriz H, € positiva definida e ||[H  g.|| < A..

Prova. Se H, ¢ positiva definida e |H_ " g.|| < A., pelo Teorema 1, segue que \* = 0 e
a diregao de Newton p* = —H_'g. é a solugao global de (6), interior & bola de confianga.

Agora, suponhamos que nao existe p*, solu¢ao global para (6), tal que ||p*|| = A, entao
por (7b) segue que A\* = 0 e por (7a) temos que H.p* = —g. com H,. semidefinida positiva
por (7c¢). Supondo H,. singular, entdao H.z = 0 para algum z € R", z # 0. Da mesma

maneira, para a € R, a # 0, temos
H.(az)=0. (19)

Logo, H.(p* + az) = —g. e entdo az? H.(p* + az) = —azlg. = 0, portanto:
aglz=0. (20)

Tomemos agora:
1
q(p* + az) =  fotgl® +az)+ §(p* +az) Ho.(p* + az)

1
= fet 90" +agiz+5(07) Hep" + (07)He(oz) + 0’2" Hez

q(p*). (21)

Com isso, conclui-se que p* + az também serd solucao de (6). Se tormarmos « tal que
|lp* + az|| = A, entao temos uma solugao na fronteira, o que contradiz a hipdtese. Portanto,
H, deve ser positiva definida e p* = —H_ g, com ||p*|| < A.. m

Pelo Corolario 1 vemos que a solucao no interior da regiao de confianga ocorre apenas na
situacao particular em que o modelo quadrético é estritamente convexo e o raio da regiao de
confianca é suficientemente grande.

Portanto, excluindo-se o caso particular explicitado no Corolario 1, nosso problema se
resume em encontrar um parametro A* > 0, A\* € (—uq, +00), onde py é o menor autovalor
da matriz H., tal que, dada a funcao:

5O € p)I| = 1(He + A1) g, (22)

este parametro satisfaga a equacao:
I(A\") = A.. (23)

Em decorréncia do Corolario 1, a equagao (23) terd a solucao desejada sempre que:



3 METODOS DE REGIAO DE CONFIANCA 8

e H, for positiva definida mas ||[Hg.|| > A., ou
e H_. nao for positiva definida.

Vamos entao analisar a melhor maneira de resolver o problema (23). Como f € C?, entdo
a matriz H. € R™™" é simétrica, e portanto possui uma base ortonormal de autovetores e n
autovalores associados, de modo que sua decomposicao espectral é dada por:

H,=VDVT,
onde D € R™" e uma matriz diagonal composta por autovalores
pr < e < s < g,
da matriz H. e V € R™"™ é uma matriz ortonormal cujas colunas sao os autovetores
U1, Vg, .o, Uy

associados aos autovalores da matriz H.. Entao, podemos escrever:

" T\
S = V(D + M)V g|P =) < 4]+ A) : (24)
1 Hj

A funcao () é continua no intervalo (—p;, +00), mas pode nao estar bem definida para
A=, k=1,...,n, pois, para cada k, se v{ g. # 0, temos:

lim §(\) = +o0. (25)
A= — [,
O limite expresso em (25) mostra que a fungao 6(\) pode possuir polos nos autovalores
da matriz H.,.
Tomemos agora a fungao d(A) no intervalo de interesse (—p, +00), no qual é continua e
diferenciavel. De fato, sua derivada é dada por:

5() = p’(A)TpTA) _ PV (He + M) (N (26)

(Al (Al

Observe que §'(A) < 0 sempre que g. # 0. Com isso, se A, > Ay, entao [|[p(A.)] < [[p(Ao)]|-
Logo, como

lim d(A\) =0,
A—+00
a fungdo d(A\) é mondtona e descrescente no intervalo (—py,+00) (veja Figuras 2, 5, 8, 11
e 14) e por isso o problema (23) possui solu¢ao tnica neste intervalo, expressa em (7a).
Além disso, para qualquer A > 0 em (—p,+00), a direcao p(A) é de descida para o
problema (5) a partir do ponto corrente x., pois nesse caso H. + Al é positiva definida e
entao

V() 'p(N) = —ge(He + M) ~'g. < 0.
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Vamos agora definir a funcao:

def 1
o(A) = 77 (27)
Ip(A) ]l
Como reciproca de §(\) definida em (22), a funcao ¢(A) nao possui polos finitos e possui
zeros nos valores negativos dos autovalores da matriz H. (veja Figuras 3, 6, 9, 12 e 15). Por
conseguinte, ao invés de resolver o problema (23), vamos resolver a equacdo secular:

6(N) = —. (28)

Com isso, concluimos que a melhor maneira de encontrar o parametro \* é avaliando a
situagao particular em que A* = 0, dada no Coroldrio 1, ou resolvendo a equagao secular (28).
O parametro A\* nos dard uma solugao p* que serd o tamanho do passo para o problema (6).

Para ilustrar como a solugao p* pode se comportar a cada iteracao, vamos analisar cinco
casos possiveis, baseados em duas possiveis propriedades para a matriz hessiana H,.: ser
positiva definida ou nao ser definida positiva.

Se H. é positiva definida, caso 6(0) = |[p(0)|| < A, entdo a solugdo de (6) estard no
interior da regiao de confianga, conforme ponto a nas Figuras 2 e 3 e ponto A na Figura 4.
Se §(0) = [|p(0)|| > A. entao a solugdo de (6) estara na fronteira da regiao de confianga,
conforme ponto b nas Figuras 2 e 3 e ponto B na Figura 4.

Quando H,. nao é positiva definida, podem ocorrer duas possibilidades para seu menor
autovalor: pp =0, ou py < 0.

No primeiro caso, um autovetor de H. associado ao autovalor nulo serd uma dire¢ao de
curvatura nula para H., isto é, H.v; = 0. Caso a componente do vetor g. no subespaco
associado ao menor autovalor de H, seja nula, isto é, se gZv; = 0, entdo —u; nio é polo da
fungao (24). Se, além disso, o raio de confianca for maior que §(0), entao ocorre o chamado
hard case: o problema (6) possui infinitas soluges, e uma solugao na fronteira da bola pode
ser obtida por meio da dire¢ao de curvatura nula v;. Este caso pode ser acompanhado pelas
Figuras 5, 6 e 7. Ainda que a matriz H, seja semidefinida positiva e singular, quando zero
¢ um polo da fungao secular entdo a solucao global de (6) situa-se na fronteira da regido de
confianca. Isto pode ser visto nas Figuras 8, 9, 10.

No segundo caso, H. é uma matriz indefinida e o autovetor v; é uma diregao de curvatura
negativa, de tal forma que a solu¢ao do problema (6) situa-se obrigatoriamente na fronteira
da regiao de confianca, conforme ilustram as Figuras 11, 12 e 13. Vale dizer que no caso
indefinido também pode acontecer o hard case, basta que gXv; = 0 (pois entdao —p; nao é
polo da fungao secular) e que o raio de confianga seja suficientemente grande (maior que
d(—p1)). Esta situacdo pode ser visualizada nas Figuras 14, 15 e 16.

O desenvolvimento feito até aqui nos dd uma ideia de como resolver o problema (5) com
métodos de regiao de confianga. O paradmetro \*, multiplicador de Lagrange do problema (6),
quando distinto de zero, pode ser visto como um “regularizador” ou “modificador” do modelo
para que este se torne convexo, caso nao o seja, e que o minimizador esteja na fronteira
da regiao de confianca. Se o parametro for suficientemente grande para tornar o modelo
estritamente convexo, o minimizador sera unico.

O algoritmo para resolver o problema (28) serd explicitado na préxima se¢ao, em que
vamos introduzir a ideia de Levenberg-Marquardt para resolver o problema (1).
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Figura 2: Fungao secular no caso estritamente convexo. Os valores —p;,j = 1,2, 3, sao pélos
dessa funcdo. Os pontos a = (Mg, 0(As)) = (A, As) € b = (0,4), que correspondem as
solugoes dos problemas delimitados pelas bolas de raios A, e Ay, ilustram, respectivamente,
um caso tipico de solugao na fronteira e outro, no interior da regiao de confianca. A curva
em destaque define a curva solugao da equacao (23) para cada raio de confianga.

—H3  —f2 —H1 A

Figura 3: Reciproca da funcao secular no caso estritamente convexo. Os valores —pu;,
j = 1,2,3, s@o zeros dessa fungao. Os pontos demarcados sao a = (A,, 1/d(A,)) = (Ao, 1/A,)
eb=(0,1/A;). Note que para A > —uq, a funcao 1/6(\) é quase linear, o que favorece o de-
sempenho do Método de Newton. A curva em destaque define a curva solugao da equagao (28)
para cada raio de confianca.



3 METODOS DE REGIAO DE CONFIANCA 11

Figura 4: Curvas de nivel de uma quadrética estritamente convexa e fronteiras das regioes
de confianga centradas em z., de raios A, e A, (A, < Ap), respectivamente, as quais corres-
pondem as solugbes A = x. + p(\,) € B = x.+ p(0), conforme Figuras 2 e 3.

oy

—ps3 —pa —m =0 A

Figura 6: Reciproca da funcao secular no caso convexo e singular, com possivel hard case.
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Figura 7: Curvas de nivel de uma quadratica convexa e singular. A circunferéncia tracejada
delimita a regidao limitrofe, de raio §(0), em cujo exterior ocorre o hard case. Os pontos
B; e By correspondem a duas solugoes na fronteira da regiao de raio Ay, com mesmo valor
da quadratica ¢.. Estas solugoes podem ser obtidas a partir da solucao na regiao limitrofe
(o), somada a um multiplo conveniente do autovetor vy, conforme indica o segmento de reta
tracejado.

—H3 M2 —pu1 =0 A

Figura 8: Fungao secular no caso convexo com hessiana singular.
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—p3 2 = A

Figura 9: Reciproca da funcao secular no caso convexo com hessiana singular.

Figura 10: Curvas de nivel de uma quadratica convexa com hessiana singular.

Joy

Figura 11: Funcao secular no caso indefinido.
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1/8())

—H3 —H2

Figura 12: Reciproca da funcao secular no caso indefinido.

Figura 14: Funcao secular no caso indefinido, com possivel hard case.

14
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—ft3 —f2  — A

Figura 15: Reciproca da fungao secular no caso indefinido, com possivel hard case.

Figura 16: Curvas de nivel de uma quadratica indefinida. A circunferéncia tracejada delimita
a regiao limitrofe, de raio d(—p1), em cujo exterior ocorre o hard case. Os pontos B e
By correspondem a duas solugoes na fronteira da regiao de raio A, com mesmo valor da
quadrética ¢.. Estas solugdes podem ser obtidas a partir das solugoes na regiao limitrofe (o),
somadas a um miltiplo conveniente do autovetor vy, associando a w1, o0 menor autovalor da
H., conforme indica o segmento de reta tracejado.
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4 O algoritmo de Levenberg-Marquardt

O breve desenvolvimento do tema de regioes de confianca feito até agora objetiva uma base
para podermos descrever e analisar o método de Levenberg-Marquardt (LM) para a resolucao
do problema (1). De fato, esse método é tido como o antecessor do método de regido de
confianca para o problema geral de otimizacao irrestrita.

O algoritmo de LM trabalha com o modelo linear da funcao residual. Entao, dada a
linearizagao de F'(x) em torno de um ponto dado z. € R™:

Mc(xc +p) - F<mc) + J(xc>p7
com uma pequena mudancga de notagao, temos:
me = Cp + Fc, (29)

onde F, € R™ e J. € R™™ com m > n. Nosso objetivo sera resolver, a cada iteragao, o caso
linear do problema de quadrados minimos:

min ||.J.p + F;|)? (30)
s.a [[pll < A,
onde A. > 0, que nos da o subproblema de regiao de confianca.
A solugao para o problema (30) é consequéncia direta do Teorema 1, e é apresentada no
corolario a seguir.

Corolario 2. O vetor p* € R"™ € solugdo para o subproblema de regiao de confianca (30) se
e somente se p* € vidvel e existir \* > 0 tal que

(JEJ. + X1D)p* = —J'F, (31a)
APl = Ae) = 0. (31b)

Prova. Segue do Teorema 1, visto que a condicao (7¢) é cumprida intrinsecamente dado
que JI'J,. é semidefinida positiva e A* > 0. As condigoes (31a) e (31b) seguem de (7a) e (7b),
respectivamente. m

A ligacao deste problema com o método de regiao de confianca esta na estratégia para
encontrar A. Na proposta original de Levenberg e Marquardt, o valor de A\ era ajustado
diretamente por um esquema heuristico; com a estratégia de regiao de confianga, ajustaremos
os valores de A encontrando zeros da equagao secular apresentada em (28), definindo, neste
caso, para A > 0,

p(\) = —=(JLJ.+ M) ITF, (32)

Definido o problema e a solugao basica, vamos agora desenvolver o Algoritmo 1 como uma
proposta para a solucao de (30), de forma a compor uma implementagao robusta, eficiente
e confidvel, baseada na proposta de Moré em [5] e usando elementos das demais referéncias
bibliograficas.
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Algoritmo 1: Método de Levenberg-Marquardt — Bésico

Dados: x. € R™ o ponto corrente, F, € R™ e J. € R™*"™ a funcao residual e a matriz
jacobiana avaliadas em x., A. o raio da regiao de confianga atual, ¢(\) definida

em (28) e W(x) como definida em (1), faga:

1
1 Encontre A* > 0 e o passo p* € R” tais que ¢p(\*) = N avalie F'(z. + p*);

2 se U(z.+p*) < ¥U(z.) entao defina z,, = z.+ p* e avalie a jacobiana no novo ponto J,;
3 senao mantenha os valores de z. e J,;
4 defina o novo raio A,,.

4.1 Caracterizacao da solucao do problema de quadrados minimos

A solugao do problema de quadrados minimos, expressa em (32), estard bem definida se a
matriz JI'J.+ A for positiva definida, para todo A € R assumidos no processo iterativo para
resolucao do problema. Uma maneira para garantir essa condi¢ao é calcular a fatoracao de
Cholesky para esta matriz, que existird somente se ela for positiva definida.

Entretanto, a condicao especial do problema (30) nos garante que JZ.J. é, ao menos,
positiva semidefinida e que, para todo A > 0, JIJ, + AI é positiva definida. Como A\ = 0
define um caso especial em que a solugao serd interna (ver Segao 3.2), entao a expressao (32)
¢ valida ao longo da resolucao do problema.

A existéncia de solugao para o problema (30) é garantida pelo Coroldrio 2. A equagao (31a)
pode ser vista como um sistema de equagoes normais para o caso linear do problema de qua-

drados minimos:
Je -~ F,
(i )r==(): )

Essa equivaléncia entre as solugdes de (31a) e de (33) é muito importante do ponto
de vista computacional, pois nos permite resolver o problema sem avaliar o produto JI.J,,
reduzindo pela metade o niimero de operacoes. Por conseguinte, temos em maos um primeiro
recurso interessante: calcular a decomposigao QR da matriz dos coeficientes em (33):

a(f)-(%)

onde Q) € RMx(m+n)  ortooonal e Ry € R™ ™, triangular superior, satisfazem
RIRy = JTJ. + M.

Computacionalmente, a melhor maneira para decompor (34) é combinar os métodos de
Householder e Givens.

O primeiro passo consiste em usar tranformacoes de Householder — veja o Apéndice A,
Algoritmo 5 — para calcular a seguinte fatoracao QR:

chQ(}SC)- (35)

Isso implica:
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R,
(5 7)) =L (5
0 I '
VAI S

A matriz resultante em (36) possui uma estrutura muito caracteristica. A matriz R, é

triangular superior, enquanto a matriz v AI é diagonal. Para que esta matriz fique trian-

gular superior, basta eliminar os n termos nao nulos da matriz vAI com uma sequéncia de

n(n +1)/2 rotacdes de Givens, aplicadas em cada linha i de v/AI, simultaneamente a cada

linha i 4+ j de R,, para j = 0,...,(n — i), comecando da linha n (veja o Apéndice B, Algo-
ritmo 6).

Expressando todas as rotacoes de Givens em uma matriz G, € Rm+M)x(m+n) ortogonal,
por meio dos respectivos produtos, temos que:

R, Ry
e 0 = o |]. (37)
VI 0

O método adotado em (37) possui a grande vantagem de que, para cada alteragao no valor
de A, ndo é necessério recalcular a decomposicao QR em (36), mas basta calcular a matriz
G e fazer a corregdo em (37) para obter novamente o fator Ry tal que RI Ry = JTJ. + Al
A matriz Ry sera o fator de Cholesky caso todos os termos da sua diagonal sejam positivos.
Este fator sera utilizado posteriormente no calculo da raiz da equagao secular, que nos dara
elementos suficientes para atualizar o Algoritmo 1 para uma versao computacionalmente mais
robusta e eficiente.

4.2 O método de Newton e a raiz da equacao secular

O método de Newton aplicado ao problema (28) gera uma sequéncia Ay tal que:

(M)

@' (Ar)

Para reduzir o custo no cédlculo da derivada da fungao ¢(\), podemos caracterizar a
iteragao de Newton como segue no seguinte lema:

)\k+1 - Ak . (38)

Lema 1. Considere o problema (28) de encontrar a raiz da equagdo secular. Seja Ry a
matriz triangular calculada em (37), R Raprx = —J! F. € tal que Riq, = px e seja A, o raio
da regiao considerada. A sequéncia A, gerada pelo método de Newton definida em (38) é

equivalente a:
HpkH)2 (Hpkll - Ac)
Akl = M\ + ( . 39
=t ) U A )

Prova. A derivada primeira da funcao ¢(\;) é dada por:

() = %(W)

d

= S (lpOw)|?) ™

= )2 (o)) (40)
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Por sua vez:

d
T UPORIP) = 2p(0) P (Ae). (41)
Com isso, por (41) em (40), temos que:
/ () P (Ax)
Ap) = —————a—- 42
A PRI .
Seja p(Ax) = px. Entao, temos que:
B
o) _ Tl A
¢’ (M) Pi Py
1% I?

e e

Analisando o termo p} p}, temos que:

pip, = —FLJ.(JIJ, + M\I) I,
= —pr(JE T+ M) i
= —pi(RIR)) 'pi
= —piRVR i
= —qng
= gl (44)

Logo, por (44) em (43), vem que:
o) _ (Hpk”)2 (HpkH - Ac)
¢'(Ar) gl A

Vamos analisar este método iterativo frente a estrutura da prépria equagao secular. Como
dito anteriormente, na Se¢ao 3.2, a equagao secular (28) possui zeros e nao possui polos finitos,
os zeros acontecem, neste caso, nos valores negativos dos autovalores da JIJ.. Entretanto,
nosso objetivo é encontrar valores positivos para A. Portanto, para que o método de Newton
nos seja uma ferramenta confiavel, é necesséario estabelecer salvaguardas para evitar que o
método convirja para uma solucao indesejavel da equacgao secular.

que, em (38) nos dé (39). m

4.2.1 Salvaguarda para o método de Newton

. v . e .
Para isso, vamos seguir o proposto em |5] e estabelecer uma cota inferior e outra superior
para os valores que A pode assumir no processo iterativo, impondo que a cada iteragao k,
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Ak € [0k, ug], tal que £y é uma estimativa para o menor autovalor da J;‘F J. e ug estabelece um
limite superior para A. Como JI.J. é, ao menos, semidefinida positiva,

lo = 0. (45)

Para estimar o limitante inicial uy, vamos usar a aproximacao de Rayleigh em que, para
qualquer matriz B € RP*P com autovalores definidos por p1 < pio < ... < p,, temos:

u? Bu

uT'u

pr < < Hp (46)
para todo u € RP

Aplicando esta desigualdade a nossa matriz JCTJC + M, sendo p; < pe < oo <y
autovalores, bem definidos, da matriz J!J,., simétrica, e p € R", temos que:

pl(JE T+ AXDT(JTJ, + M)p

T < (pn + A (47)

(1 + ) <

Tomando p como definido em (32) tal que ||p||* = A2, entao (47) nos da:

FTJ.JTF,

(1 4+ A)? <
Como nossa estimativa para o menor autovalor é zero por (45), vem que:

JIF,
pe bl (49)

Cc

o que nos da a cota superior para os valores que A pode assumir.
Essas cotas serao atualizadas a cada iteracao da seguinte maneira:

Algoritmo 2: Atualizacao das cotas £ e u

A cada iteracao k, comecando de k = 0, dados as cotas iniciais definidas em (45)
e (48) e a fungao 0(A) como definida em (23), faca:

1 se 0(A\;) < 0 entao

2 Ceyr = Uy
3 Upg1 = Ak
senao
4 (11 = max {ék, A — ((55’(())\\2)) };
5 Uk4+1 = Uk;
fim

Cabe aqui uma breve discussao sobre as atualizagoes propostas no Algoritmo 2. Repare
que no algoritmo usamos a fungao d(\) ao invés de usar sua reciproca ¢(\) definida em (27).
Embora ela nao seja ideal para ser usada com o método de Newton para encontrar zero de
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funcoes, neste caso, sua convexidade no intervalo de trabalho é uma caracteristica que pode
ser bem aproveitada frente a quase linearidade da funcao ¢(A) dada em (27). Em primeira
instancia, nés usamos essa funcao no Passo 1 pois sabe-se que, quando negativa, o valor de A
corrente estd acima do valor \* procurado (ver Figuras 2 e 8). Em outra instancia, usamos
essa funcao para estabelecer a cota inferior caso a condicao do Passo 1 nao seja satisfeita.
No Passo 4, definimos a nova cota inferior como sendo o valor méximo entre a cota atual e o
proximo iterando de Newton aplicado a fungao §(\). O valor de §(A) pode ser avaliado na
iteragao e o valor de sua derivada ¢'(\x) é conhecido, pois:

pMN)TP'(N)
PNl
gl
Ipll

3'(A)

Esse valor aplicado a iteragao de Newton nos da a seguinte expressao:

_ lal*
gk-ﬁ-l = Inax Kk, )\k + Hp” . (49)

Definidas as cotas, a cada iteragao verifica-se se A\, & [(x, ux], caso isso acontega, Ay serd
propriamente inserido dentro do intervalo; essa estratégia sera apresentada adiante.

4.2.2 O algoritmo para o problema da equacgao secular

O método para encontrar o zero da equacao secular exige uma estimativa inicial g para gerar
a sequéncia \;. Como a cota inferior em (45) é ¢y = 0, vamos definir A\g = 0 para que, caso
haja uma solugao interior do subproblema como apresentada na Sec¢ao 3.2, ela seja apontada
logo no inicio da execugao, ou ja seja descartada a possibilidade de sua ocorréncia.

Baseados nos elementos discutidos até agora, apresentamos o Algoritmo 3 para resolver
o problema de encontrar o zero da equagao secular definida em (28).

Para que o Algoritmo 3 se torne tutil na pratica, nos resta discutir sobre critérios de
parada no Passo 9; é o que faremos na proxima secao.

4.2.3 Critérios de parada para o algoritmo

A discussao de critérios de parada estd intimamente ligada com a resolucao do problema.
E ainda, é necessario nas condicoes de parada estabelecer um limitante para a execucgao do
algoritmo caso ele nao convirja para a solucao. Em nosso caso, vamos estabelecer cinco
critérios de parada, que sao:

1. O algoritmo convergiu para a solu¢ao do problema, dada certa tolerancia 7.

Neste caso, avaliamos se a funcao secular ja esta suficientemente préxima de zero, isto

7

é, se:

| p(Ae) < T
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Algoritmo 3: Algoritmo para encontrar a raiz da equacao secular

10

11
12

Dados z. € R™ o ponto corrente, F, € R™ e J. € R™*" a funcao residual e a matriz
jacobiana avaliadas em x., \yg = 0 a estimativa inicial para a raiz da equagao secular,
A, o raio da regiao de confianga corrente e uma tolerancia 7 para convergéncia do
algoritmo a solucao, faca:

go < 0,
I Fe
ug ¢ —<—
0 A,
R
J. +— Qc< Oc ) ; // Usando reflexdes de Householder, ver Apéndice A
para k=0,1,... faga
R,
Defina a matriz 0 ;
VAL
R, Ry
0 =G\ 0 ; // Usando rotagdes de Givens, ver Apéndice B

VAT 0

Resolva R Rypr = —J! F,;
Resolva RYqy = pi;

Analisar os critérios de parada do algoritmo;

Atualizar as cotas € e u cf. Algoritmo 2

Obtenha A\, de (39);

se )‘k+1 ¢ [ﬂk, uk] entao )‘k—i-l — max{\/ﬁk * uk,ﬁk 4+ 0.1 % (uk — ék)};
fim

2. Houwve pequena variacao em .

Caso a variagao em A seja muito pequena, dada certa tolerancia 7, interrompe-se a
execucao do algoritmo e assume-se )\, como solugao. Neste caso, avaliamos

’)\k—i-l_)\k ’< T.

3. Houwve pequena variagio em §(N).

Caso a variagdo em d(\) seja muito pequena, menor que certa tolerancia 7, interrompe-
se a execucao do algoritmo e assume-se como solugao A\i. Em outras palavras,

| okl = llpell [< 7.

4. Convergéncia interior do problema

Avaliamos o caso de \;, ser zero e py correspondente ser vidvel (ver Segao 3.2):

lpxl = lp(O)]| < Acy A = 0.
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5. Quantidade de iteracoes do processo

Em nosso caso, vamos estabelecer um limite de ITOL iteracoes, definido pelo usuario,
para que o algoritmo convirja a solugao, senao decretamos falha na convergéncia do
algoritmo e interrompemos a execucao:

k < ITOL.

4.3 Atualizacao do raio da regiao de confianca

Nesta secao, vamos apresentar os fundamentos para atualizar o raio A. da regiao de confianca.
Sabe-se que para resolver o problema (1), ndo trabalhamos diretamente com a fungao objetivo
U(x), mas sim com a aproximagao linear definida em (29) para a funcdo residual F(x) em
torno de um ponto z.. Em nosso caso, esse é um problema quadratico. A cada iteracgao,
resolvemos um problema restrito a uma bola de raio A.. Entao, o descréscimo que obtemos
¢ no modelo linear, e nao diretamente na funcao residual; sua reducao da esta ligada a
representacao do modelo na regiao de raio A.. A atualizacao deste raio estd justamente
neste ponto: caso obtenha-se um descréscimo satisfatorio na fungao residual, temos que o
modelo linear representou bem a funcao na regiao definida, entao aumenta-se o valor de
A, para que o modelo seja melhor aproveitado. Caso contrario, diminui-se o tamanho do
raio, para que possamos ter uma boa representacao da funcao residual e obtenhamos um
descréscimo aceitavel.

Para avaliar a relacao entre o descréscimo da fungao objetivo e o descréscimo do modelo
definido no ponto, vamos seguir [5] e avaliar a razao entre a reduc¢do atual (redugao da fungao
objetivo) e a redugdo predita (redu¢do do modelo), dada por:

CF@IE - [P + D))
P = TR — T () + Tapl

(50)

onde p é o passo 6timo obtido na solugao do problema (30).

Analisando o quociente (50), temos que o numerador representa a redugao da funcao
objetivo partindo do ponto corrente x. para o ponto candidato x, = x.+ p e o denominador
representa essa redugao a partir do modelo. No melhor dos casos, se F(z) fosse linear, entao
p(p) = 1 para todo p, e teriamos que o modelo seria uma étima representacao para a fungao,
pois seria a prépria fun¢do. J& no pior dos casos, se |[F(x + p)|| > ||F'(z)||, entao p(p) < 0 e,
ao invés de obter um descréscimo na fungao objetivo, obteriamos um aumento, o que significa
que o modelo foi uma péssima representacao para a funcao na regiao de confianga definida.

Com isso, podemos definir algumas condigbes para manipular o raio A.:

1. Se [|[F(z+p)|| > ||F(z)|l, entdo a houve um aumento na fungao objetivo e vamos tomar
p(p) = 0 e diminuir o raio A..

2. Se p(p) < 1/4, entao o modelo nédo representou muito bem a funcao na regiao definida,
entao devemos reduzir o tamanho do raio A..

3. Se p(p) > 3/4, entdo temos que o modelo representou muito bem a funcdo na regido
definida; por isso, podemos aumentar o tamanho de A..
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4. Se 1/4 < p(p) < 3/4, tivemos um nivel de reducdo razodvel, entdo mantém-se o valor
de A..

O problema agora resume-se em encontrar a melhor maneira de calcular o quociente
em (50), que nos dird o que fazer com o valor de A, e, ainda, qual a melhor maneira de
aumentar ou diminuir o valor de A.. E o que vamos discutir nas se¢oes subsequentes.

4.3.1 Computando o quociente de reducao relativa

Nesta se¢ao vamos seguir as ideias propostas por Moré em [5], apenas detalhando-as. Nosso
objetivo aqui é evitar ou amenizar o maximo possivel a ocorréncia de overflows e underflows
na computagao do quociente (50). Por isso, precisamos manipular o denominador desta
relagdo, pois este pode ser o responsédvel em causar resultados indesejados. De (31a), temos
que:

J'Ip = —J'E. —X\p (51a)
~FrJ. = XNt +pt Il (51b)

Para simplificar a notacdo, vamos reescrever (50):

o(p) = IFell® = IFnl*
| Fe||> = || e 4 Jep|?
Disso vem que:
|F|> = |Fe+ Jep||> = E'F.—F'E.—F'Jp—p"J'F.—p"J Jp
L) BT g — pT T E, + p"(—JTF, — Ap)
W \pTp+p" I+ M
| Jepl” + 2X1p|%. (52)

A relagao (52) possui duas consequéncias importantes:

1. Podemos reescrever o quociente (50), dividindo todos os termos por || F.||?, obtendo a

seguinte relacao:
2
- (1)
Fe

HJcpH>2 ( Ip )2'
WPy - 4 oy (P
( | Fell | Fell

2. Manipulando a relagdo (52), temos que:

p(p) =

IFell® 2 I Fell* = [1Fe + Jepl® = [ epll* + 2ApI* = || Jepll?
| epl] < [ Fel] (54a)
1Fell? = 1Fell® = 1Fe + Jepll? = I Jepl® + 2Xpl1* = |Ipl®
Pl < JIFel (54b)
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Disto, podemos concluir:
1. O denominador de (50) serd sempre nao-negativo.

2. As relagbes (54) nos permitem afirmar que a computacdo do denonimador nao ird
resultar em overflow.

3. O numerador jamais gerard overflows a nao ser que ||F,|| > ||F.||. Neste caso, nao é
necessario computar o fator p, pois ele visa avaliar a reducao da fungao objetivo com
relagdo ao modelo. Caso isso aconteca, assumiremos que p(p) = 0.

Tendo a melhor maneira de computar a reducao relativa, vamos agora discutir como
atualizar o tamanho do raio da regiao de confianca.

4.3.2 Atualizando o raio da regiao de confianca

A atualizacao do raio sera feita em funcao do fator p, como discutido na Segao 4.3. A
atualizacao do raio sera feita em trés instancias: ou seu valor serd mantido, ou aumentado
ou diminuido. Aumentar o tamanho do raio é relativamente simples, basta multiplica-lo por
uma constante. Em nosso caso, vamos fazer:

Ay =2lp7- (55)
Esta maneira de aumentar o valor de A, é a maneira mais equilibrada, pois:
1. Se ||p*|| = A., ent@o estamos dobrando o tamanho de A..

2. Se |lp*|| < A., A* =0, entao nao é necessario nem aconselhavel dobrar o tamanho do
raio, pois o minimizador do modelo foi um ponto interior; neste caso estamos permi-
tindo, numa préxima iteracao, que dobre o tamanho do passo tomado.

Nos resta o problema de diminuir o raio. Para isso, vamos primeiro definir a fungao:
V() = SIF e +9p7)]" (56)

Desta func¢ao, conhecemos:

L. 7(0) = $||F.||%
2. ¥(0) = (p")'JIF,;
3. 9(1) = 1B

Com isso, definimos a parabola interpolante:

mg(9) = [7(1) = 7(0) = 7' (0)]9* +~/(0)9 +~(0) (57)

A, = 9*A,. (58)
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Se ¥* ¢ [15, 3], entdo assumiremos o extremo do intervalo mais préximo do valor de ¥*.

1
Como a fungao (57) é suave e convexa, seu minimizador é tal que m; (J*) = 0. Entao:

P 7'(0)
2[y(1) =~(0) = (0)]
o (p*)" JIF, (59)
[Enll® = 1Fell? = 2(p*) " S Fe
Divindo todos os termos em (59) por ||F.||?, temos:
(p)"Je e
. [ £e|f?
V= — . 60
(LEDY 0V 7R e
[l IEl?

Usando as ideias e conclusoes apresentadas na Segao 4.3.1, vamos analisar (60) de forma
a evitar a ocorréncia de overflows. Pré-multiplicando (31a) avaliado em p* por (p*)?, temos
que:

— (") (J T+ N D" = ()" I F. (61)
Entao:
(p)"IIE [(p*)TJcTJcp* N (p*)Tp*]
I Fell” 17l PR

= . (62)

* 2 * 2
(L)’ (1)
[ ||

Podemos usar as relagdes (54) para concluir que nao teremos nenhum overflow em (62).
Entao podemos reescrever a relagao (60), multiplicando-a por —1 e substituindo o de (62):

1
—«

9 = 2 . (63)
2
2 [
A expressao (63) nos dd uma ferramenta confiavel para encontrar o valor de ¥* e aplicé-lo
na reducao do raio A, como definido em (58).
Com isso, encerramos a coleta de elementos para compor um algoritmo eficiente e robusto

para resolugdo do problema (1) e estamos prontos para construi-lo; é o que faremos na
proxima parte do texto.

4.4 A construcao do algoritmo LMA

Nesta secao vamos apresentar a estratégia de Levenberg-Marquardt no Algoritmo 4, com
todas as propriedades apresentadas neste trabalho.
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Algoritmo 4: Método de Levenberg-Marquardt

Dados: xg € R™ o ponto inicial, F, € R™ e Jy € R™*" a fungao residual e a matriz
jacobiana avaliadas em xy, A o raio da regido de confianca inicial definido em (64),

¢(A) definida em (28) e W(x) como definida em (1), faga:

1 para k=0,1,... faga
2 Encontre p, e A. usando o Algoritmo 3;

Avalie o ponto candidato xp, 1 = T + pg;
4 Avalie o valor da funcao Fj; no ponto candidato;

5 Avalie a reducao relativa py por (53);

6 se pr, > 0.001 entao

7 Aceite o ponto candidato xy1;
8 Avalie a Jacobiana Jy1;
9 Avalie os critérios de parada;
senao
10 Descarte o ponto candidato;
11 Assuma xp 1 = g, Fro1 = Fi e Jyp1 = Ji;
fim

12 se pr < 1/4 entao

13 Encontre 9* por (63);
14 se ¥* < 1/10 entao v* = 1/10;
15 se U* > 1/2 entao v* = 1/2;
16 Apy1 = 0" Ay;
fim
17 se pr > 3/4 ou A\. = 0 entao A1 = 2||pk;
fim

Como estimativa inicial para o raio da regiao de confianca, vamos assumir:
Lo
Ay = 1—O||Jo Foll, (64)

visto que esta opcao nos chamou a atencao por ser numericamente razoavel e apresentar
eficiéncia satisfatoria para problemas bem escalados.
Para finalizar o algoritmo, vamos analisar suas condigoes de parada no Passo 9.

4.4.1 Critérios de parada para o algoritmo

Os critérios de parada aqui visam detectar se o método de Levenberg-Marquardt convergiu
para a solucao do problema (1). Neste algoritmo, vamos utilizar cinco condigoes de parada:

1. O algoritmo convergiu para a solucao do problema, dada certa tolerancia FTOL.
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Neste caso, vamos avaliar se o algoritmo convergiu para a solugao do problema original,
|F'(x)|| = 0, condigao vélida apenas para problemas zero-residuais:

|F(2;,)|| < FTOL.

2. A condicao de otimalidade de primeira ordem para o problema de minimizacdo irrestrita
¢ satisfeita, dada certa tolerancia GRADTOL.

Para esta condicao, analisamos se o gradiente relativo da fun¢do (como sugerido em
[2, p. 160]) no ponto estd préximo de zero (condigao de otimalidade de primeira ordem
para minimizagao irrestrita):

i (S ()" F (1))
max{||F'(z)[], 1}

< GRADTOL.

3. Houve pequena variagdo no valor de F(x), dada certa tolerancia VARTOL.

Caso a variagao no valor de || F(z)|| seja muito pequena, dada certa tolerancia VARTOL,
interrompe-se a execucao do algoritmo e assume-se como solucao xy:

|F(xky1) — F(xy)|| < VARTOL.

4. Houve pequena variacao no tamanho do passo xy, dada certa tolerancia VARTOL.

Caso a variagdo no valor de [|z|| seja muito pequena, dada certa tolerancia VARTOL,
interrompemos a execucao do algoritmo e assumimos como soluc¢ao o iterando atual:

|41 — 2x|| < VARTOL.

5. Numero de iteragoes do algoritmo.

O usuadrio estabelece um nimero ITOL limite de iteracoes para que o algoritmo convirja
a solucao, senao decretamos falha na convergéncia do algoritmo e interrompemos a
execucao, retornando o iltimo iterando obtido, x:

k < ITOL.

5 Experimentos numéricos

Baseados no contetido desenvolvido neste trabalho, implementamos um programa para o
CAS Mazxima e rodamos alguns problemas em um microcomputador Intel Dual-Core T3400
2.16 GHz, 2 GB de memoria RAM, sistema operacional Windows 7 32-bits e a versao 5.22.1
do CAS Maxima.

O Mazima é um Sistema Algébrico Computacional (CAS) implementado em Lisp. Seu
nome ¢ oriundo do nome original do projeto, MACSYMA, desenvolvido no Massachusets Insti-
tute of Technology (MIT) nos anos de 1968 a 1982 como parte do projeto MAC. MACSYMA é
um acronimo para MAC’s SYmbolic MAnipulation System. O préprio sufixo MAC também é
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um acronimo, geralmente citado como MAn and Computer (Homem e Computador) ou Ma-
chine Aided Cognition (Conhecimento por Computador). Em 1998, o cddigo fonte do projeto
MAcsyMA foi lancado sob a licenga GNU, e no ano 2000 foi dado continuidade ao projeto
na comunidade SourceForge, sob o nome Maxima, que até hoje o mantém e desenvolve.

O programa desenvolvido neste projeto possui trés fungoes que sao o coracao da algebra
linear numérica da estratégia e concentram em si as informagcoes mais importantes para a
analise dos experimentos dessa secao. Sao elas:

e Uma funcao para calcular a fatoracao QR de uma matriz por reflexdes de Householder
(ver Apéndice A); chamaremos essa funcao de HHSTEP,

e Uma fungao para fatorar a matriz em (36) por rotacoes de Givens; chamaremos essa
funcao de GIVENS,

e Uma funcao para calcular as rotacoes de Givens propriamente ditas sobre um vetor
(ver Apéndice B); chamaremos essa fun¢ao de GIVSTEP.

Para todos os testes, tomamos por referéncia os problemas propostos por Moré, Garbow
e Hillstrom [6].
Os testes foram realizados em 4 partes:

I. Selecionar alguns problemas e, partindo do ponto inicial proposto, rodar o problema
no algoritmo desenvolvido.

II. Estabelecer uma caixa (em torno da solugao), sortear k pontos dentro desta caixa e
executar o algoritmo tomando como ponto inicial o sorteado.

[II. Comparar o resultado da execugao de alguns problemas com os resultados em [6] para
o caso de quadrados minimos.

IV. Comparar os resultados de alguns problemas com os resultados obtidos usando o algo-
ritmo lsqnonlin do MATLAB.

Para os testes, vamos considerar os resultados apresentados na Tabela 1.
Como critérios de parada, adotamos aqueles discutidos na Segao 4.4.1, com FTOL =
GRADTOL = 1075, VARTOL = 1072 ¢ um limitante para o ntimero de iteracoes ITOL = 200.

5.1 Partel

Nesta parte, analisamos a convergéncia do algoritmo a solucao do problema para alguns
problemas propostos por Moré, Garbow e Hillstrom em [6]; a numeragao da fungao é a
mesma usada nesse artigo e, para cada funcao apresentamos os resultados CP, ||Fy||, IT,
AF, AJ, AH, AG1, AG2 e TE definidos na Tabela 1.

Os problemas testados sao apresentados na Tabela 2, em que criamos siglas mnemonicas
para facilitar a referéncia ao nome do problema, acompanhadas de suas respectivas dimensoes
m e n, bem como dos pontos iniciais utilizados. Os resultados desta parte sao apresentados
na Tabela 3.
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’ Sigla \ Descricao ‘

AF | Avaliagoes da funcao efetuadas.
AG1 | Chamadas feitas a funcao GIVENS.
AG2 | Chamadas feitas a funcao GIVSTEP.
AH | Chamadas feitas a fungao HHSTEP.
AJ | Avaliacoes da jacobiana efetuadas.
CP | O critério de parada, um numero conforme apresentado na Secao 4.4.1.
| Fi]] | A norma euclidiana da funcao residual F' avaliada na solugao.
IT | A quantidade total de iteragoes do processo.
ITM | A quantidade média de iteragoes do processo.
TE | Tempo total de execucao (em segundos).
TM | Tempo médio de execugao (em segundos).
Tabela 1: Descricao dos itens considerados nos testes.
’ Funcgao \ Sigla \ n \ m \ Ponto Inicial ‘
1 ROS 2| 2 (—1.2,1)
4 BBS | 2| 3 (1,1)
5 BEA |2 |3 (1,1)
13 POWS | 4 | 4 (3,—1,0,1)
14 WOOD | 4 | 6 | (—-3,—-1,-3,-1)
16 BDF 4 120 | (25,5,—5,—1)
20 WAT |12 | 31 (0,0,...,0)
34 LP1Z | 6 | 40 (1,1,...,1)
Tabela 2: Problemas testados na primeira parte.
| Fungio |CP | [[Fi] [IT |AF[AJ[AH[AG1|AG2]| TE |
ROS 1 0 18119 | 14 | 18 | 33 99 |0.16
BBS 1 10.26556 E-12 | 13 | 14 | 12 | 26 18 54 | 0.11
BEA 1 [0.62509 E-11 | 5 | 6 6 | 10 | 51 133 | 0.16
POWS | 2 |0.19361 E-03 | 8 | 9 9 | 24 0 0 |0.06
WOOD | 1 |0.17266 E-08 | 67 | 68 | 63 | 268 | 46 | 460 | 0.91
BDF 2 1029295 E03 |40 | 41 | 24 | 160 | 87 | 870 | 1.80
WAT 2 | 038213 E-04| 4 | 5 5 | 48 2 156 | 0.75
LP1Z 2 1033361E01| 2 | 3 3 | 12 5 105 | 0.31

Tabela 3: Resultados dos testes da primeira parte.

Frente aos resultados, podemos ver que para todos os problemas testados tivemos a
convergéncia a uma solucao em tempo satisfatorio. Além disso, podemos destacar algumas
caracteristicas interessantes:

1. Em todas as funcgoes, os critérios de parada foram completamente seguros: ou pelo zero
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da funcao, para aqueles problemas zero-residuais, isto é, aqueles em que o valor da
funcao avaliada na solugao for menor que FTOL, ou pelo zero do gradiente, satisfazendo
a condi¢ao necessaria de primeira ordem para minimizacao sem restricoes, para aqueles
problemas que possuem residuo nao nulo.

2. Em algumas fungoes, o nimero de avaliagoes da jacobiana foi menor que o nimero
de avaliagoes da funcao. Isso porque nem todos os pontos obtidos no processo foram
satisfatorios. A jacobiana somente é avaliada para pontos candidatos x, = x. + p* tal
que F(z,) < F(z.), isto é, para pontos candidatos que sdo aceitos por provocar um
decréscimo na fungao residual do problema.

3. Na Secgao 4.1, discutimos a quantidade de rotagoes de Givens necessarias para ajustar a
matriz em (37): n(n+1)/2 rotacoes, onde n é a dimensao do dominio da fungao residual
F(z) em (1). Em todos os resultados, reparamos que essa asser¢ao foi satisfeita: para
cada chamada da fungdo GIVENS expressa em AG1, tivemos exatamente n(n + 1)/2
chamadas feitas a funcao GIVSTEP, expressas em AG2.

4. Para cada iteracao é feita uma decomposicao QR da matriz jacobiana por reflexdes
de Householder. Pelos resultados, percebe-se que sao feitas n % IT chamadas a funcao
HHSTEP, onde n é a dimensao do dominio da fungao residual F(z) em (1). Isso significa
que a reflexao foi feita para cada coluna da matriz jacobiana. Isso somente nao acontece
se a jacobiana for uma matriz quadrada, como podemos ver no caso dos problemas ROS
e POWS: a reflexao feita na tultima coluna é sobre um elemento escalar e nao sobre
um vetor, com isso nao ha a necessidade de fazer a reflexao nem de chamar a funcao
GIVSTEP para o ultimo elemento, por isso temos (n — 1) % IT chamadas a esta funcao.

5. No problema POWS, nao houve nenhuma chamada a funcao GIVENS e, portanto, ne-
nhuma a funcao GIVSTEP. Isso acontece porque, em todas as iteragoes, a solucao do
subproblema de regiao de confianca foi um ponto interior do problema e, portanto,
A* =0 (ver Segao 3.2). Como A = 0, a matriz em (37) jé esta sob a forma triangular,
nao havendo a necessidade de efetuar as rotacoes de Givens sobre a matriz em questao.

5.2 Parte 11

Nesta parte, nosso objetivo é analisar como o algoritmo se comporta na resolucao de alguns
problemas a partir de outros pontos iniciais (em uma vizinhanga da solu¢ao). Para isso, vamos
tomar algumas das funcoes testadas na Secao 5.1, estabelecer uma caixa em torno da solugao
do problema, sortear k pontos nesta caixa e verificar a convergéncia média do algoritmo a
solucao. As denominacoes das funcoes serao iguais as da Tabela 2. Apresentamos na Tabela 4
os problemas considerados nesta secao, as dimensoes, os valores para os limitantes da caixa
que contém o ponto inicial e a quantidade de pontos considerada; os resultados, por sua vez,
sao apresentados na Tabela 5. Para cada resultado, consideramos CP, ||Fy||, IT, ITM, AF,
AJ, TM e TE definidos na Tabela 1.

Para efetuar o sorteio, usou-se uma funcao pseudorandomica do Maxima alimentada por
uma semente. A semente escolhida para os testes foi 3820.

Destes testes podemos tirar algumas conclusoes:
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| Fungao | n | m |

Caixa para o ponto inicial

‘ Qtde. k de pontos ‘

ROS [2] 2 [—3,5] x [-3,5] 200
POWS | 4| 4 | [=3,3] x [=3,3] x [-3,3] x [-3, 3] 200
WOOD | 4| 6 | [—1,3] x [—1,3] x [-1,3] X [-1, 3] 100

Tabela 4: Problemas testados na segunda parte.

32

Figura 17: Tlustracao do problema ROS considerado: mapa com as curvas de nivel da funcao,

pontos iniciais gerados e destaque para a solucao do problema.

- CP

Fungiio - NC | ]l IT |ITM | AF | AJ | TM | TE
ROS [ 1200 [ 1.2552 E-13 [ 1547 | 7,735 | 1747 | 1284 | 0.038 | 7.73
POWS | 2 | 200 | 3.7610 E-04 | 1565 | 7,825 | 1765 | 1765 | 0.040 | 8.10
WOOD | 1 | 100 | 6.0755 E-08 | 919 | 9,19 | 1019 | 867 | 0.099 | 9.98

Tabela 5: Resultado dos testes da segunda parte.

1. O algoritmo convergiu para a solugao de todos os problemas testados. Isso significa que
para qualquer ponto préximo da solucao o algoritmo ¢é capaz de convergir a solugao.

2. Os critérios de paradas foram homogéneos, isto é, coerentes com a norma euclidiana
(média) da fungao objetivo avaliada nas solugoes: para os problemas zero-residuais, em
todas as iteracoes o algoritmo parou pelo critério 1, enquanto que para problemas que
apresentam uma pequena norma do residuo, o algoritmo parou pelo segundo critério
(veja Segao 4.4.1).
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3. Em um contexto comparativo com os testes da primeira parte, podemos observar que o
tempo médio de execucao foi melhor para todos os problemas, assim como a quantidade
de avaliacao das fungoes e da jacobiana; esse é um resultado esperado visto que todos
os pontos testados estao proximos da solugao.

5.3 Parte III

Nesta parte, nosso objetivo é comparar os nossos resultados com os resultados obtidos por
Moré, Garbow e Hillstrom [6]. Para cada resultado, consideramos CP, ||F.||, AF e AJ
definidos na Tabela 1.

’ Funcao ‘ Sigla ‘ n ‘ m ‘ Ponto Inicial ‘
1 ROS | 2 | 2 (—1.2,1)
2 FRF | 2 | 2 (0.5,—2)
6 JSF 2 110 (0.3,0.4)
8 BARD | 3 | 15 (1,1,1)
10 MEY | 3 | 16 (0.02, 4000, 250)
12 BTD | 3 |10 (0,10, 20)
13 POWS | 4 | 4 (3,—1,0,1)
15 KOF | 4 |11 (0.25,0.39,0.415,0.39)
16 BDF | 4 | 20 (25,5, —5,—1)
17 OS1 5 |33 (0.5,1.5,—1,0.01,0.02)
19 OS2 | 11 |65 | (1.3,0.65,0.65,0. 7 0.6,3,5,7,2,4.5,5.5)
20 WAT | 12| 31 (0,0,...,0)
27 BAL |10 | 10 (0.5, O 5 ..,0.5)
32 LPC | 5 |50 (1,1,...,1)
33 LP1 5 | 50 (1,1,...,1)
34 LP1Z | 5 | 50 (1,1,...,1)

Tabela 6: Problemas testados na terceira parte.

Nas Tabelas 6 e 7 apresentamos, respectivamente, os problemas propostos testados e o
quadro comparativo dos resultados. Disso podemos discorrer:

1. Todas as fungoes testadas com o algoritmo LMA portaram-se bem na pratica, conver-
gindo a resultados semelhantes, quando nao iguais, aos das rotinas NLSQ1 e NLSQ2.

2. Todos os testes tiveram uma parada satisfatéria, isto é, ou pela norma da funcao (para
problemas zero residuais) ou pela norma do gradiente, condigao de otimalidade de
primeira ordem para minimizagcao irrestrita. Isto aconteceu principalmente pela escolha
da tolerancia para norma da funcao e do gradiente, que foi 107¢. Caso essa tolerancia
seja menor, algumas fungoes podem parar por falta de progresso, isto é, variacao minima
dos pontos ou norma da fungao entre duas iteragoes (dada pela tolerancia VARTOL =
10712). A tolerancia, portanto, foi definida experimentalmente, e se comportou muito
bem na maioria dos problemas.
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- TMA NLSQI NLSQ2
Fungao | CP [E] [ AF [ AJ [ | AF | AJ [ | AF [ AJ
ROS 1 0.0 19 14 0.0 18 14 0.0 18 14
FRE | 2 | 0.60988 EOL | 41 | 28 | 0.69988 E 01 | 17 | 10 | 0.69988 B 01 | 17 | 15
JSF 2 0.11151 E 02 20 9 0.11151 E 02 25 14 0.11151 E 02 17 9
BARD | 2 090635 B01 | 6 | 6 | 090635 B0l | 7 | 6 | 090635 B01 | 7 | 6
MEY 2 093779 E 01 | 144 | 124 | 093779 E 01 | 136 | 120 | 0.93779 E 01 | 174 | 133
BTD 1 0.62754 E-10 13 12 0.72111 E-16 8 7 0.18041 E-15 7 6
POWS 2 0.19361 E-03 9 9 0.95234 E-35 68 62 0.72126 E-12 23 22
KOF | 2 017536 01 | 13 | 11 [ 017535 B01 | 23 | 21 | 017535 B01 | 18 | 15
BDF 2 0.29295 E 03 41 24 0.29295 E 03 | 315 | 282 | 0.29295 E 03 | 377 | 325
OST | 2 073924 502 | 19 | 16 | 073924 E02 | 10 | 16 | 0.73924 £-02 | 167 | 117
0S2 2 0.20034 E 00 15 14 0.20034 E 00 18 14 0.20034 E 00 15 13
WAT | 2 [033213E04 | 5 | 5 | 021731 E04a | 10 | 0 | 02131 BE0a| 7 | 6
BAL 1 0.19146 E-09 15 11 0.89874 E-15 17 15 0.16064 E-12 15 9
LPC | 2 |067082E01 | 5 | 5 |06702E01| 3 | 2 [06702E0L | 3 | 2
LP1 2 0.34826 E 01 3 3 0.34826 E 01 3 2 0.34826 E 01 11 10
LP17Z 2 0.36917 E 01 2 2 0.36917 E 01 3 2 0.36917 E 01 13 12

Tabela 7: Quadro comparativo com os resultados das rotinas NLSQ1 e NLSQ2 de [6].

3. A funcao POWS apresentou um resultado com diferenca consideravel aos resultados de
NLSQ1 e NLSQ2. De fato, até entre as rotinas houve uma diferenca significativa. O
resultado de NLSQ1 permite afirmar que o problema é zero residual, enquanto os re-
sultados de NLSQ2 e LMA apenas permitem afirmar que o problema possui residuo de
norma pequena. Comparando, ainda, nosso resultado ao resultado da rotina NLSQ1, a
diferenca é dada pelos valores considerados como tolerancias. A parada aconteceu pela
norma do gradiente da funcao no ponto, que ¢ da ordem de 1075, Se diminuirmos essa
tolerancia, conseguimos alcancar no maximo um residuo com norma de 107°, tendo
como critério de parada a variacao dos pontos, da ordem de 10712,

4. A funcao WAT apresentou residuo com norma ligeiramente maior que os obtidos pelas
rotinas NLSQ1 e NLSQ2. Isso deve-se a tolerancia do gradiente. Se baixarmos esse valor,
obtemos ao final um residuo com norma semelhante, mas com avaliacoes de funcgao e
jacobiana semelhantes.

5.4 Parte IV

Nesta parte, nosso objetivo é comparar nossos resultados com os resultados obtidos com a
execuc¢ao do algoritmo lsgqnonlin do MATLAB. Os testes foram rodados usando o MATLAB
7.0.1.24704 (R14). Novamente, selecionamos algumas fungoes a serem testadas, conforme
Tabela 8. Os resultados sao apresentados na Tabela 9. Como critérios de comparacao,
consideraremos apenas CP, ||F,|le AF definidos na Tabela 1.

Nesta secao, em especial, vamos considerar também o critério de parada dos resultados
comparados. Nossos critérios de parada foram apresentados na Secao 4.4.1. Usando a mesma
convencao dos nossos e procurando compatibilizar as tolerancias da maneira mais coerente e
comparavel possivel, denotamos os critérios de parada do algoritmo lsqnonlin por:
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2 O algoritmo convergiu para um ponto estacionario do problema.
Neste item, avalia-se a derivada direcional ao longo da direcao p e a norma infinito
do gradiente da fungao objetivo considerada (comparando ao nosso problema (30), a
funcao objetivo considerada em lsqnonlin é a mesma, mas sem o fator 1/2 em sua
expressao). Entao:

2(JTF.)"p < TolFun e ||2(J F,)||so < 10(TolFun + TolX),
onde TolFun = TolX = 107°.

4 O tamanho do passo nao ¢ significativo, numa tolerancia de 1076.
Este critério corresponde ao nosso quarto critério exceto pela norma infinito:

-6
1Pk lloe <1077,
Esse critério é menos rigoroso que o nosso, pois em nosso caso VARTOL = 1072,

5 O numero maximo de iteragoes foi atingido, no caso, 200 iteragoes, ou o nimero maximo
de avaliacao de funcao foi atingido, no caso, 100n.

] Funcao \ Sigla \ n \ m \ Ponto Inicial
1 ROS |2 ]2 (—12,1)
2 FRF | 2 | 2 (0.5, —2)
4 BBS |2 |3 (1,1)
5 BEA | 2 | 3 (1,1)
6 JSF 2 |10 (0.3,0.4)
8 BARD | 3 | 15 (1,1,1)
10 MEY | 3 | 16 (0.02, 4000, 250)
12 BTD 3 |10 (0, 10, 20)
13 | POWS | 4 | 4 (3,—1,0,1)
14 WOOD | 4 | 6 (—=3,-1,-3,-1)
15 KOF | 4 |11 (0.25,0.39,0.415, 0.39)
16 BDF 4 |20 (25,5,—5,—1)
17 OS1 5 133 (0.5,1.5,—1,0.01,0.02)
19 0S2 11|65 | (1.3,0.65,0.65,0.7,0.6,3,5,7,2,4.5,5.5)
32 LPC | 5 |50 1,1,...,1)
33 LPL | 5 |50 (L,1,...,1)
34 LPI1Z | 5 |50 (L,1,...,1)

Tabela 8: Problemas testados na quarta parte.

Desses testes, vale a pena destacar:

1. O algoritmo LSQNONLIN trabalha em dois modos: o de otimizacao de grande porte,
onde é usado um método de regiao de confianca baseado no método de Newton, e o
de otimizacao de médio porte, onde é usada a estratégia de Levenberg-Marquardt com
busca linear. A nossa escolha foi pela otimizacao de médio porte, para que pudéssemos
comparar a estratégia de Levenberg-Marquardt.
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Funcéio LMA LSQNONLIN
CPp \ | Es]| \ AF | CP \ I EL]| \ AF
ROS 2 0.0 19 | 2 ]0.28247 E-08 | 85
FRF 2 1069988 EO01 | 41 | 2 |0.69989 E 01 | 68
BBS 2 1 0.26556 E-12 | 14 | 4 | 0.44409 E-15 | 186
BEA 2 1062509 E-11 | 06 | 2 |0.79365 E-08 | 49
JSF 2 1011151 E02 | 20 | 4 |0.11151 E 02| 25
BARD | 2 ]0.90635 E-01 | 06 | 2 | 0.90635 E-01 | 51
MEY 2 1093779 EO01 | 144 | 5 | 0.25156 E 03 | 302
BTD 2 062754 E-10 | 13 | 2 |0.27364 E-06 | 42
POWS | 2 |0.19361 E-03 | 09 | 2 |0.10241 E-05 | 86
WOOD | 2 |0.17266 E-08 | 68 | 2 | 0.45356 E-09 | 158
KOF 2 1017536 E-01 | 13 | 2 |0.17536 E-01 | 26
BDF 2 1029295 E03 | 41 | 4 |0.29295 E 03 | 155
0OS1 2 1073924 E-02 | 19 | 2 |0.73924 E-02 | 89
0852 2 1020034 E00| 15 | 2 |0.20034 E 00 | 67
LPC 2 1067082 E01] 05 | 2 [0.67082 E 01 | 17
LP1 2 1034826 E01 | 03 | 4 |0.34826 E 01 | 10
LP1Z 2 1036917 E01 | 02 | 4 |0.36917 E 01| 10

Tabela 9: Resultados dos testes da quarta parte.

2. Os critérios de parada foram definidos de maneira equivalente. Repare que nesses testes

suprimimos nosso critério de parada 1 (veja Segao 4.4.1) pois o algoritmo lsqnonlin
nao implementa este critério. Mas tal critério é bom na pratica, visto que para pro-
blemas que possuem norma do residuo pequena este critério pode agir primeiro que a
condigao de otimalidade de primeira ordem (critério 2), caso as tolerancias sejam dife-
rentes, e fazer com que o algoritmo declare convergéncia mais rapidamente. O critério
1 apareceria para as fungoes ROS, BBS, BEA e WOOD (veja Parte I, Segdo 5.1) e BTD (veja
Parte III, Secao 5.3).

. Algumas funcoes (BBS, BEA, BTD, POWS e WOOD) apresentaram diferenca no valor da
norma do residuo. Ora LMA teve menor valor, ora LSQNONLIN. Mas essas diferencas nao
foram maiores que 102, e todas aconteceram em problemas com pequenos residuos.

. O algoritmo LSQNONLIN nao convergiu para uma solucao da funcao MEY, enquanto o
nosso algoritmo obteve convergéncia em tempo satisfatorio para uma solucao do pro-
blema, que é a solu¢ao dada em [6].

. Pelas comparagoes podemos concluir que nosso algoritmo esta validado e que a im-
plementagao usando regioes de confianga é muito mais barata que usar o método de
Newton, bem robusta do ponto de vista do custo-beneficio e se comporta melhor na
pratica que a implementacao do MATLAB usando Levenberg-Marquardt com busca
linear.
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6 Conclusoes

Os problemas de quadrados minimos expressos em (1) possuem vérias aplicagoes no campo
da otimizacao, e existem muitas propostas de resolucao para este problema. Sem duvidas,
o método mais classico e eficiente, que serve como base para todos os demais estudos, é o
método de Newton. Entretanto esse método possui a desvantagem de ser muito custoso por
exigir a avaliagdo das informagoes de segunda ordem da func¢ao objetivo expostas em (3).

A estratégia de Levenberg-Marquardt é uma proposta atraente para a resolucao do
problema (1) justamente por ser uma opgao barata se comparada ao método de Newton,
pois substitui o cédlculo das informagoes de segunda ordem por um “regularizador” ou “mo-
dificador” A ligado intimamente ao problema. Entretanto, por estimar tais informagoes,
este método pode ser localmente lento se o problema for extremamente nao linear ou se a
fungao F'(z) em (1) possuir norma muito grande na solu¢ao. Nao obstante, muitas imple-
mentacoes desta estratégia portam-se muito bem na pratica, e o algoritmo pode obter até
convergéncia g-quadrética a solugao sob algumas hipdteses (veja, por exemplo, Teorema 10.2.6
em [2, p. 228)).

A abordagem do método de Levenberg-Marquardt do ponto de vista das técnicas de
regiao de confianga foi proposta por Moré em [5], e foi nossa base para este trabalho. A
ligacao com tais técnicas estd na maneira de calcular o modificador \ supracitado, o que
agrega robustez e eficiéncia ao algoritmo, pois aproveita ao maximo a estrutura do problema
em questao.

A ilustracao do problema (1) como um sistema de equagdes nao lineares nos serviu como
parametro para pensar e desenvolver os conceitos apresentados neste texto, enriquecendo
assim a analise encaminhada por Moré. Na pratica, o algoritmo implementado comportou-se
de maneira satisfatoria, obtendo convergéncia a solugao dos problemas propostos que consta
na literatura.
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Apéndice

A Transformacoes de Householder

Para executar as transformagoes de Householder, usamos elementos de [9, cap. 4]. Vamos
comegar com a definicao de transformacao de Householder:

Definicao 1. Uma transformacao de Householder, também conhecida como Transformagao
Elementar, € uma matriz da forma:

H =1 — ruu’, (65)
onde k||ul|?> = 2. Em nosso caso, vamos assumir £ =1 e |lu|| = v/2.
Note que H ¢é simétrica e que

H'H = (I —vwu")(I —uwu?) = I —wu’ —vu® + uuTuu®
= ] —2uwu’ + 2w’ =1,

portanto, a transformacao de Householder é uma transformacao ortogonal.

Aplicada a um vetor x = (x1,2,...,x,) € R o objetivo da transformacao é gerar
um vetor & = (||z|],0,...,0) € R"; portanto, as transformagoes de Householder em nosso
caso serao usadas para fatorar uma matriz X. E, ainda, o produto de todas as matrizes de
Householder Q5 é uma matriz simétrica e ortogonal, portanto a resultante de uma sequéncia
de transformagoes elementares no da a fatoracao QR da matriz X.

Uma transformagcao de Householder de ordem n pode ser armazenada em um vetor u € R”
e, sua aplicacdo em uma matriz X se daria da seguinte forma:

HX = (I —uwu")X = X —u(u"X).
Dai:
1. vl =uTX;
2. X =X —wT.

Portanto, neste caso, vamos armazenar apenas o vetor u.
Dada uma matriz X € R™*", o procedimento para calcular a transformacgao segue de
duas instancias:

1. Se m < n, o algoritmo percorre todas as linhas i da matriz, comecando da pri-
meira linha; para cada linha ¢ a transformacao elementar é gerada a partir do vetor
v = (Tigs Tiit1,-- -, Tin), serd de ordem m, aplicada a matriz X. O procedimento
repete-se m vezes, e o resultado sera o seguinte:

X = QH (Rm,m Rm,erl) s

onde Qy € R™*™ ¢é a resultante das transformagoes elementares e R,,,, € R™*™ ¢
triangular superior.
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2. Se m > n, o algoritmo percorre todas as colunas j da matriz, comecando da pri-
meira coluna; para cada coluna j a transformagao elementar é gerada a partir do vetor

v = (%, Tjt14s- -+ Tm,j) € serd de ordem m aplicada a matriz X. O procedimento
repete-se n vezes, e o resultado sera o seguinte:
Rnn
X = QH ( 07 >

onde Qy € R™™ é a resultante das transformacoes elementares e R, , € R"*" ¢é
triangular superior.

Para gerar a transformacao elementar, propriamente o vetor gerador u, aplicamos o
seguinte algoritmo, extraido de [9, p. 257]:

Algoritmo 5: Geracao da Transformagao de Householder

Dado um vetor z ao qual sera aplicada a transformacao, faga:

HouseholderStep(x);

1 U= ;
2 v = ul]
se v = 0 entdo u[l] = V/2;
senao
u=x/v;
se u[l] > 0 entao

u[l] = ul[l] + 1;

V= —V;

w

B = TS| BN

senao

8 | w[l] =ufl] - 1;

fim

o | u=u/\/|ull];
fim

10 retorna u.

B Transformacoes de Givens

O intuito do uso das Transformacoes de Givens ¢ o mesmo das Transformacoes de Householder
abordadas no Apéndice A. Entretanto, muitas vezes, a matriz a ser fatorada possui uma
estrutura especial de forma que o método de Householder nao seria o método mais eficiente
a ser aplicado. Nesta segdo, vamos usar elementos de [9, cap. 4].

Primeiro, vamos definir o que sao Transformacoes de Givens.

Definicao 2. Transformagoes de Givens sao matrizes da forma:

a-(-2). (66)

onde ¢ + s? = 1.
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A matriz G apresentada na Definicao 2 é uma matriz ortogonal que representa uma
rotacao em um plano conveniente, dai a nomenclatura ‘Rotagoes de Givens’. A relacao
c® 4 s? = 1 apresentada sugere a existéncia um angulo 6, tinico, tal que:

c=-cosf e s=send.

Portanto, a aplicagdo sobre um vetor (a,b) qualquer corresponde & rotagao, no sentido
horério, do vetor (a,b) de um angulo 6.

Entretanto, em nosso caso, as rotagoes de Givens nos serao tteis para inserir zeros em
uma matriz. Portanto, ao aplicar a rotagao sobre um vetor (a,b) qualquer, nosso objetivo é

obter o seguinte resultado:
c s a r
(50 )-(0) L

Logo, nao é necessario nos preocuparmos com o angulo  neste caso especial, mas sim na
resolucao do seguinte sistema:

ca+sb = r
cb—sa = 0’
que nos da:
b
c:g,s:—er:\/a2+bz. (68)
r r

Por consequéncia, o vetor resultante da transformagao (67) sera:

(%)

De forma geral, a transformacao de Givens pode ser vista como uma matriz da forma:

1 -0 0 -~ 00 --- 0
0 1 0 0 - 0
0 0 ¢ s 0 0

G = : , (69)
0 0 —s - c 0 0
0 0 0 0 1 0
O --- 0 0 --- 00 --- 1

dita rotagdo no plano (1,7), onde G nada mais é que uma matriz identidade de ordem m com
as seguintes substituicoes:
Gy = C Gy = S
G = —S5 G, = C
Essa matriz pode entdo ser construida sobre qualquer vetor (a,...,b) € RP| contido em
uma matriz qualquer X € R™*" e, da mesma forma que em (68), o vetor resultante sera

(Va?+b%,...,0) tal que somente a ultima coordenada se anula, e sua aplicacdo pode ser
feita na matriz X = GX.
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Algoritmo 6: Geragao da transformagao de Givens
Dados o vetor v = (a,...,b) € RP, extraido da matriz B em (70), faca:
1 a=wvl[l];
2 b=v[p];
sv=la|+|b];
4 se v = ( entao
5 c=1;
6 s=0;
senao
se a = 0 entao
7 c=0;
s =1;
senao
9 r=uvx+/(a/v)?+ (b/v)%
10 c=a/r
11 s="b/r;
fim
fim
12 retorna [c, s;

Neste trabalho, as rotacoes de Givens nos serao uma ferramenta eficiente para produzir

a relagao (37). A matriz
RC
0

VI
possui uma estrutura muito caracteristica, como ja apontado na Secao 4.1. A ideia é, por
meio de n(n + 1)/2 rotagoes de Givens, eliminar todos os termos da diagonal da submatriz
Dy = VAI € R™" ¢, para cada elemento' da diagonal d,, ao qual a rotacao ¢ aplicada,
climinar os termos gerados d, ,, para g =1+ 1,...,n.

A cada iteragao, o vetor (a,0,...,0,b) gerado serd tal que @ = r,, e b = d,,, e a sua
estrutura especial deve-se justamente porque este vetor é tal que todas as coordenadas entre
os elementos a e b sao nulas, por isso basta zerar o termo b.

No Algoritmo 6, adaptado de [9, p. 272], os fatores ¢ e s sao gerados a partir dos valores
a e b do vetor dado; a matriz da transformacao sera de ordem m da mesma forma da matriz
em (69). Essa ordem m vem da ordem da matriz B € R™*" em (70).

O termo v no Algoritmo 6 é usado para evitar overflows e fazer com que underflows,

caso acontecam, se manifestem da maneira mais inofensiva possivel. Para mais detalhes, ver
[9, p. 139].

B = (70)

L Aqui, assuma que ¢ corresponde a linhas da matriz e 7 a colunas da matriz.
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C

Resultados computacionais detalhados

Neste apéendice, apresentaremos os resultados computacionais detalhados dos testes realizados
na segunda parte (Sec¢@o 5.2). Nosso objetivo aqui é mostrar como o algoritmo se comportou
do ponto de vista computacional, isto é, quanto cada funcao consumiu do tempo total de
execucao, destacar quais funcoes sao o “coracao” do algoritmo e visualizar o algoritmo como
uma composicao de algumas rotinas. Comecaremos dando uma breve explicacao de cada
rotina implementada no Maxima, depois apresentaremos os tempos de execucao detalhados
de cada um dos testes.

Na implementacao computacional da estratégia estudada neste trabalho, foram escritas
as seguintes rotinas:

LMA — esta ¢é a funcao principal. E responsavel por controlar o descréscimo na funcao
objetivo, o tamanho do raio da regiao de confianca e a convergéncia do algoritmo a
solugao do problema (andlise dos critérios de parada). Seus parametros de entrada sao
essecialmente a fungao residual F'(x) em (1) e o ponto inicial xy. Os retornos sao o
critério de parada, a solugao encontrada x* e a norma do vetor F'(z*).

EXACTTR — esta rotina é responsdvel por encontrar o zero da equagao secular (28). E
invocada a cada iteracao da rotina principal, isto é, para cada ponto x. do processo. A
partir da funcao e da jacobiana avaliadas no ponto corrente, de uma estimativa inicial
Ao para a solucdo, o tamanho do raio da regiao de confianca A, e a tolerancia para o
zero da funcao secular, a rotina devolve A*, solucao do problema, e p*, o passo calculado
em funcao de \*.

TDOWNSYS — é uma rotina para resolucao de sistemas triangulares inferiores. Dados a
matriz de coeficientes (triangular inferior) do sistema e o vetor dos termos independen-
tes, a rotina retorna a solucao do sistema em um vetor ou um vetor vazio para sistemas
impossiveis.

TUPSYS — é a mesma coisa que a rotina TDOWNSYS, entretanto para sistemas triangulares
superiores.

HOUSEHOLDER — funcao responsavel em calcular a fatoracao QR de uma dada matriz
M € R™ ", E dividida em trés casos: HOUSEHOLDER1, HOUSEHOLDER2 e HOUSEHOLDERS3
para os casos em que m < n, m > n e m = n, respectivamente.

HHSTEP — ¢ a rotina em que encontra-se o vetor u para formar a matriz de Householder
H. E a implementacao do Algoritmo 5 do Apéndice A.

GIVENS — ¢é a fungao responsével por corrigir a matriz em (37) por Rotagoes de Givens.

GIVENSSTEP — ¢ a rotina responsavel por gerar os elementos ¢ e s da matriz de Givens.
E a implementagao do Algoritmo 6 do Apéndice B.

Apresentamos os resultados na Tabela 10. Também ilustramos os tempos na Figura 18.
Vale destacar os seguintes pontos:
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e Os experimentos foram executados em um microcomputador como descrito na Secao 5,
portanto, para efeito de reprodutibilidade dos experimentos, os tempos registrados
podem variar conforme o computador em que os problemas forem executados, a versao
do Maxima utilizada ou ainda até mesmo a ociosidade do processador no momento do
teste.

e Podemos reparar que a rotina que consumiu mais tempo de execucao foram as trans-
formagoes de Givens. Mas repare também que a porgao de tempo consumido pelas
transformacoes de Householder nao foi muito menor. Na Secao 4.1 defendemos a vanta-
gem das rotagoes de Givens frente ao recdlculo da fatoracao QR da matriz J! J.+AI. Os
resultados confirmam esta assercao: se recalculassemos a fatoracao QR a cada iteragao
da rotina EXACTTR em que o valor de A varia, com certeza o tempo total consumido
seria muito maior.

e A Funcao de Powell nao exigiu nenhuma rotina para executar Transformacoes de Gi-
vens. Veja os resultados obtidos na Parte I, Secao 5.1 para mais detalhes.

’ Funcao \ Rosenbrock \ Wood \ Powell
Rotina Chamadas Tempos Chamadas Tempos Chamadas Tempos
Ima 200 0.82 seg. 100 0.84 seg. 200 1.46 seg.
exacttr 1547 1.79 seg. 919 1.46 seg. 1565 1.07 seg.
householder 1547 0.48 seg. 919 0.30 seg. 1565 0.55 seg.
householder2 919 1.96 seg.
householder3 1547 0.99 seg. 1565 2.53 seg.
hhstep 1547 0.20 seg. 3676 0.42 seg. 4695 0.73 seg.
givens 2080 1.18 seg. 979 2.36 seg.
givenstep 6240 0.42 seg. 9790 0.84 seg.
tdownsys 7254 1.18 seg. 3796 1.20 seg. 3130 1.17 seg.
tupsys 3627 0.67 seg. 1898 0.60 seg. 1565 0.59 seg.
AF 1747 1019 1765
Al 1284 867 1765
TOTAL 7.73 seg. 9.98 seg. 8.10 seg.
CP: 1 - 200 vezes CP: 1 - 100 vezes CP: 2 - 200 vezes
Sol. Média: 0.12552 E-12 | Sol. Média: 0.60755 E-7 | Sol. Média: 0.37610 E-3

Tabela 10: Tempos de execugao das fungoes testadas na segunda parte.
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Figura 18: Graficos dos tempos de execugao relativos nos testes da segunda parte.
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