
Programação quadrática sequencial e condições dequali�caçãoFernanda Teles Nunes ∗Maria Aparecida Diniz-EhrhardtDMA - IMECC - UnicampResumoAbordando problemas de minimização de funções com restrições nos deparamos com ascondições de otimalidade e, ainda, com condições de quali�cação das restrições. Nosso inte-resse é o estudo detalhado de várias condições de quali�cação, com destaque para a condiçãode dependência linear positiva constante, e sua in�uência na convergência de algoritmos deProgramação Quadrática Sequencial. A relevância deste estudo está no fato de que resultadosde convergência que têm, em suas hipóteses, condições de quali�cação fracas são mais fortesque aqueles baseados em condições de quali�cação fortes. Experimentos numéricos serãorealizados tanto para investigar a e�ciência destes métodos na resolução de problemas comdiferentes condições de quali�cação, quanto para comparar dois diferentes tipos de busca,monótona e não-monótona. Tentamos con�rmar a hipótese de que algoritmos baseados emuma busca não-monótona atuam contra o Efeito Maratos, de comum ocorrência na resoluçãode problemas de minimização através de métodos de Programação Quadrática Sequencial.
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2AbstractIn the context of constrained optimization problems, we face the optimality condi-tions and also constraint quali�cation. Our aim is to study with details several constraintquali�cations, highlighting the constant positive linear dependence condition, and its in-�uence in Sequential Quadratic Programming algorithms convergence. The relevance ofthis study is in the fact that convergence results having as hypothesis weak constraintquali�cations are stronger than those based on stronger constraint quali�cations. Numericalexperiments will be done with the purpose of investigating the e�ciency of these methodsto solve problems with di�erent constraint quali�cations and to compare two diferent kindsof line search, monotone and nonmonotone. We want to con�rm the hypothesis that algo-rithms based on a nonmonotone line search act against the Maratos E�ect, very commonwhile solving minimization problems through Sequential Quadratic Programming methods.



1 Introdução 31 IntroduçãoDentre os métodos computacionais de otimização mais estudados, utilizados na resoluçãode problemas de minimização com restrições envolvendo funções não-lineares, encontram-seos métodos de Programação Quadrática Sequencial (PQS) e os de Lagrangiano Aumentado.Resultados de convergência desses últimos foram apresentados recentemente por Schuverdt[19] utilizando a condição de dependência linear positiva constante, a qual provou-se, nomesmo trabalho, ser uma condição de quali�cação das restrições. Tais como as condiçõesde otimalidade dos problemas de minimização restrita, as condições de quali�cação tambémestão presentes em todos os resultados de convergência dos métodos de PQS. A grande maio-ria destes resultados utiliza a regularidade como hipótese. Porém, quanto mais fraca for umacondição de quali�cação, maior é a quantidade de minimizadores que podem satisfazê-la e,portanto, maior pode ser o alcance do algoritmo que tem tal condição como hipótese. Issoquer dizer que condições de quali�cação mais fracas implicam em resultados de convergênciamais fortes. Nosso principal objetivo é o estudo de algoritmos de PQS e resultados baseadosem diferentes condições de quali�cação.Métodos de PQS baseiam-se na estratégia de encontrar a solução para um problemacomplicado através da resolução de uma sequência de problemas mais simples, cujas solu-ções convirjam para a procurada. Dado um problema que consiste na minimização de umafunção sujeita a um conjunto de restrições, construimos uma sequência de subproblemas nosquais a função objetivo é substituída por uma aproximação quadrática e as restrições sãosubstituídas por aproximações lineares. Daí o nome de Programação Quadrática Sequencial.Dada uma aproximação xk para a solução, construímos o subproblema quadrático a partirdeste iterando, que pelo menos numa vizinhança de xk aproxima bem o problema original, etomamos xk+1 como um ponto que resolve este subproblema, gerando assim uma sequênciade iterandos que deve convergir para uma solução.Algumas propriedades dos métodos de PQS são relevantes. Primeiro, trata-se de um mé-todo que tem a capacidade de caminhar por pontos infactíveis, não sendo necessário que aaproximação inicial pertença ao conjunto de restrições. Segundo, subproblemas quadráticossão fáceis de resolver e suas soluções podem resumir-se às de um sistema linear, quandoconsideramos apenas as restrições ativas no iterando atual. Terceiro, os métodos de PQSpossuem boa velocidade de convergência, podendo ser quadrática ou superlinear dependendoda construção dos subproblemas quadráticos.Considerando que os métodos de PQS caminham por pontos infactíveis, devemos levarem conta não apenas o decréscimo no valor da função objetivo de uma iteração para a ou-tra, mas também o quanto o iterando seguinte estará mais próximo do conjunto viável doque o iterando atual. O dever de manter o equilíbrio entre factibilidade e otimalidade nosmétodos de PQS cabe a uma função de mérito. O decréscimo no valor desta última podesigni�car ganho em otimalidade, ganho em factibilidade, ou ambos. No entanto, exigir que



2 Condições de Quali�cação 4tal valor decresça sempre, de uma iteração para a outra, pode fazer com que o algoritmoperca velocidade de convergência e, até mesmo, que pare em um ponto não estacionário paraa função de mérito. Este problema, de comum ocorrência nos métodos de PQS, é conhecidocomo Efeito Maratos. Uma técnica utilizada para evitar tal efeito é a busca não-monótona.Trata-se de um tipo de busca que permite um aumento no valor da função objetivo de umaiteração para outra e favorece passos mais arrojados.As funções de mérito desempenham um papel fundamental na análise de convergênciaglobal dos algoritmos de PQS. Os resultados que apresentaremos neste contexto têm comofunção de mérito o Lagrangiano Aumentado, que possui as desejáveis características de seruma função de penalidade exata e também diferenciável [4, 8, 3, 5]. Já a busca linear não-monótona parece ter sido apresentada inicialmente por Grippo, Lampariello e Lucidi [9]juntamente com o método de Newton no contexto de minimização irrestrita. Sua atuaçãocontra o Efeito Maratos na resolução de problemas com restrições de desigualdades via PQSaparece no trabalho de Bonnans et al. [6].Embora os métodos de PQS tenham se popularizado como métodos infactíveis, aborda-gens factíveis estão presentes em diversos trabalhos. Se o conjunto viável do problema forcomposto por restrições de desigualdades, manter a factibilidade dos iterandos não custacaro e é de grande utilidade nas situações em que se trabalha com aplicações em tempo reale também nos casos em que a função objetivo não é de�nida fora da região viável.Na Seção 2 descreveremos brevemente alguns conceitos fundamentais da minimizaçãorestrita e apresentaremos diferentes condições de quali�cação, assim como algumas relaçõesexistentes entre elas. Na terceira seção trataremos do método clássico de Programação Qua-drática Sequencial e da atuação da busca não monótona contra o Efeito Maratos. Na Seção4 apresentaremos um método de PQS factível e resultados de convergência para diferentescondições de quali�cação. Por �m, na quinta e última Seção, seguem alguns testes numéricosrealizados para comparar a e�ciência de algoritmos de PQS utilizando busca linear monótonae não-monotóna.2 Condições de Quali�caçãoIniciemos esta seção com alguns conceitos básicos da otimização não-linear. Seja
min f(x)s.a h(x) = 0

g(x) ≤ 0,
(1)um problema de otimização não-linear com restrições de igualdades e desigualdades, onde

f : Rn → R é a função objetivo do problema, e h : Rn → R
m e g : Rn → R

p são funções comderivadas primeiras contínuas sobre um conjunto aberto que contém



2 Condições de Quali�cação 5
D = {x ∈ R

n | h(x) = 0 , g(x) ≤ 0 },o qual chamaremos de conjunto factível ou viável.A �melhor� solução que podemos encontrar para (1) é um ponto x∗ tal que f(x∗) ≤ f(x)para todo x ∈ D, isto é, uma solução global. No entanto, a grande maioria dos algoritmosde minimização contenta-se com soluções mais modestas. Dizemos que x∗ ∈ D é um mini-mizador local de f em D se e somente se existe ε > 0 tal que f(x) ≥ f(x∗) para todo x ∈ De ‖x− x∗‖ < ε.Buscando propriedades que um minimizador local deve satisfazer, somos levados às condi-ções de Karush-Kuhn-Tucker. Algebricamente, um ponto KKT do problema (1) é um ponto
x∗ ∈ D para o qual existem vetores λ∗ ∈ R

m, µ∗ ∈ R
p
+ tais que

∇f(x∗) +

m
∑

i=1

λ∗
i∇hi(x

∗) +

p
∑

j=1

µ∗
j∇gj(x

∗) = 0,

h(x∗) = 0 , g(x∗) ≤ 0,

µ∗
jgj(x

∗) = 0, j = 1, ..., p.

(2)
Note que o gradiente da função objetivo é uma combinação linear dos gradientes dasrestrições e os escalares que veri�cam tal combinação, λ∗

i e µ∗
j , são conhecidos como multi-plicadores de Lagrange associados a x∗.As condições KKT são fáceis de veri�car e gostaríamos que se constituíssem em CondiçõesNecessárias de Otimalidade. No entanto, elas não são, por si só, condições de otimalidadepois existem minimizadores (até mesmo globais) que não as satisfazem, ou seja, existemminimizadores que não são pontos estacionários. Vejamos o exemplo a seguir [14]:Exemplo 2.1

min x1

s.a x2
1 + x2

2 = 0.Temos que x∗ = (0, 0)T é o minimizador global do problema, já que é o único ponto factí-vel, mas as condições KKT não se veri�cam neste ponto. Isso acontece porque x∗ = (0, 0)Tnão possui uma propriedade que, quando satisfeita por um minimizador, torna obrigatórioo cumprimento das condições KKT por tal ponto. Uma condição de quali�cação é umapropriedade das restrições do problema (1) que quando satisfeita em um minimizador local
x∗ implica que x∗ veri�ca (2).Podemos então de�nir as condições necessárias de primeira ordem para um minimizadorlocal do problema (1).



2 Condições de Quali�cação 6Teorema 2.1 (CN1) Seja x∗ um minimizador local do problema (1) e suponhamos que x∗satisfaz uma dada condição de quali�cação. Então existem λ∗ ∈ R
m, µ∗ ∈ R

p
+ tais que

∇f(x∗) +

m
∑

i=1

λ∗
i∇hi(x

∗) +

p
∑

j=1

µ∗
j∇gj(x

∗) = 0,

h(x∗) = 0 , g(x∗) ≤ 0,

µ∗
jgj(x

∗) = 0, j = 1, ..., p.Demonstração: Ver Luenberger [12].Por �m, denotamos por
I(x) = {j ∈ {1, . . . , p} | gj(x) = 0} ,o conjunto de índices das restrições ativas de desigualdade no ponto factível x. Nos casosem que gj(x) < 0 temos que j /∈ I(x) e dizemos que a restrição está inativa em x.O Exemplo 2.1 mostra que, em alguns casos,minimizador local 6⇒ condições KKT,embora tal implicação fosse bastante desejável, uma vez que as condições KKT são de fá-cil veri�cação. Porém, se atreladas a uma condição adicional, podem ser consideradas boasCNO. É neste contexto que as condições de quali�cação desempenham um importante papel.Podemos a�rmar que minimizador local ⇒ (KKT ou Não-CQ),isto é, existem duas possibilidades para um minimizador x∗: ou x∗ satisfaz as condiçõesKKT, ou não satisfaz nenhuma condição de quali�cação.Há um trabalho adicional para determinar se um ponto satisfaz ou não uma CQ. Espera-se, então, que estas sejam propriedades de fácil veri�cação. Além disso, a implicação acimadeve fornecer informações relevantes a respeito do ponto em questão para que o custo deveri�car CQ e KKT não seja em vão. Ora,minimizador local⇒ ponto factível,mas esta é uma condição necessária de otimalidade tão fraca que talvez, por si só, nemmereça a denominação CNO. Daí, podemos intuir que boas condições de otimalidade devemser fortes e boas condições de quali�cação devem ser fracas [14].



2.1 Regularidade, Mangasarian-Fromovitz e Posto Constante 72.1 Regularidade, Mangasarian-Fromovitz e Posto ConstanteA condição de quali�cação mais conhecida é a regularidade ou independência linear dos gra-dientes das restrições ativas.De�nição 2.1 (LICQ - Linear Independence Constraint Quali�cation) Dizemos que
x ∈ D é um ponto regular se os vetores

∇hi(x), i = 1, . . . , m , ∇gj(x), j ∈ I(x)são linearmente independentes (LI).A regularidade desempenha um papel importante em relação à obtenção de condiçõesnecessárias de otimalidade de problemas de programação não-linear, assim como em relaçãoà análise de convergência de diversos algoritmos de otimização. No entanto, nem sempreé uma condição fraca o su�ciente, pois deixa de ser satisfeita até mesmo para problemassimples. Vejamos:Exemplo 2.2
min x1

s.a x2
1 + x2

2 = 0
−x1 ≤ 0.A solução global do exemplo acima é x∗ = (0, 0)T . Note que neste ponto todas as restri-ções são ativas e os gradientes destas em x∗, ∇h1(x

∗) = (0, 0)T e ∇g1(x
∗) = (−1, 0)T , sãolinearmente dependentes. Portanto o minimizador global do exemplo não é um ponto regular.Isto sugere que a regularidade não é, em alguns casos, uma CQ tão fraca quanto gostaría-mos. De fato, existem outras condições de quali�cação mais fracas, de veri�cação mais fácile que ainda assim desempenham um papel relevante relativo à convergência de algoritmosde programação não-linear. Seguem as de�nições de duas destas condições diretamenteimplicadas pela regularidade.De�nição 2.2 (MFCQ - Mangasarian-Fromovitz Constraint Quali�cation) Dizemosque x ∈ D satisfaz a condição de Mangasarian-Fromovitz se os vetores ∇hi(x), i = 1, . . . , m,são linearmente independentes e existe d ∈ R

n tal que
∇gj(x)

Td < 0, ∀ j ∈ I(x)e
∇hi(x)

Td = 0, i=1, . . . , m.



2.1 Regularidade, Mangasarian-Fromovitz e Posto Constante 8Dado um certo conjunto de índices I0 ⊂ {1, . . . , m} e um ponto viável x, de�nimos amatriz ∇hI0(x) como aquela cujas colunas são formadas pelos gradientes das restrições quepossuem índice pertencente a I0, isto é,
∇hI0(x) =

(

∇hi1(x) ∇hi2(x) . . . ∇hi|I0|
(x)

)

.De�nição 2.3 (CRCQ - Constant Rank Constraint Quali�cation) Dizemos que x ∈
D satisfaz a condição de quali�cação de posto constante se existem ε > 0 e uma vizinhança
B(x, ε) de x, tal que para todo Io ⊂ {1, . . . , m} e Jo ⊂ I(x), a matriz

(∇hI0(y) | ∇gJ0(y))tem posto constante para todo y ∈ B(x, ε).Em outras palavras, x satisfaz CRCQ se o posto de qualquer matriz cujas colunas sãoformadas por algum subconjunto dos gradientes das restrições ativas não se altera numavizinhança de x.As implicações LICQ ⇒ MFCQ,LICQ ⇒ CRCQ,são verdadeiras e de fácil veri�cação. Já MFCQ e CRCQ não implicam uma na outra.Considere um problema com uma única restrição, de igualdade, h(x) = 0. Se a que-brarmos em duas desigualdades, h(x) ≤ 0 e −h(x) ≤ 0, o problema não se altera; porémenquanto CRCQ é satisfeita por todo ponto viável, MFCQ não se satisfaz em nenhum ponto.Ou seja, CRCQ 6⇒ MFCQ.Aqui �ca claro que o fato de um ponto viável satisfazer ou não uma certa CQ está direta-mente ligado à maneira como as restrições são escritas. Um ponto viável x que cumpre umaCQ pode deixar de cumpri-la se o conjunto factível for determinado por meio de diferentesrestrições sem sofrer, no entanto, qualquer alteração. Por isso de�nimos condição de quali-�cação como uma propriedade das restrições que determinam a região viável do problema.Considere agora um problema com as seguintes restrições de desigualdade:
g1(x) = x1 + x2

2 ≤ 0
g2(x) = x1 ≤ 0.No ponto x̄ = (0, 0)T , ∇g1(x̄) = (1, 0)T e ∇g2(x̄) = (1, 0)T , sendo impossível umacombinação linear não-negativa destes gradientes resultando no vetor nulo, a menos que osmultiplicadores sejam ambos iguais a zero. Isto implica que MFCQ é satisfeita em x̄. Jápara todo ponto na forma x̃ = (0, x2)
T , x2 6= 0, numa vizinhança qualquer de x̄ temos



2.2 A condição de dependência linear positiva constante 9
∇g1(x̃) = (1, 2x2)

T e ∇g2(x̃) = (1, 0)T .Assim, toda vizinhança de x̄ tem pontos onde o posto da matriz cujas colunas são com-postas pelos vetores gradientes das restrições ativas é igual a dois enquanto que, em x̄, oposto é igual a um. Portanto CRCQ não se cumpre em x̄ e podemos concluir queMFCQ 6⇒ CRCQ.2.2 A condição de dependência linear positiva constanteEm [20], Qi e Wei apresentaram resultados de convergência relacionando métodos de progra-mação quadrática sequencial com uma condição à qual chamaram condição de dependêncialinear positiva constante (CPLD - Constant Positive Linear Dependence). Na ocasião, aCPLD não foi usada como uma condição de quali�cação, mas apenas como uma propriedadede pontos factíveis admitida para a prova de alguns resultados que serão apresentados napróxima seção. Seguem algumas de�nições.De�nição 2.4 (PLI - Positive Linear Independence) Dizemos que os vetores em R
n

a1, . . . , am e b1, . . . , bp são positivo-linearmente dependentes (PLD) [20] se existem αi ∈ R,
i = 1, . . . , m, βj ≥ 0, j = 1, . . . , p, não todos nulos, tais que

m
∑

i=1

αiai +

p
∑

j=1

βjbj = 0.Caso contrário dizemos que tais vetores são positivo-linearmente independentes (PLI).De�nição 2.5 (CPLD) Dizemos que x ∈ D satisfaz a condição CPLD [19] se para todo
Io ⊂ {1, . . . , m} e J0 ⊂ I(x), quando os gradientes

∇hi(x), i ∈ Io , ∇gj(x), j ∈ J0são positivo-linearmente dependentes, existe uma vizinhança N(x) de x tal que os gradientes
∇hi(y), i ∈ Io , ∇gj(y), j ∈ J0, continuam positivo-linearmente dependentes para todo
y ∈ N(x).A prova de que a CPLD é uma condição de quali�cação encontra-se em [19]. A impor-tância destes resultados reside no fato de que a CPLD é uma condição ainda mais fraca queMFCQ e CRCQ. Em seu trabalho, Schuverdt [19] não somente provou que a CPLD é umaCQ, mas também posicionou esta condição em relação às demais. Implicações anteriorespodem, assim, ser estendidas para:



2.2 A condição de dependência linear positiva constante 10Regularidade ⇒ MFCQ ⇒ CPLD,Regularidade ⇒ CRCQ ⇒ CPLD.Consideremos o seguinte conjunto de restrições de desigualdade:
g1(x) = x1 + x2

g2(x) = 2x1 + 2x2.

∇g1

∇g2

∇g3
•x

x1

x2

Figura 1: Uma análise geométrica de LICQ, MFCQ e CPLD.Claramente os vetores ∇g1(x) e ∇g2(x) não satisfazem LICQ (assim como acontece paraqualquer restrição g2(x) tal que ∇g2(x) seja um vetor pertencente à reta pontilhada na Fi-gura 1). Mas satisfazem MFCQ já que µ1∇g1(x) + µ2∇g2(x) = 0, com µ1, µ2 ≥ 0, só épossível quando µ1 = µ2 = 0.Agora consideremos as restrições de desigualdade
g1(x) = x1 + x2

g3(x) = −x1 − x2.Neste caso tanto LICQ quanto MFCQ não são satisfeitas pois os gradientes são linear-mente dependentes e ∇g1(x) +∇g3(x) = 0. No entanto ∇g1(x) e ∇g3(x) são vetores PLDqualquer que seja x ∈ R
2 e, dessa forma, a CPLD é satisfeita por qualquer ponto viável.Note que apenas a CPLD será satisfeita na semi-reta que contém ∇g3(x) na Figura (2.2)sempre que g3(x) for uma restrição do tipo g3(x) = −εx1 − εx2, ε > 0.



3 O método de Programação Quadrática Sequencial 113 O método de Programação Quadrática SequencialProblemas de programação não-linear com restrições de igualdade e desigualdade são, emsua grande maioria, de difícil resolução. Os métodos com o propósito de resolvê-los baseiam-se, frequentemente, em estratégias que buscam simpli�car estes problemas complicados. Ométodo de Programação Quadrática Sequencial consiste em resolver uma sequência de pro-blemas mais simples cujas soluções convirjam para a solução do problema original. Partindode uma estimativa xk, é de se esperar que a solução de um problema mais simples, que pelomenos localmente representa bem o problema original, forneça uma aproximação ainda me-lhor para a solução procurada, estratégia esta usada pelo tão conhecido método de Newtonno cálculo de zeros de funções. A �m de simpli�car as discussões e análises subsequentes,vamos supor a partir de agora, nesta seção, que nosso problema não-linear contém apenasrestrições de igualdade.3.1 O subproblema quadráticoDado um problema na forma min f(x)s.a h(x) = 0,
(3)e uma aproximação xk para a solução do mesmo, construímos um subproblema quadráticotomando uma aproximação quadrática da função objetivo f e aproximações lineares dasrestrições em torno do ponto xk. Obtemos, assim, o seguinte problema:

min
1

2
(x− xk)TBk(x− xk) +∇f(xk)T (x− xk) + f(xk)

s.a h(xk) +∇h(xk)T (x− xk) = 0,onde ∇h(xk) =
[

∇h1(x
k), . . . ,∇hm(x

k)
] e BT

k =Bk ∈ R
n×n.A solução deste problema consistirá numa melhor aproximação para a solução do pro-blema original, passando a ser nosso ponto xk+1. Desta forma, denotando dk = xk+1 − xk,podemos pensar no problema reescrito da seguinte maneira:

min 1
2
dTBkd+∇f(xk)Td

s.a ∇h(xk)Td+ h(xk) = 0.
(4)Note que f(xk) é uma constante e por isso não integra a nova função objetivo. Como jásabemos, um minimizador do problema (4), se existe e satisfaz alguma condição de quali�-cação, deve também satisfazer as condições necessárias de otimalidade, ou condições KKT.Logo, existe λk ∈ R

m tal que



3.1 O subproblema quadrático 12
Bkd

k +∇f(xk) +∇h(xk)λk = 0

∇h(xk)Tdk + h(xk) = 0.
(5)É importante não esquecer que agora xk é um ponto dado e dk e λk são as variáveisa serem descobertas. Reescrevendo o sistema acima, torna-se claro o motivo pelo qual épreferível resolver (4) em vez de (3). As condições KKT de (4) constituem um sistemalinear, portanto de resolução mais barata que o sistema não-linear resultante das condiçõesKKT do problema (3). O sistema linear reescrito �ca:

Bkd
k +∇h(xk)λk = −∇f(xk)

∇h(xk)Tdk = −h(xk).
(6)Diversos são os recursos que podem ser utilizados na resolução de (6). No entanto, nãohá garantia de que tal sistema tenha sempre solução e sem solução para (6) nossa idéia detomar xk+1 = xk + dk não pode seguir adiante.Pensemos no problema (4). Há duas possíveis causas para que ele não possua solu-ção. A primeira é a inexistência de pontos factíveis, isto é, não existe d ∈ R

n tal que
∇h(xk)Td+ h(xk) = 0. A segunda é o modelo quadrático ser ilimitado na região viável.Para contornar a primeira causa, podemos encontrar a solução de quadrados mínimospara o conjunto de restrições resolvendo,

min
∥

∥Ψ(xk)
∥

∥

2

2onde Ψ(xk) = ∇h(xk)T (x− xk) + h(xk).Denotando a solução encontrada por xk
nor podemos rede�nir (4) como

min
1

2
dTBkd+∇f(xk)Td

s.a ∇h(xk)Td+ h(xk) = Ψ(xk
nor).

(7)Note que se (4) é factível, xk
nor é tal que Ψ(xk

nor) = 0 e, portanto, as soluções de (4) e(7) coincidem. Com isso garantimos a factibilidade dos subproblemas e, ainda mais, semalterá-los nos casos em que já forem factíveis [13].Uma vez determinada uma direção dk que resolve (7), obtemos uma nova aproximação
xk+1 = xk + dk para a solução do problema original. A menos que xk seja um minimizadorde (3), muito provavelmente xk será um ponto infactível para este problema. De fato, se xkfor factível, h(xk) = 0 e portanto o sistema linear

∇h(xk)Tdk = −h(xk) = 0



3.2 A Hessiana do Lagrangiano 13tem solução trivial dk = 0 se xk é um ponto regular. Logo xk+1 = xk + dk = xk e nenhumpasso a mais na direção de um minimizador pode ser dado. Isto sugere que a solução ótimaé atingida quando dk = 0 resolve o subproblema na iteração k. Esta é a condição que deter-mina o critério de parada de um algoritmo de programação quadrática sequencial.Já para evitar que o modelo quadrático seja ilimitado no conjunto viável em questão,podemos pedir, por exemplo, que as matrizes Bk sejam de�nidas positivas; assim o modeloquadrático é convexo e, portanto, possui solução única. Ao formular tal modelo, uma es-colha razoável e intuitiva para Bk parece ser a Hessiana da função objetivo ∇2f(xk). Noentanto veremos que isto não é verdade. A escolha das matrizes Bk, assunto de fundamentalimportância nos resultados relativos à convergência dos métodos de PQS, será discutida aseguir.3.2 A Hessiana do LagrangianoPara iniciar a presente seção vamos de�nir uma função de fundamental importância em todaa teoria de otimização restrita, a função Lagrangiana associada ao problema (3):L(x, λ) = f(x) + h(x)Tλ,para todo x ∈ R
n, λ ∈ R

m. Note que o gradiente desta função é dado por
∇L(x, λ) = [

∇f(x) +∇h(x)λ
h(x)

]

.A partir desta seção vamos supor também a continuidade das derivadas de segunda ordemdas funções f(x) e hj(x) ∀j = 1, . . . , m. Um minimizador local regular x∗ cumpre, adicionadaàs condições KKT, uma condição necessária de segunda ordem (CN2) exposta no teorema aseguir:Teorema 3.1 (CN2) Seja x∗ um minimizador local de (3) e suponhamos que x∗ seja umponto regular. Então existe λ∗ ∈ R
m tal que

∇f(x∗) +

m
∑

i=1

λ∗
i∇hi(x

∗) = 0,

h(x∗) = 0,

yT∇2
xxL(x∗, λ∗)y ≥ 0, ∀ y ∈ N(∇h(x∗)T ).Demonstração: Ver Luenberger [12].



3.2 A Hessiana do Lagrangiano 14Suponhamos que x∗ seja um minimizador local do problema (3) com multiplicador deLagrange associado λ∗ e, por ora, consideremos que x∗ seja um ponto regular. Então o par
(x∗, λ∗) satisfaz as condições KKT de (3):

∇f(x∗) +∇h(x∗)λ∗ = 0
h(x∗) = 0,o que é equivalente a ∇L(x∗, λ∗) = 0.Além disso a matriz Jacobiana do sistema acima em x∗ é dada por

J∗ =







∇2f(x∗) +
m
∑

j=1

λ∗
j∇2hj(x

∗) ∇h(x∗)

∇h(x∗)T 0





ou, de maneira simpli�cada,
J∗ =

[

∇2
xxL(x∗, λ∗) ∇h(x∗)
∇h(x∗)T 0

]

.As condições necessárias, às quais chamamos CN1 previamente, são condições que todominimizador regular deve obrigatoriamente satisfazer. Existem também condições su�cientesde otimalidade que, quando satisfeitas por um ponto, nos garantem que este é um minimi-zador local. As condições su�cientes (CS) para o problema (3) encontram-se no teorema aseguir:Teorema 3.2 (CS) Se existe λ∗ ∈ R
m tal que

∇f(x∗) +∇h(x∗)λ∗ = 0,

h(x∗) = 0,

yT∇2
xxL(x∗, λ∗)y > 0 ∀ y ∈ N(∇h(x∗)T ),então x∗ é um minimizador local estrito de (3).Demonstração: Ver Luenberger [12].Aqui vamos pedir que as condições su�cientes (CS) estejam satisfeitas no par (x∗, λ∗) esupor que x∗ é um ponto regular (isto é importante para garantir a existência da solução dosistema que será apresentado a seguir). Para simpli�car a notação, denotemos ∇2

xxL(x, λ)por ∇2`(x, λ) e ∇xL(x, λ) por ∇`(x, λ). Com isso temos que ∇2`(x∗, λ∗) é de�nida positivano núcleo de ∇h(x∗)T e segue por argumentos de álgebra linear que a matriz Jacobiana J∗é não singular (ver [3], pp. 69 - Lema 1.27). Pela continuidade das funções envolvidas, para
(xk, λk) su�cientemente próximo de (x∗, λ∗), ∇2`(xk, λk) permanece não singular e podemos,assim, aplicar o método de Newton ao sistema não-linear nas variáveis (x, λ)



3.2 A Hessiana do Lagrangiano 15
∇f(x) +∇h(x)λ = 0,

h(x) = 0,obtendo, a partir de (xk, λk), o próximo iterando (xk+1, λk+1) = (xk, λk) + (dk, pk), onde
(dk, pk) é a solução do sistema linear resultante ao aplicarmos o método de Newton,

[

∇2`(xk, λk) ∇h(xk)
∇h(xk)T 0

] [

dk

pk

]

= −
[

∇`(xk, λk)
h(xk)

]

. (8)Daí, reescrevendo o sistema acima, �camos com
∇2`(xk, λk)dk +∇h(xk)pk +∇`(xk, λk) = 0,

∇h(xk)Tdk + h(xk) = 0,
(9)e dado que

∇h(xk)pk +∇`(xk, λk) = ∇h(xk)pk +∇f(xk) +∇h(xk)λk

= ∇f(xk) +∇h(xk)(λk + pk)

= ∇f(xk) +∇h(xk)λk+1,podemos escrever o sistema (9), �nalmente, da seguinte forma
∇2`(xk, λk)dk +∇f(xk) +∇h(xk)λk+1 = 0,

∇h(xk)Tdk + h(xk) = 0.
(10)Por outro lado, se considerarmos o subproblema (4) e o sistema (5) que descreve ascondições KKT do mesmo, é possível perceber que (5) e (10) serão exatamente o mesmosistema (exceto pelo multiplicador de Lagrange que, neste último, refere-se ao multiplica-dor da próxima iteração, λk+1) se tomarmos Bk como sendo a Hessiana do Lagrangiano

∇2L(xk, λk). E aqui �ca claro porque a ∇2f(xk) não é a melhor escolha para as matrizes
Bk; isso se explica pelo fato de que ao tomar Bk = ∇2f(xk) estamos deixando de lado todaa informação referente à curvatura das restrições.Com isso podemos concluir que, se Bk = ∇2`(xk, λk), o método de programação quadrá-tica sequencial é equivalente ao método de Newton aplicado às condições KKT do problemaoriginal. Logo, o método PQS apresentado possui as mesmas propriedades de convergêncialocal que o método de Newton, ou seja, a sequência (xk, λk) gerada por um algoritmo dePQS irá convergir quadraticamente para uma solução local (x∗, λ∗) se (x0, λ0) for tomadosu�cientemente próximo de (x∗, λ∗), se x∗ satis�zer a regularidade e as condições su�cientese Bk for escolhida como ∇2`(xk, λk) para todo k ∈ N.Exemplo 3.1

min (x2 − 2)2 − x2
1

s.a 4x2
1 + x2

2 − 1 = 0.
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Figura 2: À esquerda, o subproblema quadrático com Bk = ∇2f(xk) e à direita com Bk = ∇2`(xk,−0.5), onde xk =
(0.1, 1.5). A solução é x∗ = (0, 1)T com multiplicador λ∗ = −1.Aplicando o método de programação quadrática sequencial ao problema do Exemplo 3.1,ao construir o subproblema quadrático com xk = (0.1, 1.5) e Bk = ∇2f(xk), caímos em umsubproblema ilimitado, onde é possível decrescer o valor da função objetivo tanto quanto sequeira caminhando sobre a aproximação linear da restrição original, conforme Figura 2. Jáescolhendo Bk = ∇2`(xk,−0.5), o subproblema quadrático deixa de ser ilimitado e passa ater uma única solução, denotada pela bolinha sobre a aproximação linear. Isso ocorre pois,ao considerar Bk = ∇2`(xk,−0.5), levamos em conta informações referentes à curvatura darestrição, o que modi�ca a função objetivo do subproblema e permite a resolução do mesmo.3.3 Efeito Maratos e busca linear não-monótonaNa resolução de problemas de otimização com restrições via programação quadrática sequen-cial é comum a ocorrência do conhecido efeito Maratos. Este caracteriza-se pela impossi-bilidade de dar um passo completo, isto é, passo unitário, mesmo estando próximo a umasolução. Quando tal efeito ocorre, o método perde velocidade de convergência podendo, atémesmo, estacionar em um ponto que não é KKT. Vale ressaltar que a necessidade de truncaro passo ou, equivalentemente, realizar uma busca linear, dá-se pela exigência de decrescer ovalor da função objetivo a cada iteração.Uma técnica bem sucedida na prevenção da ocorrência do efeito Maratos é a realização deuma busca linear não-monótona, o que signi�ca que o valor da função objetivo não precisa,



4 Um método factível de PQS e condições de quali�cação 17necessariamente, decrescer a cada iteração. Tal técnica foi primeiramente proposta porGrippo, Lampariello e Lucidi em [9], trabalho no qual os autores mostraram que uma buscalinear não-monótona contorna várias di�culdades com as quais podemos nos deparar quandoutilizamos o método de Newton e ainda mostraram que a convergência global deste métodose mantém com esse tipo de busca. Mais especi�camente, uma busca linear não-monótonaimpõe que o valor da função objetivo no novo iterando deve satisfazer o critério de Armijocom relação ao máximo valor de função nos últimos M iterandos, onde M é um númeropré-�xado. Matematicamente falando, devemos determinar tk ∈ (0, 1) tal que
f(xk + tkd

k) ≤ max
0≤i≤M

f(xk−i).Mayne e Polak em [15] propuseram, para contornar o efeito Maratos, curvar a direçãode busca. Uma direção de correção d̃k é determinada e a busca, agora não mais linear, érealizada no arco
xk + tkd

k + t2kd̃
k,onde tk é um valor pertencente ao intervalo (0, 1) tal que

f(xk + tkd
k + t2kd̃

k) < f(xk) + tk∇f(xk)Tdk.Esta é uma técnica que favorece a aceitação do passo unitário com maior frequência doque na busca linear monótona, porém requer avalições de função adicionais em cada iteração.Sendo assim, Panier e Tits em [17] uniram estas duas estratégias, pedindo que o passo
tk ∈ (0, 1) satisfaça

f(xk + tkd
k + t2kd̃

k) ≤ max
0≤i≤M

{f(xk−i)} − αtk(d
k
0)

TBkd
k
0, (11)onde α ∈ (0, 1), Bk é uma estimativa para a Hessiana do Lagrangiano em xk e dk0 é a direçãoque resolve o subproblema quadrático na iteração k. Um estudo visando analisar o compor-tamento de algoritmos que utilizam busca linear monótona e não-monótona, conforme (11),será realizado nas próximas seções. Os dois tipos de busca serão comparadas em algoritmosde programação quadrática sequencial e a ocorrência ou não do efeito Maratos poderá serdetectada e analisada.4 Um método factível de PQS e condições de quali�caçãoDe�nição 4.1 Dizemos que {

xk
}

k∈N
⊂ R

n é uma sequência de pontos KKT aproximadosde (1) se existe uma sequência {(

λk, µk, εk, δk, ηk
)}

⊂ R
m × R

p × R
n × R

p × R, δk ≥ 0,
ηk ≥ 0, tal que para cada k é satisfeito:
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∇f(xk) +

m
∑

i=1

λk
i∇hi(x

k) +

p
∑

j=1

µk
j∇gj(x

k) = εk,

∥

∥h(xk)
∥

∥ ≤ ηk,

g(xk) ≤ δk,

µk ≥ 0,

(

µk
)T (

g(xk)− δk
)

= 0.

(12)
e {(

εk, δk, ηk
)}

k∈N
converge para zero.Sequências de pontos KKT aproximados são geradas pelos métodos de PQS, métodosde equações KKT e alguns outros métodos destinados a resolver o problema (1). Qi e Weimostraram em [20] que se uma sequência deste tipo converge para um ponto que satisfaz acondição de dependência linear positiva constante introduzida na Seção 3, então este é umponto KKT para o problema original (1). Vejamos o teorema a seguir:Teorema 4.1 Se uma sequência de pontos KKT aproximados (

xk
)

k∈N
possui um ponto li-mite x∗ no qual a CPLD é satisfeita, então x∗ é um ponto KKT de (1).Demonstração:Se x∗ é um ponto limite de (

xk
)

k∈N
existe um subconjunto in�nito dos naturais K talque xk → x∗ para k ∈ K. Passando o limite em ∥

∥h(xk)
∥

∥ ≤ ηk e g(xk) ≤ δk veri�ca-se que
h(x∗) = 0 e g(x∗) ≤ 0, o que garante a factibilidade de x∗ para o problema (1).A teoria de álgebra linear nos permite, para cada k ∈ K, escolher multiplicadores (λk, µk

)que satisfazem (12) e tais que os vetores
∇hi(x

k) , i ∈ supp(λk) e ∇gj(x
k) , j ∈ supp(µk)sejam linearmente independentes. Esta será a escolha feita para todo k ∈ K. Denotemos

Ik = supp(λk) e Jk = supp(µk).Vamos considerar dois casos:Caso 1: Se {(λk, µk)
}

k∈K
admite uma subsequência convergente, digamos para k ∈ K1 ⊂

K, então existem λ∗ ∈ R
m e µ∗ ∈ R

p
+ tais que λk → λ∗ e µk → µ∗ quando k → ∞.Passando o limite na equação

∇f(xk) +

m
∑

i=1

λk
i∇hi(x

k) +

p
∑

j=1

µk
j∇gj(x

k) = εk�camos com
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∇f(x∗) +

m
∑

i=1

λ∗
i∇hi(x

∗) +

p
∑

j=1

µ∗
j∇gj(x

∗) = 0.Além disso, fazendo k → ∞ também em
(

µk
)T (

g(xk)− δk
)

= 0,veri�camos que se cumpre a complementaridade (µ∗)Tg(x∗) = 0.Portanto (x∗, λ∗, µ∗) satisfaz as condições KKT do problema (1).Caso 2: Se {

(λk, µk)
}

k∈K
não admite uma subsequência convergente então

lim
k→∞

∥

∥

(

λk, µk
)
∥

∥ = +∞.Mas a seqüência {(

λk, µk
)

/
∥

∥

(

λk, µk
)
∥

∥

}

k∈K
está contida em um conjunto compacto e porisso admite uma subsequência convergente, digamos para k∈K2 ⊂ K. Sendo assim, existem

α ∈ R
m e β ∈ R

p
+, com ‖(α, β)‖ = 1, tais que

lim
k∈K2

(

λk, µk
)

‖(λk, µk)‖ = (α, β).Além disso, existe k1 ∈ K2 tal que para todo k ≥ k1 veri�ca-se que supp(α) ⊂ Ik e
supp(β) ⊂ Jk.Dividindo ambos os lados da equação

∇f(xk) +

m
∑

i=1

λk
i∇hi(x

k) +

p
∑

j=1

µk
j∇gj(x

k) = εkpor ∥∥(λk, µk)
∥

∥ e fazendo k tender ao in�nito com k ∈ K2 obtemos
∑

i∈supp(α)

αi∇hi(x
∗) +

∑

j∈supp(β)

βj∇gj(x
∗) = 0o que equivale a dizer que

∑

i∈Ik

αi∇hi(x
∗) +

∑

j∈Jk

βj∇gj(x
∗) = 0 , ∀ k ≥ k1 , k ∈ K2.



4 Um método factível de PQS e condições de quali�cação 20Isto nos mostra que os vetores ∇hi(x
∗), i ∈ Ik e ∇gj(x

∗), j ∈ Jk, são positivo linearmentedependentes ∀ k ≥ k1, k∈K2. Como x∗ satisfaz a CPLD por hipótese, existe uma vizinhançade x∗ na qual os gradientes continuam linearmente dependentes. Isto é, existe ε > 0 tal quepara todo k ∈ K2 , k ≥ k1 e satisfazendo ∥

∥x∗ − xk
∥

∥ < ε, os gradientes acima são linearmentedependentes. Isto, no entanto, contradiz o que foi considerado no início da demonstraçãodeste teorema, a independência linear de tais gradientes para todo k ∈ K.Portanto a única possibilidade é que {(

λk, µk
)}

k∈K
assuma uma subsequência conver-gente, de onde segue que x∗ é um ponto KKT para o problema (1).Como o método de PQS gera uma sequência de pontos KKT aproximados, com este re-sultado temos então que qualquer ponto limite desta sequência, no qual a CPLD se cumpra,é um ponto KKT do problema original. Não podemos garantir, entretanto, que tal pontolimite seja um minimizador de (1), e mesmo nos casos em que isto for verdade não há ga-rantia de que ele seja um minimizador estrito.Na Seção 3 de�nimos as condições su�cientes considerando que a regularidade é satis-feita pelo minimizador. Neste caso, quando o ponto é regular, os multiplicadores de Lagrangesão unicamente determinados. A partir do momento em que deixamos de exigir que a re-gularidade seja satisfeita e passamos a trabalhar com condições de quali�cação mais fracas,os pontos estacionários satisfazem as condições KKT com in�nitos multiplicadores. Esta éa motivação para a condição su�ciente que vamos de�nir agora. A SSOSC - strong second-order su�ciency conditions - foi introduzida por Robinson [18] em 1982.A função Lagrangiana associada a um problema com restrições de igualdades e desigual-dades é dada por L(x, λ, µ) = f(x) + h(x)Tλ+ g(x)Tµ.Dizemos que uma tripla (x, λ, µ) satisfaz a SSOSC se satisfaz as condições KKT (2) e amatriz ∇2

xxL(x, λ, µ) é de�nida positiva no subespaço
G(x, λ, µ) = {d ∈ R

n
∣

∣ ∇hi(x)
Td = 0 para i ∈ {1, . . . , m},

∇gj(x)
Td = 0 para j ∈ supp(µ)}.De�nição 4.2 Suponha que x seja um ponto KKT do problema (1). Se para todos os mul-tiplicadores de Lagrange (λ, µ) de x a tripla (x, λ, µ) satisfaz a SSOSC, então dizemos que xsatisfaz a SSOSC [18].Em [20] Qi e Wei demonstraram que se x∗ é um ponto KKT de (1) que satisfaz a CPLDe a SSOSC, então x∗ é um ponto KKT isolado de (1). Neste trabalho, os autores introdu-ziram a condição CPLD e conjecturaram que ela poderia ser uma condição de quali�cação,deixando tal questão em aberto. Em [19] Schuverdt explorou esta questão e provou que a



4 Um método factível de PQS e condições de quali�cação 21CPLD é de fato uma CQ. Desta maneira o resultado citado no início deste parágrafo seguecomo consequência imediata das condições su�cientes para um minimizador. De fato, se umponto satisfaz SSOSC juntamente com alguma condição de quali�cação, ele não somente éum ponto KKT isolado, mas um minimizador estrito do problema de otimização.Antes do próximo teorema, vamos descrever um método de PQS geral. O algoritmo apa-rece na Seção 4 de [20].Algoritmo 4.1 Seja C > 0.Dados: x0 ∈ R
n, B0 ∈ R

n×n simétrica de�nida positiva.Passo 0 (Inicialização): k = 0.Passo 1 (Cálculo de uma direção de busca): Compute dk que resolve o subproblemaquadrático (QP) min 1
2
dTBkd+∇f(xk)Tds.a ∇hi(x

k)Td+ hi(x
k) = 0, i ∈ {1, . . . , m},

∇gj(x
k)Td+ gj(x

k) ≤ 0, j ∈ {1, . . . , p}.Se dk = 0, parar: xk é uma solução.Passo 2 (Busca linear e correção adicional): Determine o tamanho de passo tk ∈ (0, 1)e uma direção de correção d̃k tal que
‖d̃k‖ ≤ C‖dk‖.Passo 3 (Atualizações): Compute uma nova aproximação simétrica de�nida positiva

Bk+1 para a hessiana do Lagrangiano. Faça xk+1 = xk + tkd
k + d̃k e k = k + 1. Volte aoPasso 1.Assumindo que em toda iteração o subproblema quadrático possui solução, o bom de-sempenho do Algoritmo (4.1) requer a análise de dois casos: quando ele pára no Passo 1 equando gera uma sequência in�nita.Se o Algoritmo pára no Passo 1, é fácil veri�car que xk é um ponto KKT do problema(1). Para os casos em que o Algoritmo (4.1) gera uma sequência in�nita temos o seguinteresultado:



4.1 Um método de PQS factível e MFCQ 22Teorema 4.2 Assuma que o Algoritmo (4.1) gera uma sequência in�nita (

xk
)

k∈N
e queesta sequência possui um ponto de acumulação x∗. Digamos que xk → x∗ para k ∈ K ⊂ N.Suponha que x∗ satisfaz a CPLD e que as estimativas para a Hessiana do Lagrangiano

(Bk)k∈N são limitadas, isto é, existe um escalar C1 > 0 tal que para todo k ∈ N temos que
‖Bk‖ ≤ C1. (13)Se

lim inf
k∈K

‖dk‖ = 0, (14)então x∗ é um ponto KKT de (1) [20].Demonstração: Ver [16].4.1 Um método de PQS factível e MFCQAté agora, nesta seção, consideramos problemas de programação não-linear no formato (1)com restrições de igualdade e desigualdade. Neste momento, iremos alterar esta consideraçãoinicial e pensar em problemas com restrições de desigualdade apenas. Assim nosso problemaoriginal passa a ser min f(x)s.a g(x) ≤ 0,
(15)onde g(x) =

[

g1(x)
T , . . . , gp(x)

T
]T .Um método factível de PQS baseia-se na mesma estratégia que os métodos clássicos, nãofactíveis. Dada uma aproximação factível xk para a solução de (15), resolve-se o subproblemamin 1

2
dTBkd+∇f(xk)Tds.a ∇gj(x

k)Td+ gj(x
k) ≤ 0 , j ∈ {1, . . . , p}.

(16)onde Bk é uma matriz simétrica de�nida positiva.A diferença essencial entre os métodos factíveis e não-factíveis aparece no momento dedeterminar xk+1. Obtida a direção dk que resolve (16), e considerando que a aproximaçãoinicial x0 é factível, o próximo ponto é dado por
xk+1 = xk + tkd

konde tk é tal que g(xk + tkd
k) ≤ 0. Ou seja, é escolhido um tamanho de passo tk que tornea aproximação xk+1 factível para o problema original. Desta forma andamos sempre dentroda região viável e paramos em um ponto ótimo quando o subproblema na iteração k retornacomo solução dk = 0.



4.1 Um método de PQS factível e MFCQ 23Iremos expor, a partir de agora, o método factível de PQS proposto por Panier e Titsem 1993 [17], assim como os resultados de convergência apresentados por Qi e Wei em [20],com algumas modi�cações no conjunto de hipóteses do Teorema 4.3 e da Proposição 4.1.Algoritmo 4.2 Seja C > 0, τ1 ∈ (0, 1
2
), τ2 ∈ (0, 1), τ3 ∈ (2, 3).Dados: x0 factível, B0 ∈ R

n×n simétrica de�nida positiva.Passo 0 (Inicialização): k=0.Passo 1 (Calculando um arco de busca):(i) Compute dk0 que resolve o subproblema quadráticomin 1
2
dTBkd+∇f(xk)Tds.a ∇gj(x

k)Td+ gj(x
k) ≤ 0, j ∈ {1, . . . , p}.Se dk0 = 0, parar: xk é uma solução.(ii) Seja θk =

‖dk0‖2

1+‖dk0‖2 , dk1 a solução demin {

1

2
‖d‖2 +max{∇f(xk)Td;max{gj(xk) +∇gj(x

k)Td | j ∈ {1, . . . , p}}}
} (17)e dk = (1− θk)d

k
0 + θkd

k
1.(iii) Tome uma direção de correção d̃k como sendo a solução do problemamin 1

2
(dk + d)TBk(d

k + d) +∇f(xk)T (dk + d)s.a ∇gj(x
k)Td+ gj(x

k + dk) ≤ −
∥

∥dk
∥

∥

τ3 , j ∈ {1, . . . , p},se tal direção existir e tiver norma menor que min{(
∥

∥dk
∥

∥ , C)}. Caso contrário faça d̃k = 0.Passo 2 (Busca no arco): Tome tk como o primeiro número t da sequência {1, τ2, τ 22 , . . .}que satisfaz
f(xk + tdk + t2d̃k) ≤ f(xk) + τ1t∇f(xk)Tdke
gj(x

k + tdk + t2d̃k) ≤ 0, ∀ j ∈ {1, . . . , p}.



4.1 Um método de PQS factível e MFCQ 24Passo 3 (Atualizações): Compute uma nova aproximação simétrica de�nida positiva
Bk+1 para a Hessiana do Lagrangiano. Faça xk+1 = xk + tkd

k + t2kd̃
k e k = k + 1. Volte aoPasso 1.Assumiremos as hipóteses abaixo:H1: O conjunto factível de (15) é não vazio.H2: As funções f, gj, j = 1, . . . , p, são continuamente diferenciáveis.H3: As matrizes Bk são uniformemente limitadas para todo k ∈ N, isto é, existe C1 > 0tal que ‖Bk‖ ≤ C1 para todo k.H4: Todos os iterandos satisfazem MFCQ.Teorema 4.3 Assuma que as hipóteses H1-H4 são satisfeitas. Então x∗ é um ponto KKTde (15).O teorema a seguir foi provado por Qi e Wei em [20] supondo, em vez de H4, que

• (i) todos os pontos não-KKT satisfazem MFCQ
• (ii) o ponto limite x∗ satisfaz a CPLD.No entanto, estas duas hipóteses não podem ocorrer ao mesmo tempo sem que os pontosKKT também satisfaçam MFCQ. De fato, suponha que x∗ seja um minimizador local quesatisfaz a CPLD com os gradientes das restrições sendo PLD. Então existe uma vizinhança

N(x∗) de x∗ tal que para todo x ∈ N(x∗) os gradientes das restrições ativas em x continuamPLD. Mas em toda vizinhança existem pontos não-KKT, que por hipótese satisfazem MFCQe, portanto, seus vetores gradientes são PLI, o que é absurdo. Desta forma, a única opçãoé que x∗ satisfaça CPLD sendo PLI, o que resulta na hipótese H4. Uma questão que �caem aberto é a seguinte: seria possível substituir H4 por �Todos os iterandos satisfazem aCPLD? � Em caso a�rmativo, teríamos um resultado teórico muito mais forte, dado que ashipóteses consideradas seriam mais fracas.O mesmo teorema foi provado em [17] por Panier e Tits trocando a hipótese H4 pelaregularidade em todos os pontos factíveis de (15). Mas, conforme já citado anteriormentenesta mesma seção, H4 implica na existência de uma solução contínua de (17) para cada xk,o que permitiu provar o Teorema 4.3 supondo MFCQ em vez de LICQ.Porém, trocar MFCQ por uma condição de quali�cação mais fraca neste resultado pa-rece não ser possível. Pensemos, por exemplo, em um problema que contém as desigual-dades g(x) ≤ 0 e −g(x) ≤ 0. Para tais restrições se satisfazem CRCQ e CPLD en-quanto que MFCQ nunca é satisfeita. É fácil perceber, porém, que não existe d1(x) tal que



5 Experimentos Numéricos 25
∇g(x)Td1(x) < 0 e −∇g(x)Td1(x) < 0, já que estas duas últimas desigualdades não podemser ambas satisfeitas ao mesmo tempo. Isso implica na inexistência de uma solução contínuade (17) para cada xk, como requer o algoritmo 4.2.Considerações e comentários mais detalhados a respeito do passo a passo do Algoritmo4.2 podem ser encontrados em [16].Substituindo H2 pela hipótese de que f e g são duas vezes continuamente diferenciáveise acrescentandoH5: Existe um escalar C2 > 0 tal que, para todo k ∈ N, as estimativas da Hessianasatisfazem

dTBkd ≥ C2 ‖d‖2 para todo d ∈ R
n;H6: x∗ satisfaz a SSOSC,também podemos mostrar a seguinte proposição:Proposição 4.1 Assuma que H1-H6 são satisfeitas e (xk

)

k∈N
é gerada pela Algoritmo 4.2.Então toda a sequência converge para x∗, isto é,

lim
k→∞

xk = x∗. (18)Também neste caso, a proposição foi mostrada sob hipóteses mais fracas que aquelasutilizadas anteriormente por Panier e Tits e, apesar da inconsistência das hipóteses supostaspor Qi e Wei, tanto a prova do Teorema 4.3 quanto a da Proposição 4.1 são, em essência, asmesmas apresentadas em [20]. Neste mesmo trabalho, os autores apresentaram uma versãomodi�cada do Algoritmo 4.2 e provaram convergência superlinear a dois passos da mesma,sob hipóteses levemente mais fracas que a regularidade.5 Experimentos NuméricosA relevância dos resultados apresentados na Seção 4 para métodos de programação qua-drática sequencial está nas hipóteses que pedem condições de quali�cação mais fracas quea regularidade. Desta maneira, temos garantia teórica de que os algoritmos apresentadospodem identi�car uma quantidade maior de minimizadores locais de um dado problema deprogramação não-linear. Visando veri�car a veracidade dessa teoria, buscamos problemascom soluções degeneradas, isto é, soluções cujos multiplicadores de Lagrange não são únicos(uma vez que os gradientes das restrições ativas são vetores linearmente dependentes). Estesproblemas foram retirados do trabalho de Izmailov e Solodov [10] e a rotina utilizada nostestes foi a FFSQP, Fortran Feasible Sequential Quadratic Programming [21], que consiste na



5 Experimentos Numéricos 26implementação do método factível proposto por Panier e Tits em [17]. FFSQP é compostapor dois algoritmos factíveis de programação quadrática sequencial, os quais diferem pelabusca linear realizada em um e em outro.No primeiro algoritmo, identi�cado pelos autores como FFSQP-AL, e que de maneirasimpli�cada consiste no Algoritmo 4.2 apresentado na Seção 4, realiza-se uma busca linearbaseada no critério de Armijo e gera-se uma sequência de iterandos nos quais o valor dafunção objetivo decresce de uma iteração para a outra monotonicamente. No segundo, iden-ti�cado como FFSQP-NL, realiza-se uma busca linear não-monótona em que o valor dafunção objetivo no próximo ponto deve ser menor que o máximo valor de função objetivonos quatro últimos iterandos. Desta forma o critério de Armijo é relaxado, permite-se umpossível aumento no valor da função objetivo de uma iteração para a outra e passos maioressão favorecidos. Conforme citado na Subseção 3.3, uma busca linear não-monótona atuacontra a ocorrência do Efeito Maratos nos métodos de programação quadrática sequencial.Para analisar o desempenho dos algoritmos na resolução de problemas com este tipo desolução, buscamos exemplos de dimensão pequena em [10] e [19], nos quais é possível iden-ti�car algebricamente que se trata, de fato, de uma solução degenerada e também veri�carquais condições de quali�cação são satisfeitas pelo conjunto de restrições ativas nesta solu-ção. Denotemos por M(x∗) o conjunto dos multiplicadores associados à solução x∗.Exemplo 1 [11]
min −x1

s.a x1 +−x2
2 ≤ 0

x1 + x2
2 ≤ 0.Solução x∗ = (0, 0)T e M(x∗) = {(µ∗

1, µ
∗
2) ∈ R

2
+ | µ∗

1 + µ∗
2 = 1}. Esta solução satisfaz MFCQ(mas não LICQ).Neste exemplo o algoritmo FFSQP-AL chegou ao número máximo de iterações (500)antes de atingir a precisão pedida. Já FFSQP-NL alcançou o resultado em 28 iterações comnorma do vetor KKT bem pequena.Exemplo 2 [2]

min x3

s.a 〈Qi(x1, x2), (x1, x2)〉 − x3 ≤ 0, i = 1, 2, 3onde
Q1 =

(

0
√
3√

3 −2

)

, Q2 =

(

0 −
√
3

−
√
3 −2

)

, Q3 =

(

−3 0
0 1

)

.Solução x∗ = (0, 0, 0)T e M(x∗) = {(µ∗
1, µ

∗
2, µ

∗
3) ∈ R

3
+

∣

∣

∑3
i=1 µ

∗
i = 1}. Esta solução satisfaz



5 Experimentos Numéricos 27MFCQ (mas não LICQ).Nenhum dos dois algoritmos conseguiu encontrar a solução para o problema do Exem-plo 2, mas este insucesso já era esperado para problemas desse tipo ao se aplicar métodosde programação quadrática sequencial. Como a função objetivo é linear, os subproblemasquadráticos acabam reduzidos a problemas de programação linear. Ao deparar-se com re-giões viáveis ilimitadas, o solver responsável pela resolução dos subproblemas quadráticos�ca impossibilitado de determinar a direção d0, uma vez que o valor da função objetivopode decrescer tanto quanto se queira caminhando pelo conjunto dos pontos factíveis. Istoé exatamente o que acontece neste exemplo.Exemplo 3 [1]
min x3

s.a 〈Qi(x1, x2), (x1, x2)〉 − x3 ≤ 0, i = 1, 2, 3, 4,onde
Qi = UT

i QUi, Ui =

(

cos[π(i− 1)/4] sen[π(i− 1)/4]
−sen[π(i− 1)/4] cos[π(i− 1)/4]

)

e Q =

(

1 0
0 −2

)

.Solução x∗ = (0, 0, 0, 0)T e M(x∗) = {(µ∗
1, µ

∗
2, µ

∗
3, µ

∗
4) ∈ R

4
+

∣

∣

∑4
i=1 µ

∗
i = 1}. Esta soluçãosatisfaz MFCQ (mas não LICQ).O problema do Exemplo 3 possui as mesmas características daquele do Exemplo 2, masneste caso FFSQP-NL conseguiu encontrar a solução enquanto que FFSQP-AL novamenteatingiu o número máximo de iterações antes que o critério de parada fosse satisfeito.Exemplo 4 [10]

min x2
1 + x2

2 + x2
3

s.a sin x1 + sin x2 + sin x3 = 0
x1 + x2 + x3 + x2

1 + sin x1x3 = 0.Solução x∗ = (0, 0, 0)T e M(x∗) = {(λ∗
1, λ

∗
2) ∈ R

2 | λ∗
1 + λ∗

2 = 0}. Esta solução viola LICQ,MFCQ, CRCQ e CPLD.Neste quarto exemplo, por tratar-se de um conjunto de restrições apenas com igualdades,os métodos factíveis são incapazes de satisfazer a factibilidade dos iterandos e, mesmo ge-rando uma sequência de pontos que caminham para a solução, a norma da direção torna-sepequena demais antes que um ponto KKT seja alcançado, fazendo com que o algoritmo parepor não conseguir sair do lugar.



5.1 O problema da montanha 28Exemplo 5 [19]
min x2

1 + x2
2

s.a x1 + x2
2 ≤ 0

x1 + x2 ≤ 0
−x1 − x2 ≤ 0
x1 ≤ 0.Solução x∗ = (0, 0)T e M(x∗) = {(µ∗

1, µ
∗
2, µ

∗
3, µ

∗
4) ∈ R

4
+ | µ∗

1 + µ∗
4 = 0, µ∗

2 − µ∗
3 = 0}. Estasolução satisfaz CPLD mas não satisfaz LICQ, MFCQ e CRCQ.Na resolução deste último exemplo, ambos os algoritmos obtiveram sucesso.Estes resultados sugerem que o método de programação quadrática sequencial factível,implementado nos algoritmos FFSQP-AL e FFSQP-NL, são e�cientes na resolução de proble-mas que possuem apenas restrições de desigualdades, nos quais o conjunto viável é �amplo� osu�ciente para que os algoritmos consigam caminhar pelo seu interior em direção à solução.Podemos dizer que o método de programação quadrática sequencial factível compara-se, demaneira geral, a um método de pontos interiores para problemas não-lineares.5.1 O problema da montanhaCom base nos resultados dos testes preliminares realizados, buscamos problemas de di-mensões maiores, com restrições de desigualdade apenas, para continuar testando os algorit-mos, agora com relação à quantidade de variáveis. Dados uma superfície S(x, y), um pontoinicial pi e um ponto �nal pf , ambos em R

2, o problema escolhido para os testes consiste emencontrar um caminho pi, p1, p2, . . . , pN , pf de pi até pf tal que max
1≤k≤N

{S(pk)} seja o menorpossível, onde N é o número de pontos intermediários. Além disso, a distância entre doispontos consecutivos no caminho não deve ser maior que uma tolerância previamente esta-belecida. Devido ao formato das superfícies, tal problema é conhecido como problema damontanha.Este problema pode ter uma formulação do tipo minimax com N funções objetivos e
N + 1 restrições de desigualdade, ou então com 2N + 1 restrições de desigualdade e umaúnica função objetivo linear. Nos testes realizados, utilizou-se a seguinte formulação:

min z
s.a d(pi, p1)

2 ≤ d2max

d(pk−1, pk)
2 ≤ d2max, k = 2, . . . , N

d(pN , pf)
2 ≤ d2max

S(pk) ≤ z, k = 1, . . . , N,onde d(., .) é a distância Euclidiana e dmax é a distância máxima de�nida previamente pelo
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Figura 3: Superfície S2(x, y) = sen(x) + cos(y).usuário e que deve satisfazer dmax ≥ d(pi, pf)/(N + 1). Temos então um problema com
2N + 1 variáveis e 2N + 1 restrições de desigualdade.Os valores iniciais para p1, p2, . . . , pN correspondem a uma perturbação dos pontos igual-mente espaçados entre pi e pf e o valor inicial de z é z = max{S(pi), S(p1), . . . , S(pN), S(pf)}.Os testes foram realizados utilizando como pontos iniciais pi = (−10,−10) e pf = (10, 10)e as superfícies S1(x, y) = sen(x · y) + sen(x + y) e S2(x, y) = sen(x) + cos(y), esta últimarepresentada na Figura 3.Resolvemos o problema da montanha variando as dimensões do mesmo (entre 21 e 1001variáveis) e comparamos a performance dos algoritmos FFSQP-AL e FFSQP-NL através daferramenta �performance pro�le� introduzida por Dolan e Moré [7]. Trata-se de uma fun-ção de distribuição acumulada ρs : R → [0, 1], onde s faz referência ao algoritmo considerado.Seja S o conjunto dos algoritmos e P o conjuto dos problemas a serem resolvidos. Se oproblema p é resolvido pelo algoritmo s então

ρs(t) =
1

np

|p ∈ P | rs,p ≤ t| ,onde
rs,p =

nits,p
min{nits,p ∀s ∈ S} ,com np igual ao número total de problemas e nits,p o número de iterações que o algoritmo s



5.1 O problema da montanha 30realizou para resolver o problema p. Se o problema p não é resolvido pelo algoritmo s então
rs,p = rM , um número grande qualquer. Além do número de iterações, a medida de desem-penho do performance pro�le pode ser o número de avaliações de função objetivo, tempogasto na resolução do problema, etc.Estabelecendo como critério de parada que a norma da direção d0 deve ser menor ou iguala 10−8 ou que a norma do vetor KKT deve ser menor ou igual a 10−6 e considerando o nú-mero de iterações gastas pelos algoritmos FFSQP-AL e FFSQP-NL como medida, obtivemosa comparação de desempenho apresentada na Figura 4. Esta nos mostra que FFSQP-ALnão resolve nenhum problema (0%) com o número mínimo de iterações e resolve 10% delescom no mínimo duas vezes mais iterações que FFSQP-NL. Este, por sua vez, resolve 80% dosproblemas, todos eles com o número mínimo de iterações. Os grá�cos referentes ao perfor-mance pro�le baseado no número de avaliações de função objetivo e ao baseado no númerode avaliações de restrições apresentaram o mesmo comportamento do grá�co da Figura 4.Na grande maioria dos casos FFSQP-NL apresentou um desempenho melhor que FFSQP-ALno que diz respeito ao número de iterações e avaliações de função.
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Figura 4: Per�l de desempenho dos algoritmos FFSQP-AL e FFSQP-NL com relação ao número de iterações gastas naresolução dos problemas com superfície S(x, y) = sen(x) + cos(y).Os testes também evidenciaram a ocorrência do Efeito Maratos e como FFSQP-NL pa-rece agir contra o mesmo. Em alguns casos FFSQP-AL atinge o número máximo de iteraçõesantes que algum dos critérios de parada sejam satisfeitos. Em outros casos, detecta-se que onovo iterando é equivalente ao anterior, no entanto também não se satisfazem os dois crité-rios de parada.



6 Conclusão 31Especi�camente para a superfície S2(x, y) = sen(x) + cos(y), nos problemas resolvidosa norma do vetor KKT já é da ordem de 10−6, mas a norma da direção d0 ainda não épequena o su�ciente. Como a busca linear (ou no arco) realizada é monótona, são dadospassos cada vez menores e o algoritmo não consegue detectar que já encontrou uma solução.Poderíamos dizer que ele �patina� perto da solução e nunca consegue chegar até ela, o queresulta em perda na velocidade de convergência. Por outro lado, FFSQP-NL contorna estadi�culdade ao realizar uma busca não-monótona, permitindo que o valor da função objetivoaumente de uma iteração para a outra e favorecendo a aceitação do passo um. Assim, abusca não-monótona encontra solução para problemas que a busca monótona não é capazde resolver.6 ConclusãoNeste trabalho apresentamos resultados de convergência de métodos de PQS atrelados acondições de quali�cação mais fracas que a regularidade, tais como Mangasarian-Fromovitze a condição de dependência linear positiva constante. Com os testes numéricos validamos ae�ciência do método de PQS factível na resolução de problemas com soluções degeneradas,caso em que estão envolvidas condições de quali�cação mais fracas que LICQ. A resolu-ção de problemas com poucas variáveis, nos quais conseguimos identi�car as condições dequali�cação satisfeitas na solução, con�rmou a boa performance do método em aplicaçõesenvolvendo conjuntos viáveis formados por restrições de desigualdade. Já com problemas dedimensões maiores comparamos o comportamento de dois diferentes tipos de busca, monó-tona e não-monótona, e concluimos que a busca não-monótona tem melhor performancequanto ao número de iterações e avaliações de função realizadas, além de atuar contra aocorrência do Efeito Maratos, frequente nos métodos de PQS.Referências[1] A. V. Arutyunov, �Perturbations of extremal problems with constraints and necessaryoptimality conditions�, Journal of Mathematical Sciences, vol. 54 , no. 6, pp. 1342-1400,1991.[2] A. Baccari, A. Trad, �On the classical necessary second-order optimality conditions inthe presence of equality and inequality constraints�, SIAM Journal on Optimization,vol. 15 , no. 2, pp. 394-408, 2004.[3] D. P. Bertsekas �Constrained Optimization and Lagrange Multiplier Methods�, Acade-mic Press, 1982.[4] P. T. Boggs, J. W. Tolle, �Sequential quadratic programming�, Acta Numerica, pp.1�51, 1995.
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