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Prefacio

Esta monografia tem como objetivo principal reportar os estudos/avancos obtidos
durante o desenvolvimento do projeto de Iniciagao Cientifica, assim como fornecer

ao leitor informacao bésica na area, e uma bibliografia completa e atualizada.

No primeiro capitulo, entregamos uma revisao dos conceitos fundamentais em Teo-
ria de Medida e Integragao, Fungoes de Distribuicao e Variaveis Aleatérias. Fi-
nalizamos o capitulo apresentando os principais resultados em Convergéncia de

Seqiiéncias de Variaveis Aleatorias e principios de simulacao estocastica.

No Capitulo 2, fazemos o estudo aprofundado da distribuicao exata e da distri-
buicao assintdtica do méximo de uma seqiiéncia de variaveis aleatoérias indepen-
dentes e identicamente distribuidas. Sao abordadas as distribuicoes max-estaveis

e o Teorema de Fisher-Tippett.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo da convolugao de fungoes de distribuicao, de
modo a caracterizar a distribuicao exata da soma de varidveis aleatérias indepen-
dentes e identicamente distribuidas e seu comportamento assintotico. Discutimos

0 Teorema Central do Limite e apresentamos a classe das distribuicoes estaveis.

No quarto capitulo, definimos a familia das distribuicoes subexponenciais e estuda-
mos algumas de suas propriedades. Apresentamos ainda a familia de distribuicoes
de variacao regular, identificando as diversas relacoes entre estas duas familias e

as distribuigoes estudadas nos dois capitulos anteriores.

Finalmente, no Capitulo 5, apresentamos duas aplicacoes estudadas ao longo da
Iniciagao Cientifica. A primeira delas esta relacionada a inferéncia para valores

extremos em dados sobre niveis de maré em Sheerness, Inglaterra, entre 1819



e 1991, extraido do artigo de Stephenson and Tawn [25]. A segunda aplicacao
esta dedicada ao estudo das probabilidades de ruina em processos de risco de
seguros, definidos pelo processo estocastico a tempo continuo de Cramér-Lundberg;

também analisamos uma aproximacao a tempo discreto construida em Tang and

Tsitsiashvili [29].

Este projeto teve financiamento da FAPESP durante um ano e meio, e foi escrito
sob a orientacao da Professora Laura L. R. Rifo, do Instituto de Matematica e

Estatistica da UNICAMP.

Gostaria de agradecer ao referee pela paciéncia de ler o trabalho minuciosamente
em suas trés versoes preliminares e pelas correcoes sugeridas. O trabalho foi sem

duvida enriquecido pelas suas observagoes.
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Capitulo 1

Introducao

Este capitulo tem como objetivo geral apresentar alguns conceitos julgados impor-
tantes e pertinentes ao tema do projeto e ainda fornecer ao leitor os pré-requisitos

basicos para um bom entendimento da monografia como um todo.

Na Secao 1.1 definimos uma o-algebra e uma o-algebra de Borel, conceitos freqiien-
temente utilizados neste texto. Também definimos formalmente uma medida, pos-

sibilitando a utilizacao deste conceito mais adiante na monografia.

Em seguida, na Secao 1.2, estudamos a Medida de Lebesgue definida para um
conjunto linear de pontos e ainda a Integral de Lebesgue para funcoes de uma

variavel.

Na Segao 1.3 apresentamos um par de fungoes (funcao de distribui¢ao e medida de
probabilidade) univocamente associadas, de modo a caracterizar uma Distribuicao

de Probabilidade no espaco unidimensional.



A Integral de Lebesgue-Stieltjes para fun¢oes de uma varidvel é apresentada na
Secao 1.4. Esta integral nos permite, mais adiante, na Secao 1.6, associar uma

medida de probabilidade a uma funcao de densidade.

Definimos variavel aleatéria na Secao 1.5, e apresentamos a medida de probabili-

dade e a funcao de distribuicao associadas a esta varidvel.

Na Secao 1.6 estudamos o conceito de Continuidade Absoluta e apresentamos a
derivada de Radon-Nikodym, nos permitindo definir a fun¢ao de densidade de uma

variavel aleatoria como a derivada de sua funcao de distribuicao.

Introduzimos o conceito de Convergéncia Fraca na Secao 1.7, nos levando a de-
finicao de Convergéncia em Distribuicao para uma seqiiéncia de variaveis aleatorias.
Além disso, discutimos mais dois tipos de convergéncia de variaveis aleatérias:

Convergéencia em Probabilidade e Convergéncia Quase Certa.

Na Secao 1.8 apresentamos trés teoremas que tratam da geracao de nimeros
pseudo-aleatorios com uma certa distribuicao, a partir de nimeros pseudo-aleatorios

gerados de uma distribui¢ao uniforme no intervalo [0, 1].

1.1 U—Algebra e Medidas

1.1.1 J-Algebra

Definicao 1 Uma classe A de subconjuntos de um dado conjunto S € dita uma

o-dlgebra se satisfaz as trés sequintes condicoes:

a) SeA



b) Para uma seqiiéncia {A,}22,, se {A,}22, € A entdo U2, A; € A e N2, A, €
A.

c) Se Ay, Ay € A e Ay C Ay, entio Ay NAS € A, onde AS € o complemento de

Ay com respeito a S.

Equivalentemente as condigoes enunciadas na Definicao 1, e portanto também

definindo uma o-algebra A de subconjuntos de .S, temos as seguintes condigoes:
a*) Se A

b*) Para uma seqiiéncia {A,}52,, se {A,}22, € Aentao U2, 4; € A.

c*) Se A € Aentio A° € A, onde A® é o complemento de A com respeito a S.

Prova. Mostremos que as condigoes a), b) e ¢) sao equivalentes as condigoes a*),
b*) e c*).

Primeiramente suponhamos a), b) e ¢) verdadeiras. Desta maneira
a) verdadeira = a*) verdadeira

b) verdadeira = b*) verdadeira

Se em c) tomarmos A; = S e A; = A entdo SN AY € A pois, de a), S € A. Mas
SN AY = A® e portanto c*) é verdadeira.

Agora suponhamos a*), b*) e ¢*) verdadeiras. Assim
a*) verdadeira = a) verdadeira

De c¢*) sabemos que se {A4,}°2, € A entdao {AY}> € A. A partir de b*) temos

que U2, AY € A, e novamente de c*) temos (U2, AY)Y € A. Mas (U2, AY)C =
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N, A; e portanto b) é verdadeira.

Se Ay, Ay € Ae Ay C A entdo, de c*), temos que AS € A. Seja a seqiiéncia
{B,}>, onde B; = Ay, By = AS e B; = S para j > 3. Assim {B,}>, € A
e acabamos de ver que N2, B; € A. Mas N2, B; = A; N AS e portanto ¢) é

verdadeira.

Observamos que uma consequéncia da definicado de uma o-algebra A é o fato de
que podemos realizar as operacoes de uniao, interseccao e complementacao com
elementos de A um ndimero finito ou enumeravel de vezes, sempre encontrando

como resultado um conjunto pertencente a A.

Mostremos que uma o-algebra A de subconjuntos de um dado conjunto S é fechada
por unides e intersecgoes finitas.

A partir da Definicao 1, item b), temos que, para uma seqiiéncia {A,}52,, se
{A, )50, e Aentao U2, A, e Ae N2 A € A

Suponhamos entao que a seqiiéncia {A,}°°, seja tal que, para um k € IV,
A, =0 para n > k.

Assim,

[e's) k
{AhLeAd={JA=UAcA
=1 =1

Agora suponhamos que uma seqiiéncia {B,,}22, seja tal que, para um j € IV,
B, =S para n > j.

Entao

00 J
{Bn}ff:lEA:> ﬂBZ:ﬂBZEA

=1 i=1
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Exemplo 2 Seja um conjunto S # (. Entao a classe A = {S,0} é uma o-
algebra de subconjuntos de S. Neste caso € dita o-dlgebra trivial. Se realizamos
as operagoes de uniao, intersec¢ao ou complementagio com S e/ou () um nimero

finito ou enumerdvel de vezes, sempre encontramos como resultado S ou ().

Temos que a maior o-algebra de subconjuntos de um conjunto S é a classe de

todos os subconjuntos de S, a qual é denotada por 2° ou P(S).

Exemplo 3 Sejam S #0 e AC S. Entiao A= {S, A, A°, 0} é uma o-dlgebra de

subconjuntos de S.

Exemplo 4 Seja S = IN* o conjunto dos niumeros naturais maiores ou iqgual a um.
Sejam P = {x € IN* :x é par} e [ = {x € IN* :x é impar}. Entao A= {S,P,I,0}

é uma o-dlgebra de subconjuntos de S = IN*.

1.1.2 J-Algebra de Borel

Definigao 5 [Espaco Topoldgico| Seja x um conjunto nao-vazio. Uma classe D

de subconjuntos de x é chamada topologia se satisfaz as sequintes condigoes:

a) 0 €D.

b) x € D.

c) A intersecgio de um nimero finito de elementos de D pertence a D.

d) A unido de um nimero arbitrdrio de elementos de D pertence a D.

Os conjuntos em D sao ditos conjuntos abertos e o par (x,D) € dito espago to-

poldgico.

10



Exemplo 6 Seja x # 0. A classe C = {0, x} € a topologia trivial.

Exemplo 7 Sejam x #0 e A C x. A classe C = {0, A, x} € uma topologia.

Exemplo 8 Seja x # 0. A classe C = P(x) é chamada topologia' discreta.

Proposicao 9 Para uma colecao arbitraria de topologias de subconjuntos de um
congunto x, temos que a intersec¢ao dessas topologias é também uma topologia de

subconjuntos de x.

Exemplo 10 Seja x = IR. A menor topologia que contém os intervalos abertos
¢ chamada topologia usual e é definida pela interseccao de todas as topologias que

contém tais conjuntos.

Proposicao 11 Para uma cole¢ao arbitrdria de o-dlgebras de subconjuntos de um
conjunto S, temos que a interseccao dessas o-dalgebras € também uma o-dlgebra de

subconjuntos de S.

Devido & Proposicao 11 e ao fato de que 2° é uma o-dlgebra temos que, para
qualquer colecao C de subconjuntos de S, existe uma menor o-algebra A que
contém C, ou seja, a interseccao de todas as o-algebras que contém C. Esta menor

o-algebra é dita o-algebra gerada por C.

Definigao 12 A o-dlgebra gerada pela colecao C de subconjuntos abertos de um
espago topologico (x,C) € dita o-dlgebra de Borel. Um conjunto pertencente a esta

o-dlgebra é dito um conjunto de Borel ou boreliano.

LOutros exemplos de topologias podem ser encontrados em [8].

11



No caso x = IR, a o-algebra gerada pela topologia usual é chamada o-dlgebra de

Borel e é denotada por B.
Observemos que a o-dlgebra de Borel de IR também é gerada, por exemplo, pelos
c

intervalos da forma [b, 00), para b € IR, ja que [b,00) = (—00,b)

Podemos também mostrar que a o-algebra de Borel de IR é a menor o-algebra de

IR que inclui todos os intervalos.
Prova.
i) Mostremos que todo intervalo pertence a B.
Sejam a, b € IR tais que a < b. Assim
[a,b] = (—00,a)’ N (b,00)¢ € B,
[a,b) = (—00,a) N (a—1,b) € B,
(a,b] = (a,b+1) N (b,00)° € B,
(—00,b] = (b, )" € B,
[a,0) = (—00,a)¢ € B.
i1) Mostremos que B é a menor o-dlgebra que contém todos os intervalos.
Seja B’ C B uma o-algebra tal que B’ contém todos os intervalos.
= B’ contém todos os intervalos abertos
= B C B’ pela definicao de o-algebra de Borel

= B =B.

12



1.1.3 Medidas

A principio, uma medida pode ser interpretada como uma forma de se atribuir
um valor numérico ao "tamanho”de um conjunto, mas a fim de obtermos uma

interpretacao mais precisa a respeito, enunciamos a definicao que segue.

Definigao 13 Seja A uma o-dlgebra de um conjunto S. Uma funcdio p : A —

[0, 00] € dita uma medida se

o 1(0) =0,
e dada uma seqiiéncia {A,}°°, de conjuntos mutuamente disjuntos em A,

p (U2 Ai) = 32, 1 (Ay).

A partir desta definicao, observamos que o dominio de uma medida é uma colecao

de conjuntos.

Exemplo 14 Seja um conjunto S # 0 e tomemos A C S. Definimos p(A) como
o nimero de elementos de A. Assim, u(S) >0, u(0) =0, e se Ay N Ay =0 entao
(AU As) = p(Ar) + p(As). Notemos que p(A) = oo € possivel desde que S
tenha infinitos elementos. A medida p descrita aqui € dita "medida de contagem

em S”e pode ser definida em P(S).

Exemplo 15 Na o-dlgebra do Exemplo 3, podemos definir a medida

p(A) =p=1-p(A%), com p(S) = 1.

13



1.2 Medida de Lebesgue e Integral de Lebesgue

1.2.1 Medida de Lebesgue de um conjunto linear de pontos

Definicao 16 Tomemos como espaco o conjunto IR dos niumeros reais. Qual-
quer subconjunto de IR € dito um conjunto linear de pontos. Desta maneira, um

intervalo € um caso simples de um conjunto deste tipo.

Procederemos agora com a definicao formal do comprimento de um intervalo,
que sera o ponto de partida para o desenvolvimento que faremos no decorrer desta

Subsecao.

Definicao 17 O comprimento de um intervalo finito i = (a,b) € a quantidade
nao negativa b — a. Ainda, o comprimento assume o mesmo valor para um inter-
valo fechado, aberto ou semi-aberto com os mesmos extremos. Para um intervalo
degenerado, isto é, para um ponto, o comprimento é 0. O comprimento de um

intervalo infinito € definido como +oo.

Desta forma, associamos a todo intervalo i = (@, b) um comprimento nao negativo,
o qual pode ser finito ou infinito. Podemos expressar isto dizendo que a funcao
L (i) que representa o comprimento do intervalo ¢ é uma fungao nao negativa deste

intervalo.

Se um intervalo for dividido em um numero finito ou enumeravel de outros inter-
valos sem pontos em comum, o comprimento deste intervalo é igual a soma dos
comprimentos destes ultimos intervalos disjuntos. Expressamos esta propriedade

dizendo que o comprimento L (i) é uma funcao aditiva do intervalo i.

14



A fim de extendermos a Definigdo 17 para conjuntos mais genéricos ou mais com-
plicados do que intervalos, enunciamos a seguinte defini¢ao, que trata da medida

de uma unido de intervalos.

Definicao 18 Consideremos uma classe de conjuntos F tal que um elemento desta

classe seja uma uniao de uma sequencia finita ou enumerdvel de intervalos.

Seja I € F. Fazendo algumas transformagoes podemos escrever

I=J1i,
v=1

oo

de tal forma que cada elemento da seqiencia {i,}>2, seja um intervalo e ainda

iu Ny =0 para u # v.

Entao definimos a medida L (I) como

oo

L(I)ZZ:IL(%)

onde L (i,) denota o comprimento do intervalo i,.

Podemos mostrar que a medida L (1) estd bem definida.

Proposicao 19 A medida L (I) define para todo conjunto I € F uma medida

unica, satisfazendo as sequintes condigoes:
a) L(I)>0.
b) Se I =UX, I, onde I, NI, =0 para v # u, entio L (1) =32, L(I,).

c) No caso particular em que I é um intervalo, L (I) € igual ao comprimento do

intervalo.
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Ainda com o objetivo de extender as tltimas defini¢oes para uma classe mais geral
de conjuntos, e finalmente definir a medida de Lebesgue, introduziremos o conceito
de duas fungoes auxiliares, chamadas medida interna e medida externa, definidas
para todo subconjunto limitado de IR.

Dizemos que um subconjunto de IR é limitado se seus limites superior e inferior

sao ambos finitos.

Definigao 20 Seja um conjunto A C IR, A # (). Dizemos que um ponto o é o
limite inferior de A se este ponto for tal que, para todo € > 0, existe ao menos um
ponto de A pertencendo ao intervalo [o, a + €], enquanto que nao existe nenhum
ponto de A pertencendo ao intervalo (—oo, ). Quando nao existe um « finito com

esta propriedade, dizemos que o limite inferior de A é —oo.

Analogamente, dizemos que um ponto (3 € o limite superior de A se este ponto for
tal que, para todo € > 0, existe pelo menos um ponto de A pertencendo ao intervalo
[B—¢, ] e nenhum ponto de A pertencendo ao intervalo (3,00). Da mesma forma,
se nao existir um 3 finito com esta propriedade, dizemos que o limite superior de

A € +o0.
Notemos que os pontos o e 3 podem ou ndo pertencer ao conjunto A.

Exemplo 21 Seja o conjunto A = (a,b] U [c,d] C IR, com a < b < ¢ <d. Entdo

os limites inferior e superior de A sao, respectivamente, a e d. Notemos que d € A

mas a ¢ A.
Agora, dado S C IR limitado, consideremos I € F tal que
Sclc/(ab),

16



a, b € IR, fixos. Pela Proposigao 19, a medida L (1) estd bem definida.

Seja H o conjunto formado pelos niimeros L (1) correspondentes a todos os possiveis
conjuntos [ tais que S C I C (a,b), a, b € IR, fixos. Assim este conjunto H possui

um limite inferior finito, pois L (1) > 0.

Definigao 22 A medida externa do conjunto S, denotada por L(S), é definida
como o limite inferior do conjunto H citado acima. A medida interna de S deno-

tada por L (S) € definida pela relagao
L(S)=b—a—-1L(5°)
onde S¢ representa o complemento de S com respeito ao intervalo (a,b).

Como todo conjunto S agora considerado é um subconjunto do intervalo (a,b), o

qual pertence a classe F, temos

0<L(S)<b—a

0<L(S)<b-—a.

Diretamente da Defini¢ao 22 segue que as medidas L (S) e L (S) independem do

intervalo (a,b) considerado e sdo ambas fung¢oes mondtonas de S, isto é,

L(S1) < L(Sy)

L (S1) < L(5)

para S; C S,.



Definicao 23 Um conjunto limitado S € dito mensurdvel se suas medidas interna
e externa forem iguais. Esse valor comum serd denotado por \(S) e chamado

medida de Lebesgue de S':

L(S)=L(S)=A(S).

Um conjunto nao limitado S ¢é dito mensurdvel se a intersec¢ao i, NS, onde i,
denota o intervalo fechado |—x, x|, for mensurdvel para todo x > 0. Neste caso a

medida A (S) fica definida pela relagao

A(S) = lim A(i, N S).

Tr—00

A partir da monotonicidade das medidas interna e externa, temos que X (i, N S)
¢ uma funcao nao decrescente de x e portanto o ultimo limite, que pode ser finito

ou infinito, sempre existe.

Temos assim que a medida A (S) é também uma fun¢do monétona do conjunto S,
ou seja,

A(S1) < A(S2)
para S; C Sy, S7 e S5 conjuntos mensuraveis.

Ainda, da Proposi¢ao 19, a medida de Lebesgue é a tnica funcao de conjuntos

definida para todos os conjuntos de Borel em IR que satisfaz as condigoes a), b) e

c).

Definigao 24 Uma classe A de subconjuntos de um conjunto S € dita uma dlgebra

Se

o Ac A implica A° € A,

18



e A, Ay € A implica Ay U Ay € A.

E interessante destacar que toda o-algebra é uma algebra, mas nem toda algebra

é uma o-algebra . Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 25 Consideremos a classe de conjuntos S definida por
S={ACR: A ¢éuma uniao finita de intervalos }.

Claramente o complemento de uma uniao finita de intervalos também é uma unido

finita de intervalos, e portanto
AcS=A%¢cS.

Ainda mais, uma uniao finita de unioes finitas de intervalos também é uma uniao

finita de intervalos, e assim

k
(A, eS=JAeS, k<oo
i=1
Fica claro, portanto, que a classe S € uma dlgebra.

Por outro lado, se considerarmos a seqiéncia {A,} de elementos em S tal que

A, = (n,n+ %), para cada n € IN, entao temos que

U A, ¢S,
n=1

0 que nos leva a concluir que a classe S nao constitui uma o-dlgebra .

Podemos ainda utilizar o seguinte resultado, conhecido como Teorema de Extensao
de Caratheodory, para garantir a existéncia da medida de Lebesgue a partir de
sua definicao na classe F. Este resultado nos permite trabalhar com a medida de

Lebesgue em estruturas mais simples, como a prépria dlgebra dos intervalos F.
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Teorema 26 Seja 1 uma funcgdao real extendida® definida em uma dlgebra C de
subconjuntos de um conjunto S, tal que p é o — finita (ver Defini¢io 44), nao
negativa, finitamente aditiva® e satisfaz p(0)) = 0. Entdo existe uma tinica extensdo
de u a uma medida em um espago de medida (S, A, p*) (ver Definicao 37). Ou
seja, para A 2 C, temos u(A) = u*(A) para todo A € C.

Se tomarmos a medida L definida na algebra F de subconjuntos de IR (ver De-
finigdo 18) podemos, pelo Teorema 26, extendé-la a uma medida A no espago de
medida (IR, B, \), onde B é a o-dlgebra de Borel de subconjuntos de IR, ja que
F CB.

1.2.2 Integral de Lebesgue para funcoes de uma variavel

Seja S um conjunto de Borel em IR com medida de Lebesgue A (S) finita, e g (z)
uma funcao da variavel real x definida para todos os valores de x pertencentes a
S. Suponhamos que g (z) é limitada em S, ou seja, os limites inferior e superior de
g (z) em S s@o finitos. Denotemos estes tiltimos limites por m e M respectivamente,

e assim temos m < g (z) < M para todo x pertencente a S.

Tomemos uma divisao do conjunto S em um ntmero finito de partes

D =1{S,,Ss,...,5:}

2 Assume valores em R = RU {—o0, +00}.
3Para uma seqiiéncia de conjuntos {Ax}7_, € C, n finito, p(Up_, Ax) = D p_y u(Ay) se

AiﬁAj:(Z)paraiyéj.
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de modo que
i=1
com S, NS, = () para u # v. No conjunto S,, a fungdo g (r) possui um limite

inferior m, e um limite superior M,, tais que m < m, < M, < M.

Definicao 27 Definimos as somas inferior e superior de Darbouz, associadas a

divisao de S citada, respectivamente, pelas relagoes

z= Z myA (Sy)
v=1

Temos, portanto, mA(S) < z < Z < MA(S). Também segue diretamente da
Definicao 27 que qualquer divisao de S obtida a partir da subdivisao de algumas
das partes S, terd soma inferior ao menos igual a soma inferior da divisao original

e soma superior no maximo igual a soma superior da divisao original.

Portanto, qualquer divisao de S em um numero finito arbitrario de partes sem
pontos em comum produz, de acordo com a Definicao 27, uma soma inferior z
e uma soma superior Z. Consideremos o conjunto de todas as possives somas
inferiores e o conjunto de todas as possiveis somas superiores, que serao chamados,
respectivamente, conjunto— z e conjunto— Z. Esses dois conjuntos sao limitados,
pois todos os possiveis valores de z e Z estao situados entre mA (S) e M (S).
Pode-se mostrar que o limite superior do conjunto— z é no maximo igual ao limite

inferior do conjunto — Z.
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O limite superior do conjunto — z serd chamado integral inferior de g (x) sobre S,
enquanto que o limite inferior do conjunto — Z sera chamado integral superior de

g (z) sobre S.

Desta maneira escrevemos

/g () dz = limsup{z : divisdao D}
Js

/g () dr = liminf{Z : divisdo D},
S

e segue que

mA(S) < [g(e)dr < [g()de < MA(S).

Definigao 28 Se as integrais inferior e superior de g (x) sobre S forem iguais,
entao g (x) € dita ser integrdvel sobre S no sentido de Lebesque, ou simplesmente
integravel sobre S. O wvalor comum das duas integrais é chamado integral de Le-

besque de g (x) sobre S, e escrevemos

Uma condigao necessdria e suficiente para a integrabilidade de g (x) sobre S é que,
para todo € > 0, possamos encontrar uma divisao de S tal que a diferenca Z — z

correspondente seja menor do que e.

Observamos que a definicao da integral de Lebesgue é perfeitamente analoga a de-

finicao da integral de Riemann. Neste caso, o conjunto S é um intervalo, que por
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sua vez ¢ dividido em um ntmero finito de sub-intervalos .S, e as somas de Dar-
boux, z e Z, sdo compostas da mesma maneira, onde A (S,) denota o comprimento
do sub-intervalo S,. A diferenca é que, no caso da integral de Lebesgue, conside-
ramos uma classe de conjuntos mais geral do que intervalos quando tomamos S e

as partes .S, como sendo quaisquer conjuntos de Borel em IR.

Quando estudamos funcgoes integraveis no sentido de Riemann, e integrais de Le-
besgue sobre um intervalo, nao é necessario distinguir os dois tipos de integral, de

Riemann e de Lebesgue.

A integral de Lebesgue sobre um intervalo (a, b) é usualmente escrita com a mesma

notagao da integral de Riemann:

b
/ g (z)dz.
a
Temos ainda que esta integral possui o mesmo valor quando consideramos o inter-
valo (a,b) fechado, aberto ou semi-aberto.

Ainda neste contexto em que consideramos func¢oes limitadas sobre conjuntos de
Borel em IR com medida de Lebesgue finita, podemos enunciar as seguintes pro-
posigoes, que sao perfeitamente analogas as proposigoes correspondentes a integral

de Riemann:

[ @) + 2 @) e = [[gr (@)dx+ [ o () o, (11)

/ch (x)dx = c/ g (z)dz, (1.2)

S
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/SIUS2 g(x)dx = /51 g (z)dx + 5,9 (x)dx, (1.3)

mA(S) < /Sg(x) dr < MA(S), (1.4)

onde ¢ é uma constante arbitraria, os conjuntos S; e Sy nao possuem pontos em
comum, e m e M denotam respectivamente os limites inferior e superior de g (z)

em S.

As proposicoes (1.1) e (1.3) podem ser imediatamente extendidas para um nimero
finito arbitrario de termos. De (1.4) ainda segue que a integral de uma funcao g (z)
limitada sobre um conjunto com medida de Lebesgue igual a 0 é sempre igual a 0, e
se g (z) for identicamente igual a 1 sobre um conjunto S com medida de Lebesgue

nao necessariamente igual a 0, entao
dr = / der = M(5).
/S g (x) T ; T ( )

Consideremos agora o caso em que o conjunto de Borel S possui medida de Lebes-

gue A (5) finita mas a fun¢ao g (z) ndo é necessariamente limitada em S.

Tomemos quaisquer nimeros finitos a e b tais que a < b e coloquemos

a ,seg(x)<a
Gap(T) = gx) ,sea<g(x)<b (1.5)

b, seg(r)>b

Desta forma, g,,(z) ¢ limitada e integravel sobre S. Se o limite

a——00,b—+00

lim /Sgayb(:v)dx:/sg(:c)dx
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existir e possuir valor finito, dizemos que g(x) é integrdavel sobre S. Este limite

serd por defini¢ao a integral de Lebesgue de g(x) sobre S.

Neste contexto, em que g(x) nao é necessariamente limitada, ainda sao vélidas as
Proposicoes (1.1), (1.2), (1.3) e (1.4). Com respeito a Proposigao (1.4) devemos

observar que um dos limites m e M, ou ambos, podem ser infinitos.

Consideremos o caso em que g(x) nao é necessariamente limitada e o conjunto de

Borel S nao mais possui medida de Lebesgue finita.

Denotemos por S, a interseccao de S com o intervalo fechado [a,b], onde a e b

sao finitos. Assim, S,; possui medida de Lebesgue finita.

Definicao 29 Seja a fungdo g(z) integravel sobre S, para todo a e todo b. Se o
limite

lim lo(a)ldr = [ lg@lda

a——00,b—+00 J S,
existir e possuir valor finito, entdo dizemos que g(x) € absolutamente integrdvel

sobre S.

Teorema 30 Se a fungdo g(x) for absolutamente integravel sobre S entdo g(x) €

integrdvel sobre S, ou seja, o limite

lim g(a:)dx:/sg(x)dx

a——00,b—+00 J S,
existe e possui valor finito.

Dizemos portanto que se g(x) for absolutamente integravel sobre S, entao a integral
de Lebesgue de g(x) sobre S é convergente e assume, por definigao, o valor do limite

enunciado no Teorema 30.
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Segue diretamente da definicao que, também neste caso, valem as proposicoes
(1.1), (1.2) e (1.3). Ao invés de obtermos a proposicao (1.4), temos simplesmente

a seguinte relacao:

/ g(x)dz > 0 se g(z) > 0 para todo z € S.
s

Podemos ainda estudar a integral de Lebesgue como uma fungao nao negativa e
aditiva de conjuntos. Consideremos uma fungao nao negativa fixa f(z), integravel

sobre qualquer intervalo finito, e um conjunto de Borel S em IR.
Definimos

x)dx , se f(x) é integravel sobre S
pigy = | BT e s é e

+00 , caso contrario.
Desta forma P(S) é uma funcdo nao negativa e aditiva de conjuntos, definida para

todos os conjuntos de Borel em IR.

No caso particular em que f(x) = 1, temos P(S) = A(S), a medida de Lebesgue
de S. Outro importante caso particular ocorre quando f(z) é integravel sobre
todo o espago IR de modo que acabamos tendo P(S) sempre finita e para qualquer

conjunto de Borel S em IR
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1.3 Medida de probabilidade e funcao de distri-
buicao
1.3.1 Funcgoes nao negativas e aditivas de conjuntos em IR

Na Subsegao 1.2.1 determinamos a medida de Lebesgue A(S) para qualquer con-
junto de Borel S em IR. Vimos que esta medida satisfaz as trés condigoes que
requerem que A(S) seja a) ndo negativa, b) aditiva e ¢) para qualquer intervalo,
igual ao comprimento deste intervalo. Vimos finalmente que A(S) é a unica funcao

de conjuntos que satisfaz essas condigoes.

Por outro lado, se omitirmos a condigdo ¢) entdo A(S) ndo serd mais a tunica
funcao de conjuntos satisfazendo as condig¢oes restantes. Somos levados, portanto,
ao conceito geral de uma funcao de conjuntos nao negativa e aditiva como uma

generalizagao natural da medida de Lebesgue.

Consideremos uma fungao de conjuntos P(S) definida para todos os conjuntos de

Borel S em IR e satisfazendo as trés seguintes condicoes:
A) P(S) é nao negativa: P(S) > 0.

B) P(95) ¢é aditiva:
P(UX, S) =32, P(S;) para S, NS, = () quando u # v.

C) P(9) é finita para qualquer conjunto S limitado.

Assumimos que todas as fungoes de conjuntos tratadas nesta e na préxima subsecao

satisfazem essas condigoes.
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Quando um conjunto S é constituido por todos os pontos ¢ que satisfazem uma
certa relagao, denotamos o valor P(S) simplesmente substituindo a letra S dentro
dos parénteses pela relacao em questao. Por exemplo, se S é o intervalo fechado
[a, b], escrevemos P(S) = P(a < & <b). Se S é constituido pelo ponto { = a entdo
escrevemos P(S) = P(§ = a).

Chamamos P(S) de funcdo de conjuntos pois o argumento desta fungdo é um
conjunto. Para uma fungao F(zy,...,2,) de uma ou mais varidveis, o argumento
pode ser considerado um ponto com as coordenadas x1, ..., T,, € nos referimos a

tal funcao como uma fungao pontual.

Quando uma fungao de conjuntos P(S) e uma constante k sao dadas, definimos

uma fungao pontual correspondente F'(x; k) por

Pk<¢(¢<z) , paraz >k
F(x; k) = 0 , para x =k (1.6)

—Plx<&<k) |, parax <k.

Qualquer que seja o valor do parametro constante k, obtemos para um intervalo
finito (a, b]
(b k) — F(ask) = Pla <{ <b) 20,

que mostra que F(x;k) é uma fun¢ao nao decrescente de z. Se nesta ultima relac¢ao
consideramos a tendendo a —oo ou b tendendo a 400, ou ambos, segue que a

mesma relagao vale também para intervalos infinitos. No caso particular quando

P(S) é a medida de Lebesgue A\(S), temos F(x; k) =z — k.

As fungoes F'(z; k) correspondentes a dois valores diferentes do parametro k dife-
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rem por uma quantidade independente de x. De fato, se k1 < ko, obtemos

Assim, se escolhermos um valor arbitrario kg para k e denotarmos a funcao corres-
pondente F'(x;kq) simplesmente por F(z), qualquer outra F'(z;k) serd da forma

F(z) + ¢, onde ¢ é uma constante independente de z.

Teorema 31 Podemos assim dizer que para qualquer fungao de conjuntos P(S)
satisfazendo as condigoes A), B) e C') descritas nesta subse¢cdo corresponde uma
fungdao pontual F(x) nao decrescente tal que, para qualquer intervalo (a,b) finito
ou infinito, temos

F(b) — F(a) = Pla <& <D).
F(z) € univocamente determinada exceto por uma constante aditiva.

Escolhemos agora um valor arbitrario fixo para o parametro k e consideramos a
fungao F(z) correspondente. Como F'(z) é ndo decrescente, os limites pela direita

e pela esquerda,

F(a+0) = lim+F(x)eF(a—0): lim F(x),

existem para todo valor de a, e F(a —0) < F(a + 0). De acordo com o tltimo

teorema, temos para x > a
F(z) — F(a) = Pla < { < x). (1.7)
Definigao 32 Seja uma seqiiéncia {A,}5°, de subconjuntos de IR. Definimos o
limite desta sequéncia por
A={x € R:3ng € N tal que z € A,,Vn >ngy},

29



e denotamos lim,_.o, A, = A, quando este conjunto A existir.

Considerando a relagao (1.7) para uma sequéncia decrescente de valores de x ten-
dendo ao valor fixo a, temos que os intervalos semi-abertos (a, x] correspondentes
formam uma sequéncia decrescente de conjuntos cujo limite é o conjunto vazio e

assim

F(a+0) = F(a).

Por outro lado, se x < a temos
F(a) = F(z) = P < £ < a),
e um argumento similar mostra que

F(a—0)=F(a) — P({ =a) < F(a).

Portanto a funcao F(x) é sempre continua a direita. Para todo valor de x tal que
P = x) > 0, F(x) possui uma descontinuidade com o salto P(( = z). Para
todo valor de z tal que P(§ = z) = 0, F(x) é continua. Entdo qualquer x tal
que P(S) > 0, para o conjunto S constituido somente pelo ponto x, é um ponto
de descontinuidade de F'(x). Esses pontos sao ditos pontos de descontinuidade
também para P(S), e qualquer ponto de continuidade de F'(z) é também dito um
ponto de continuidade de P(S). Os pontos de descontinuidade de P(S) e F(z)

formam no maximo um conjunto enumeravel.

Teorema 33 Para qualquer fungdo pontual nao decrescente F(x), finita para todo
x finito e continua a direita, corresponde uma fun¢ao de conjuntos P(S) univoca-

mente determinada para todo conjunto de Borel S em IR, satisfazendo as condigoes

30



A), B) e C) descritas, de modo que a relagao
F(b) = F(a) = Pla < £ <b)
seja vdlida para qualquer intervalo finito ou infinito (a,b).
Ainda, para duas fungoes Fy(z) e Fy(x) corresponde a mesma P(S) se e somente
se a diferenca Fy(x) — Fy(x) for constante.

Relativamente a este ultimo teorema, temos que a funcao pontual nao decrescente
F(z) determina uma fungao de intervalos nao negativa P(i) que pode ser definida
como o crescimento de F'(z) sobre o intervalo i. Para algum intervalo semi-aberto
definido por a < x < b, P(7) assume o valor P(a < z < b) = F(b) — F(a). Para
os trés outros tipos de intervalo com os mesmos extremos a e b, determinamos o

valor de P(7) por um processo limite simples e obtemos
Pla <z <b)=F(b)— F(a—0),
Pla<z<b)=F(0b—-0)— F(a),
Pla<x<b)=Fb-0)—F(a—0),
de modo que P(7) fica completamente determinada para qualquer intervalo 4.

O teorema afirma desta forma que é possivel encontrar uma fungao de conjuntos
nao negativa e aditiva definida para todo conjunto de Borel S em IR e igual a P(7)

no caso particular em que S é um intervalo 1.

Comparando os dois tltimos teoremas obtemos que, se duas fungoes Fi(z) e Fy(x)
diferindo por uma constante forem consideradas a mesma, entao ha, de uma ma-
neira geral, uma correspondéncia univoca entre as fungoes de conjuntos P(S) e as

fungbes pontuais ndo decrescentes F'(z).

31



Definicao 34 Uma fungao de conjuntos P(S) definida para um conjunto de Borel
S em R e satisfazendo as condigoes A), B) e C) define uma P — medida do
conjunto S, a qual constitui uma generalizagao da medida de Lebesque A(S). Como

esta ultima, a P — medida € nao negativa e aditiva.

De acordo com os ltimos resultados, a P — medida é univocamente determinada
para qualquer conjunto de Borel S em IR pela funcao pontual nao decrescente
F(z) correspondente. Como F'(x) é continua a direita, é suficiente conhecer F'(z)

em seus pontos de continuidade.

Observemos que para qualquer conjunto de Borel S em IR temos que P(S) < P(IR)

pois S C IR. Isto d& passo para a seguinte defini¢ao.

Definigao 35 Se P(IR) for finita, dizemos que a fungdo de conjuntos P(S) é
limitada.
Quando P(S) é limitada, sempre fixamos a constante aditiva na fun¢ao pontual

nao decrescente F'(z) correspondente tomando k = —oo em (1.6), de modo que

obtemos para todo valor de x

Quando x tende a —oo nesta relacao, o conjunto de todos os pontos ¢ < z tende ao
conjunto vazio e portanto F'(—oo) = 0. Por outro lado, quando z tende a +o0, o
conjunto dos pontos £ < x tende ao espaco IR e portanto F'(+o0) = P(IR). Como

F(z) é nao decrescente, temos para todo x
0< F(z) < P(R).

32



1.3.2 Distribuicoes

Uma fungao de conjuntos nao negativa e aditiva, P(S), definida para todo conjunto
de Borel S em IR, tal que P(IR) = 1, é obviamente limitada e a fungao pontual

nao decrescente F(x) correspondente fica definida de modo que

0< F(x) <1,

F(—o00) =0e F(400) = 1.

Um par de fungdes P(S) e F(z) deste tipo é concretamente interpretado de modo
a representar uma ”distribuicao de massa sobre o espago unidimensional IR”. Ima-
ginemos uma unidade de massa distribuida sobre IR de modo que, para todo x,
a quantidade de massa acumulada sobre o intervalo infinito (—oo, x| seja igual a
F(x). A interpretacao da fungao de conjuntos P(S) pode portanto ser colocada
dizendo-se que qualquer conjunto de Borel S em IR possui uma determinada quan-

tidade de massa P(S). A quantidade de massa total sobre o espa¢o IR é P(IR) = 1.

Temos a liberdade de definir tal distribuicao através da fungao de conjuntos P(S)
ou através da func¢ao pontual F'(x) correspondente, e dizemos que P(S) é a medida

de probabilidade da distribuigao enquanto que F'(x) é dita a fungao de distribuicao.

Portanto uma fungao de distribui¢ao é uma fungao pontual nao decrescente F'(z),
continua a direita e tal que F'(—o0) = 0 e F(+o00) = 1. Ainda temos que qualquer
F(z) com estas propriedades determina uma tunica distribui¢ao de probabilidade,

possuindo F'(z) como sua fungao de distribuicao.
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Se xy é um ponto de descontinuidade de F'(x) com um salto igual a py entao a
massa py fica concentrada no ponto zg, ou seja, P(§ = xg) = po. Por outro lado,

se zp ¢ um ponto de continuidade entao P(§ = zg) = 0.

Podemos ainda extender a definicao de uma medida de probabilidade para um con-
texto mais geral, no qual nao necessariamente o espaco e a o-algebra considerados

sejam o conjunto IR dos niimeros reais e a o-algebra de Borel, respectivamente.

Definigao 36 Sejam A uma o-dlgebra de subconjuntos de um dado conjunto €2, e
1 uma medida definida sequndo a Definicao 13, levando em conta a o-dlgebra A.

Entao p € dita uma medida de probabilidade se p(2) = 1.

Veremos mais adiante, na Secao 1.5, que é possivel induzir uma medida de pro-
babilidade definida para conjuntos de Borel em IR a partir de uma medida de
probabilidade como a definida acima, de modo que a essa medida induzida possa-

mos associar univocamente uma funcao de distribuicao.

1.4 Integral de Lebesgue-Stieltjes para funcoes

de uma variavel

Ja vimos que a teoria da medida de Lebesgue pode ser generalizada com a in-
trodugao do conceito de uma P — medida nao negativa e aditiva. Veremos agora

que uma generalizagao analoga pode ser aplicada a teoria da integral de Lebesgue.

Consideremos que uma P — medida fixa é dada. Esta medida pode ser definida

por uma funcdo de conjuntos P(S) nao negativa e aditiva, ou pela funcao pon-
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tual nao decrescente F'(z) correspondente. Ja vimos que essas duas fungoes sao

perfeitamente equivalentes para o propdsito de se definir a P — medida.

Consideremos ainda uma fungao g(x), definida e limitada para todo = pertencente
a um dado conjunto de Borel S em IR com P — medida finita. Da mesma forma
como foi feito anteriormente, no desenvolvimento que levou a definicao da integral
de Lebesgue, dividimos S em um ntmero arbitrario finito de partes Sy, .Ss, ..., Sy,
de modo que S;NS; = ), para i # j. Na Defini¢ao 27 das somas de Darboux agora
substituimos a medida de Lebesgue pela P —medida e entao obtemos as somas de

Darboux generalizadas

z = Z m, P(Sy)
v=1

Z = zn:MvP(Sv)a

v=1

onde, como anteriormente, m, e M, denotam respectivamente os limites inferior e

superior de g(z) em S,.

O desenvolvimento seguinte é exatamente analogo ao desenvolvimento que levou
a definicdo da integral de Lebesgue. O limite superior do conjunto de todos os
possiveis valores z é chamado integral inferior de g(x) sobre S com respeito a
P —medida dada, enquanto que o limite inferior do conjunto de todos os possiveis
valores Z é a integral superior correspondente. Como anteriormente, temos que a

integral inferior é no maximo igual a integral superior.

Se as integrais inferior e superior sao iguais entao g(x) é dita integravel sobre S
com respeito a P—medida dada, e o valor comum das duas integrais é dito integral

de Lebesgue-Stieltjes de g(x) sobre S com respeito a P—medida dada e é denotado
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por uma das duas expressoes

[ 9@)dP(S) = [ gl@)drF(a).

Quando nao houver risco de confusao, escreveremos simplesmente dP ou dF' ao

invés de dP(S) ou dF(x).

No caso particular em que F(z) = z temos P(S) = A(S), e fica evidente que a
definicao da integral de Lebesgue-Stieltjes se reduz a definicao da integral de Le-
besgue. Assim afirmamos que a integral de Lebesgue-Stieltjes é obtida da integral
de Lebesgue simplesmente substituindo, na definicao desta tltima, a medida de

Lebesgue pela P — medida.

Todas as propriedades da integral de Lebesgue ja citadas sao agora generalizadas
para a integral de Lebesgue-Stieltjes. Para fungoes limitadas e conjuntos de Borel
com P — medida finita obtemos as seguintes generalizagoes das Proposigoes (1.1),

(1.2), (1.3) e (1.4):

[ 0@ +g@)dF = [ @ dF+ [ g (@)dF. (18)
/ch (x) dF:c/Sg(x) dF, (1.9)

/Slusz g(@)dF = | g(z)dF + | g(z)dF, (1.10)

mP () < /Sg(x) dF < MP(S), (1.11)

onde ¢ é uma constante, m e M denotam os limites inferior e superior de g(z) em

S, e Sy e Sy sao dois conjuntos de Borel em IR sem pontos em comum.
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As extensoes da integral de Lebesgue para fungoes nao limitadas e conjuntos de
Borel com medida de Lebesgue infinita podem ser aplicadas, de maneira perfeita-

mente analoga, a integral de Lebesgue-Stieltjes.

Assim, uma fung¢ao g(z) nao limitada é dita integravel com respeito a P(S) (ou

F(z)) sobre um conjunto de Borel S em IR com P — medida finita se o limite

im [ gus(@)dP = [ g(x)dP = [ gla)dF.

a— —00,b—+400
onde g, () é definida como em (1.5), existir e for finito.

Ainda mais, quando S possui P — medida infinita, g(x) é dita integravel com
respeito a P (ou F) sobre S se g(x) é integrdavel com respeito a P (ou F') sobre

Sap para todo a e todo b, onde S, é definido como na Subsecao 1.2.2, e se o limite

lig 9@IdP = [ lg(@)|ar = [ |g@)|dF

a——00,b—+00 J S,

existir e possuir valor finito. Neste caso, o limite

lim g(x)dP:/Sg(x)dP:/Sg(x)dF

a——00,b—+00 J S, 4

também existe e ¢ finito, e dizemos que a integral de Lebesgue-Stieltjes de g(z)
com respeito a P (ou F) sobre o conjunto S é convergente e assume, por defini¢ao,

o valor deste limite.

As propriedades (1.8), (1.9), (1.10) e (1.11) ainda sao vélidas quando estudamos
funcoes nao limitadas e conjuntos de Borel com P — medida infinita, salvo que,

neste ultimo caso, devemos substituir a relagao (1.11) por

/ g(x)dF > 0 se g(x) > 0 para todo x em S.
s
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1.5 Variaveis aleatorias

Nesta secao vamos proceder com a apresentagao de algumas definigoes que serao
Uteis nas proximas secoes e necessarias nesta para que possamos definir uma

”variavel aleatoria”.

Definicao 37

e Um par (S, A), onde S é um conjunto e A é uma o-dlgebra de subconjuntos

de S, € dito um "espaco mensurdvel”.
e Se P é uma medida entdo a tripla (S, A, P) € dita um "espago de medida”.

e Se (S, A, P) é um espagco de medida e P é uma medida de probabilidade

entdo a tripla (S, A, P) € dita um "espago de probabilidade”.

Definigao 38 Suponhamos que S seja um conjunto com uma o-algebra A de sub-
conjuntos e que T seja um outro conjunto com uma o-dlgebra C de subconjun-
tos. Suponhamos ainda que f :S— T seja uma fungao. Dizemos que f é "men-

surdvel” se, para todo B € C, f~Y(B) € A.

Teorema 39 Uma fungao mensurdvel f de um espago de medida (S1, Ai, p1)
em um espago mensurdvel (Ss, As), f:S1 — So, induz uma medida no conjunto
Sy. Para cada A € Ay, define-se jy(A) = p1(f1(A)). Integrais com respeito a o
podem ser escritas como integrais com respeito a i1 da sequinte maneira:

Se g : So — IR for integrdvel, entao

[ 9wydnay) = [ g(f(@)dp ).
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Definicao 40 A medida jo definida no teorema anterior € dita a "medida induzida

em (Sa, As) por f a partir de puy”.

Compreendemos agora alguns conceitos que se fazem necessarios para se enunciar

a definicao que segue.

Definigao 41 Se (S, A, P) é um espago de probabilidade, (x, B) um espago
mensurdvel e X : S — x uma funcdo mensurdvel, entdo X € dita uma ”quantidade
aleatoria”. Se x = IR e B € a o-dlgebra de Borel entao X € dita uma "varidvel
aleatdria”. Seja Px a medida de probabilidade induzida em (x, B) por X a partir
de P. Esta medida de probabilidade € dita a "distribuicao de X 7. A distribuicao de

X € dita ser "discreta”se existir um conjunto contdvel A C x tal que Px(A) = 1.

Quando induzimos uma medida de probabilidade em um espago mensuravel (x, B)
por uma quantidade aleatodria, denotamos esta medida de probabilidade por Pr.

Assim, por exemplo, na tltima definicao da distribuicao de uma quantidade alea-

téria X, se B € B entao Pr(X € B) = P(X~!(B)) = Px(B).

Proposigao 42 Se X € uma varidvel aleatoria entdo a fungio Fx(x) = Pr(X <
x) = Px(B), onde B = (—00,z|, € a funcdo de distribuicdo univocamente associ-
ada a distribuicao de X. Neste caso Fx € chamada a “funcao de distribuicao de

X7 ou "fungao de distribuicao acumulada de X 7.
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1.6 Continuidade absoluta e funcao de densidade

Definigao 43 Sejam py e ps duas medidas em um mesmo espago (S, A). Supo-
nhamos que, para todo A € A, pui1(A) = 0 implica que uy(A) = 0. Entdo dizemos
que o € absolutamente continua com respeito a py e denotamos esta relacao por

fo <K 1. Quando ps Ky, dizemos que py € uma medida dominante para fis.

Um caso de particular interesse para o nosso estudo ocorre quando, na tltima
definigao, o espago considerado é (x, B), onde x = IR e B é a o-algebra de Borel,
e a medida dominante considerada é a medida de Lebesgue A. Consideremos uma
variavel aleatoria X com distribuicao Px e funcao de distribuicao F'x, de modo que
Py seja uma medida em (x, B). Desta forma Py < \ se, para qualquer B € B,
A(B) = 0 tivermos que Px(B) = 0. Sabemos que A(B) = 0, por exemplo, se B = ()
ou se considerarmos B como sendo qualquer ponto z € IR, ou um subconjunto dos

racionais.

Definicao 44 Seja (S, A, 1) um espagco de medida. Se existir uma partigdo
enumerdvel do conjunto S tal que cada elemento da particao possui medida p

finita entao dizemos que | € 0 — finita.

Definicao 45 Consideremos o espago de medida (S, A, p). Se E for alguma
afirmacgao a respeito dos pontos de S e p for uma medida em S, dizemos que E é
verdadeira "em quase toda parte com respeito a pu” se o conjunto dos pontos de S

para 0s quais E nao € verdadeira estiver contido em um conjunto A com p(A) = 0.

Exemplo 46 E sabido que uma funcdo nao-decrescente pode ter no mdrimo um

40



numero enumerdvel de descontinuidades. Como conjuntos enumerdveis tém me-
dida de Lebesque igual a 0 dizemos que func¢oes nao-decrescentes sao continuas em

quase toda parte com respeito a medida de Lebesgue.

Teorema 47 Sejam g e jy duas medidas no espago mensurdvel (S, A) tais que

po < py e py € o-finita. Entao existe uma func¢ao mensurdvel f : S — [0,00] tal

= [ @) (@)

Ainda, se g : S — IR € integrdavel com respeito a ps entdao

/g )dpia(w /g z)dp (7).

A fungao f € chamada "derivada de Radon-Nikodym de po com respeito a pi1” e

que, para todo A € A,

¢ unica em quase toda parte com respeito a ji. FEsta derivada € algumas vezes
denotada por dZQ(S). Se o € o-finita entao [ € finita em quase toda parte com

respeito a [i.

Este ultimo teorema é conhecido como teorema de Radon — Nikodym.

Definigao 48 Sejam (S, A, P) um espago de probabilidade e (x, B, v) um espago
de medida. Suponhamos que a funcao X : S — x seja mensurdvel. Seja Px a
medida induzida em (x, B) por X a partir de P. Suponhamos ainda que Px < v.

Entdo a derivada de Radon-Nikodym fx = % > dita a "densidade de X com

respeito a v”.

Em particular, nos interessa o caso em que, na definicao anterior, X é uma variavel

aleatoria e a medida v é a medida de Lebesgue denotada por A. Neste caso, como
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vimos, a medida de probabilidade Px é dita a distribuicao de X e se associa
univocamente a funcao de distribuicao Fx de X. Devido a esta relacao univoca

entre Px e F'x podemos escrever

dFy

fx(z) .

(x) para todo x € x = R

e chamamos fx(z) de densidade de X com respeito a X ou simplesmente densidade

de X.

Proposicao 49 Sejam (S, A, P) um espaco de probabilidade, (x, B, v) um espago
de medida e X : S — x uma funcao mensurdvel. Seja ainda Py a medida de
probabilidade induzida em (x, B) por X a partir de P e suponhamos que Px < v.

Se h: X — IR € mensurdvel e fx € a densidade de X com respeito a v entdo

/ h(z)dFy(z) = / h(z) fx(2)dv(z).

Com respeito a esta ultima proposicao nos interessa, como anteriormente, o caso
em que X é uma variavel aleatoria e v = A, onde A é a medida de Lebesgue. Desta
forma, se consideramos ainda h(x) identicamente igual a 1 sobre IR entao podemos

Py(A) = /A dFy(z) = /A Fr(@)d\(z) = /A Fx(x)dz

para todo A pertencente a o-algebra de Borel B em IR.

Exemplo 50 Sejam X; e X duas varidveis aleatorias e sejam Px, e Px, suas

respectivas distribuicoes. Suponhamos que Xq seja distribuida uniformemente no
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intervalo [0,10] e que Xy seja distribuida uniformemente no intervalo [0,5], ou

seja, X1 ~U(0,10) e Xy ~U(0,5). Entao

0 se <0
Fx,(z)={ & se 0<z<10 (1.12)
se x> 10
e
0 se <0
F, () 2 e 0<a<5 (1.13)

1 se z>05.
A densidade de X €

 dFy, 1

fx,(x) = . (z) = E][O,lo](i’)‘

Sabemos que Px, < Px, e entao escrevemos, para todo A pertencente a o-dlgebra

de Borel B em IR,
Pa(A) = [ f@)dPy, (x),
onde f € a deriwada de Radon-Nikodym de Px, com respeito a Px,.

Seja A = [0, x| para algum z € (0,5), entdo

Pe(0.2) = [ F@)dPx, ) = [ 1) fx ().

Mas Px,([0,2]) = £, entao

B
10

T 1

E = /Oz f(y)TOI[O’IO] (y)dy = /Ox f(y)—dy.

Derivando com respeito a x temos

5 = TOf(x)
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Portanto a deriwada de Radon-Nikodym de Px, com respeito a Px, é

flz) = 2[(0,5)(95)-

Consideremos agora uma variavel aleatéria X cuja distribuicao Px é discreta, ou
seja, existe um conjunto contavel A C IR tal que Px(A) = 1. Neste caso, também
dizemos que a variavel aleatoria X é discreta. Desta maneira observamos que para
alguns valores x € IR contdveis temos que Py (x) > 0. Portanto a distribui¢ao de
uma variavel aleatéria discreta é um exemplo de uma medida nao absolutamente
continua com respeito a medida de Lebesgue A, uma vez que A(z) = 0 para todo

z € IR.

1.7 Convergéncia

E interessante ressaltar que, nesta Se¢ao, a grande maioria dos resultados é enun-
ciada em termos de quantidades aleatorias, porém, como nosso grande interesse a
essa altura é tratar da convergéncia de variaveis aleatorias devido a freqiiéncia com
a qual falamos delas em termos praticos, e como sabemos que o conceito de uma
variavel aleatdria constitui uma particularizacao do conceito de uma quantidade
aleatoria, entao devemos notar que, algumas vezes neste texto, estes resultados
enunciados em termos que quantidades aleatorias sao naturalmente extendidos em

termos de varidveis aleatorias.

Introduziremos agora o conceito de ”convergeéncia fraca” entre distribuicoes de pro-
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babilidade e em seguida trataremos de trés tipos de convergéncia que consideramos
para seqiiéncias de quantidades aleatorias: convergéncia quase certa, convergencia

em probabilidade e convergéncia em distribuicao.

Definigao 51 Consideremos uma seqiéncia {F,} de fungéoes de distribuicdo e
uma outra funcao de distribuicao F. Dizemos que F,, converge fracamente a F, e
denotamos F,, = F', se

lim F,(z) = F(x)

n—o0

para todo ponto de continuidade de F'.

Exemplo 52 Sejam as fungdes de distribuicio F,(z) e F(x) definidas como

0 sex <%
Fy(z) =
1 se x Z%
e
0 se <0
Fx) =
1 se x>0
Notemos que lim,, o F,(z) = F(x) exceto no ponto x = 0, o dnico ponto de

descontinuidade de F(x). Portanto F,, = F.

Afim de aprofundar nosso entendimento a respeito do conceito de ”convergéncia
fraca” consideremos as medidas de probabilidade P, e P associadas as fungoes de
distribuicao F;, e F', respectivamente. Como ja vimos, estas medidas de probabili-
dade, definidas para conjuntos de Borel em IR, sao univocamente determinadas a

partir das relagoes

Ep{(—00, 2]} = Fy(x)
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P{(—o00,z]} = F(x).

Sabemos que a funcao de distribuicao F' é continua no ponto x se e somente se o
conjunto {z} possuir P — medida igual a 0. Desta forma F,, = F significa que a

relagao

lim P,{(—o0,z]} = P{(—o0,z]} se P{z})=0 (1.14)

n—oo
¢é valida para todo .

Denotemos por JA a fronteira de um conjunto de Borel A em IR. Assim, 0A é
formado por aqueles pontos que constituem limites* de seqiiéncias de pontos em
A e também limites de seqiiéncias de pontos fora de A. Por exemplo, a fronteira®
do conjunto (—oo, x] é constituida somente pelo ponto z, e entao a relagao (1.14)

pode ser reescrita como

lim P,(A) = P(A) se P(JA) =0, (1.15)

onde A = (—o0, z].

E possivel mostrar que F,, = F se e somente se a relacao (1.15) for verdadeira

para todo conjunto de Borel A em IR.

Definicao 53 Um conjunto de Borel A em IR para o qual P(OA) = 0 € dito um

conjunto P-continuo.

4 Assumimos que convergéncia de niimeros reais é conhecida pelo leitor.
®Uma definigao mais precisa da fronteira de um conjunto em R pode ser encontrada em [8].
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Dizemos, portanto, que P, converge fracamente a P, e denotamos P, = P, se
lim,, . P,(A) = P(A) para cada conjunto P-continuo, ou seja, se a relagao (1.15)
é valida. Assim, P, = P se e somente se as fungoes de distribuigao correspondentes

satisfazem F,, = F.

Definicao 54 Seja S um conjunto arbitrdario. Uma funcao d : S x S — IR, que
associa um numero d(z,y) € IR a cada par ordenado (z,y) € S x S, de modo
que as condicoes adiante sejam satisfeitas para quaisquer x,y,z € S, € dita uma

métrica em S':

a) d(x,z) =0;
b) Se x #y entdo d(x,y) > 0;
c) d(z,y) = d(y,z);

d) d(z,z) <d(xz,y)+d(y, 2).

A quantidade d(x,y) é também chamada distancia de x a y.

Notemos que, nesta tltima definigao, as condic¢oes a) e b) afirmam que d(x,y) >
0 e ainda d(z,y) = 0 se, e somente se, z = y. A condigdo ¢) afirma que a
distancia d(z,y) é uma funcdo simétrica das varidveis =z e y. E a condi¢do d)
¢é chamada "desigualdade do triangulo”, tendo origem no fato de que, no plano
euclidiano, o comprimento de um dos lados de um triangulo nao supera a soma

dos comprimentos dos outros dois lados.
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Definicao 55 Um par (S,d), onde S é um conjunto e d é uma métrica em S, €

dito um espaco métrico.

Costumamos nos referir a um espago métrico citando apenas o conjunto no par
(S,d) e deixando subentendida a métrica d considerada. Por exemplo, dirfamos

apenas o0 espaco métrico S” ao invés de dizer "o espago métrico (S,d)”.

Exemplo 56 O conjunto IR dos niumeros reais constitui um exemplo bastante im-
portante de espaco métrico. A distancia entre dois pontos x,y € IR € definida
por

d(z,y) = |z —yl.
As condigies a), b), ¢) e d) resultam diretamente das propriedades elementares do

valor absoluto de numeros reais. Esta distancia € chamada métrica usual da reta.

Teorema 57 Sejam S e B um espago métrico arbitrario e a o-dlgebra de Bo-
rel de subconjuntos de S, respectivamente, e consideremos ainda as medidas de

probabilidade P, e P definidas em B. Entao P, = P se e somente se

lim /fdPn:/fdP se feO(s),

n—oo

onde C(S) denota a classe de fungoes reais continuas e limitadas em S.

Definigao 58 Dizemos que uma seqiéncia {X,}22, de quantidades aleatorias
converge em distribuicao a quantidade aleatoria X, e denotamos

X, 2 X,
se as medidas de probabilidade P, das quantidades aleatorias X, convergem fraca-

mente a medida de probabilidade P de X, ou seja, se P, = P.
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Definicao 59 Se X for uma varidvel aleatoria com funcdao de distribuicio F,
entdo o "valor esperado” (ou média, ou esperanca) de X € definido e denotado
por

E(X) = / vdFy(z).

Teorema 60 Se X : S — x for uma quantidade aleatoria e f : x — IR for uma

fung¢ao mensurdvel, entao

BIf(X)] = [ f(x)dFx(z),

onde Fx € a funcao de distribuicao de X.

Prova. Se tomarmos Y = f(X), entdo Y induz uma medida (com fungao de

distribuicao Fy) em (IR, B) de acordo com o Teorema 39. A defini¢ao de E(Y) é

[ P ().

e o Teorema 39 também afirma que

[ vdFy () = [ F@)dFx(a).

Devido aos Teoremas 57 e 60 podemos enunciar a definicao seguinte, que é equi-

valente a Definigao 58.

Definigao 61 Seja {X,}52, uma seqiéncia de quantidades aleatdrias e seja X

uma outra quantidade aleatoria, todas assumindo valores em um mesmo espaco
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topologico x, levando em conta a o-dlgebra gerada pelos subconjuntos abertos de 'y,
ou seja, a o-dlgebra de Borel. Se lim,, .., E(f(X,)) = E(f(X)), para toda fungao
f:x — R continua e limitada, entao dizemos que X,, converge em distribuicao a

X.

Definigao 62 Se {X,,}>2, e X forem quantidades aleatorias em um espago métrico

com métrica d, e se, para todo € > 0,

lim Pr(d(X,,X) >¢) =0,

n—oo

entao dizemos que X,, converge em probabilidade a X, e escrevemos

X, 5 X

Definigao 63 Seja um conjunto A pertencente a o-dlgebra de Borel de subconjun-
tos de IR e seja X uma varidvel aleatoria. Dizemos que o conjunto A € X -continuo
se

Pr(X € 0A4) =0,

onde OA denota a fronteira de A.

Teorema 64 Se X, 5 X, entao

lim Pr([X, € AJA[X € A]) =0 (1.16)

n—o0

para todo conjunto A X -continuo, de modo que BAC' denota a diferenca simétrica

entre os conjuntos B e C.
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Como (1.16) implica que

lim Pr(X, € A) = Pr(X € A),

n—oo

entao do Teorema 64 segue que

X, £ x implica X, 2 x

Definigao 65 Dizemos que uma seqiiéncia {X,}22 | converge quase certamente a

X, e escrevemos

X, — X,q.c,

se

{s : X,,(s) nao converge a X(s)} C E com Pr(FE) =0,

ou seja,

Pr(lim X, =X)=1.

n—oo

Pode-se mostrar que, se uma seqiiéncia {X,,}°°, de varidveis aleatérias convergir
quase certamente a uma outra variavel aleatéria X, entao esta seqiiéncia também

converge em probabilidade a X.

O préximo exemplo ilustra a situagao em que ocorre convergéncia em probabilidade

mas nao ocorre convergencia quase certa.

Exemplo 66 Seja uma varidavel aleatoria U uniformemente distribuida no inter-

valo [0, 1], ou seja, U ~ U[0,1]. Definamos uma seqiiéncia { X}, n=1,...,00 e
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k=1,...,n, de variaveis aleatorias,

Xll

X21 X22

X311 X3 X33

an Xn2 XnS Xnn

de modo que

1 selUEe (%,g],
Xnk::

0 caso contrdrio,

Desta forma, para qualquer k € {1,...,n} fizo, temos que a varidvel aleatoria X,y
possui distribuicao Bernouli com parametro %, X ~ ber(%), ou seja, assume o
valor 1 com probabilidade % e o valor 0 com probabilidade 1 — %

Consideremos agora a varidvel aleatoria degenerada X, que assume o valor 0 com

probabilidade 1, ou seja, Pr(X =0) = 1.

Entao, para qualquer k € {1,...,n} firo e um e > 0,

1
lim Pr(| X, — X|>e¢) = lim Pr(X,; =1)= lim — =0,

n—00 n—oo 1,
P
e portanto X, — X.

Por outro lado, para qualquer valor possivel w de U e qualquer ng € IN, existem

k—1 k
o

n>ng, ek €{l,...,n} tais que u € ( e, portanto, X,(u) = 1.
Assim,

P({u€ (0,1] : lim Xyp(u) =0}) = P({0}) =0.
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Entao X, nao converge quase certamente a X.

Teorema 67 Seja {X,}32, uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias e seja X uma
- - P L L

outra varidvel aleatoria. Se X, — X entdo existe uma subseqiéncia {n}3>, tal

que

lim X,, =X, qc

k—o0

A demonstragao do Teorema 67 estd fora do escopo desta monografia, mas uma

ilustracao da implicacao nele apresentada é dada no exemplo seguinte.

Exemplo 68 Consideremos a seqiéncia {X,} de varidveis aleatdrias definida
no exemplo 66. Sabemos que X, 5 X, Agora, se tomarmos k =1 teremos uma

subseqiiéncia { X1}, de tal forma que
P({u € (0,1] : nh_)rrolo Xn1(u) =0}) = P((0,1]) =1,
e portanto X,; — X quase certamente.

Nos exemplos a seguir sao apresentados alguns resultados interessantes no que
diz respeito a convergéncia de varidveis aleatorias. Tais resultados utilizam os

conceitos discutidos nesta secao.

Exemplo 69 Sejam {X,}22 | varidveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas com média i finita. Entao a Lei Fraca dos Grandes Niumeros, um dos

teoremas limite mais 4teis, afirma que a varidvel aleatéria X ,, definida por

ynzzév

i—1

converge em probabilidade a p.
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Exemplo 70 Sejam {X,}2° | varidveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas com média p finita e varidancia o também finita. Entdo o Teorema

Central do Limite, outro importante teorema limite, afirma que
ﬁ(yn - /L) 2) Z7

onde Z ¢ uma varidvel aleatoria com distribuicao Normal com média O e variancia
o?, ou seja, Z ~ N(0,0?).

Lembremos que a derivada de Radon-Nikodym da distribuicio N(0,02) com res-
peito a medida de Lebesgue nos subconjuntos de Borel em IR é dada por

1 e
f() = e

2mo

Exemplo 71 A Lei Forte dos Grandes Nimeros afirma que, se {X,}>2, for uma
seqliéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com

média |4, entao a varidvel aleatoria

converge quase certamente a [, ou Seja,

Pr(lim X, =pu) = 1.

n—o0

Utilizaremos, mais adiante, o conceito de convergéncia em distribui¢ao para de-
terminar distribuigoes limite para o maximo e para a soma de variaveis aleatérias

independentes e identicamente distribuidas.
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1.8 Simulacao

Muitas vezes pode ser de interesse gerar observagoes que possuam uma determi-
nada distribuicao. Tais observacoes serao chamadas "nimeros pseudo-aleatorios”,
porque as amostras aparentam possuir as propriedades de varidveis aleatorias, mas

sao na verdade geradas a partir de um processo deterministico.

Apresentaremos alguns teoremas que tratam da geracao de numeros pseudo-a-
leatérios com uma determinada distribuicao, sob a suposicao de que nimeros
pseudo-aleatérios com distribuigdo uniforme no intervalo [0,1] (U4(0,1)) possam

ser gerados.

Definicao 72 Seja F' uma funcgao de distribuicao. Definimos a inversa de F' por

Fig) = inf{z: F(x)>q} se q¢>0, (1.17)
inf{x: F(x) >0} se q¢=0.

para 0 < ¢ <1 e sob a convengdo que inf{l} = +oo.

Teorema 73 Se a varidvel aleatéria U posswir distribuicao U(0,1), entao X =

F~YU) possuird funcio de distribuicio F.

Prova. Determinemos Pr(X < t) para todo t. Primeiramente, consideremos ¢

como um ponto de continuidade de F. Entao
Pr(X <t)=Pr(F Y U)<t)=Pr(U<F(t)) = F(t), (1.18)

onde a segunda igualdade segue do fato que, em um ponto de continuidade ¢, X <t
se e somente se U < F(t), e a terceira igualdade segue do fato que U possui dis-

tribuigao U (0, 1). Finalmente, consideremos ¢ como um ponto de descontinuidade
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de F' e tomemos

F(t)— lim F(z) =c

T—t—

Entao X =t se e somente se F'(t) —c < U < F(t), e assim
Pr(X =t)=Pr(F(t)—c<U<F())=c

Desta forma, X possui funcao de distribuicao F' nos pontos de continuidade de F'
e sua distribuicao possui os mesmos saltos que F', nos mesmos pontos. Entao, a

funcao de distribuicao de X é F.

Notemos que as trés igualdades em (1.18) também sao validas se ¢ for um ponto
de descontinuidade de F, pois os eventos [F~1(U) < t] e [U < F(t)] sdo iguais

para todo t € IR. Isto simplifica a prova do Teorema 73.

Mostremos que os eventos [F~1(U) < t] e [U < F(t)] sao iguais para todo ¢t € R.
Sabemos que F' e F~! sdo nao decrescentes e, a partir da definicao de F'~!, temos
que

F(F~YU)) > U, para 0<U <1

FY(F(t) <t, para t€ R.
Portanto, se F~'(U) <t entao F(F~'(U)) < F(t). Mas F(F~'(U)) > U e entao
F(t) > U.
Por outro lado, se U < F(t) entao F~1(U) < F~Y(F(t)). Mas como F~}(F(t)) <t

entdao F~H(U) < t.
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Desta forma, o Teorema 73 nos leva a gerar niimeros pseudo-aleatorios com fungao

de distribuicao F arbitraria, se pudermos encontrar F 1.

Exemplo 74 Seja uma varidvel aleatoria Y com distribuicao exponencial inde-
zada por um parametro A conhecido, ou seja, Y ~ exp(\). Entdo a funcao de

distribuicao de 'Y €

1—e M se y >0,
P(y) = (1.19)
0 se y < 0.

Desta maneira encontramos

“In(1 —
Fu) = n()\u) para 0 <wu < 1.
Notemos que
lim F~(u) = +o0.
Portanto, se U possuir distribui¢io U(0,1), X = F~1(U) = %I_U) POSSUITA

distribui¢ao exp(N).

O proximo teorema nos leva a encontrar nimeros pseudo-aleatérios com densi-
dade f arbitraria se pudermos gerar ntimeros pseudo-aleatérios com uma outra

densidade g tal que f(z) < kg(x) para algum k e todo x.

Teorema 75 Seja f uma fungao integravel nao-negativa, e seja g uma fungao de
densidade. Tomemos k > 0 e suponhamos que f(z) < kg(z) para todo x. Suponha-
mos ainda que as varidveis aleatorias {Y;}2, e {U;}2, sejam todas independentes,

e que Y; tenha densidade g e U; tenha distribuicao U(0,1). Definamos Z = Yy,
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onde
f(Y2) )
kg(Y;)"

N =min{i: U; <
Entao Z possui densidade proporcional a f.

O teorema seguinte descreve o método conhecido como Razao de Uniformes.

Teorema 76 Seja f: IR — [0,00) uma func¢do integravel. Definamos

A={(u,v) €ER?*:0<u< ,/f(%)}.

Se (U,V) possuir distribuicao uniforme sobre o conjunto A, entdo % POSsuIrd

densidade proporcional a f.

58



Capitulo 2

Distribuicao do Maximo

Iniciamos o presente capitulo com uma discussao a respeito da distribuicao exata
do maximo de uma seqiiéncia finita de varidveis aleatorias independentes e identi-

camente distribuidas.

Na Secao 2.2, definimos e estudamos as Distribuicoes Max-Estaveis, e vemos que
tais distribuicoes sao necessariamente do mesmo tipo que uma das trés distribuigoes
chamadas Distribuigoes de Valor Extremo. Vemos ainda que as distribuicoes max-
estaveis, e somente tais distribuicoes, constituem limites para a distribuicao de
uma certa normalizacao do maximo de uma seqiiéncia de variaveis aleatoérias i.i.d.,
construida por uma seqiiéncia de constantes. Com estes resultados, identificamos
a distribuicao assintdtica desta normalizacao do maximo como sendo uma distri-

buicao do mesmo tipo que uma das distribuicoes de valor extremo.
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2.1 Distribuicao Exata

Uma n-upla de numeros reais, (z1,%s,...,%,), pode ser reordenada de maneira

crescente, de modo a se obter uma nova n-upla
(1), T2), -, Tmy), onde ) <z < ... < Ty

Esta operacao aplicada a todos os pontos do espago IR™ induz n fungoes, que serao
denotadas por X(y),...,X(,). Se introduzirmos uma estrutura de probabilidade
em IR", estas fungoes podem ser interpretadas como variaveis aleatorias.
Dizemos, neste caso, que a seqiiéncia X1, ..., X, de variaveis aleatérias forma uma
amostra aleatéria.

Estamos interessados no caso particular em que Xy, ..., X, sao independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.), formando o que chamamos amostra aleatdria

simples, ou amostra.

A varidvel X(y), definida acima, é chamada k-ésima estatistica de ordem da amos-
tra Xi,...,X,. Em particular, X(;) e X(,) sao os extremos amostrais, ou mais

especificamente, o minimo e o maximo amostrais, respectivamente.

Seja {X,,}°°, uma seqiiéncia infinita de varidveis aleatérias i.i.d., com funcao de

distribuicao F' e funcao de densidade f.

Para todo n € IN, consideremos a varidvel aleatoria X(,) definida como
X(n) = maX{Xl, N ,Xn},

ou seja, X(,) € o maior valor na amostra aleatéria Xy, ..., X,.
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Determinemos a func¢ao de distribuicao G,, e a funcao de densidade g,, desta variavel

aleatéria X(,). Seja —oo < x < 0o, entao

Gn(r) = Pr(Xu <z)=Pr(max{Xi,...,X,} <)
= PrXi <z, Xy <ux,....X,<uz)

= Pr(X;<x)Pr(Xy<z)...Pr(X, <x)

Assim, G,(x) = [F(z)]™. A terceira igualdade se deve a independéncia assumida

para a seqiiéncia.

A funcao de densidade de X(,), denotada por g,, pode ser determinada a partir

da diferenciacao de GG, nos pontos x € IR em que esta derivada existir,
gn() = n[F(2)]"" f(z).

Temos ainda que, se a seqiiéncia {X,}>2, for multiplicada por uma constante
positiva, entao X(,) também serd multiplicada pela mesma constante. Se uma
constante qualquer for somada a esta seqiiéncia, entao X, tera seu valor acrescido
da mesma quantidade. Observemos que, dado um valor x € IR, a probabilidade
de que (X, < x) diminui a medida que o tamanho da amostra aumenta. Assim,

tanto os quantis' quanto a média de X,y aumentam com n.

'Uma definicdo precisa a respeito dos quantis de uma varidvel aleatéria pode ser encontrada

em DeGroot [4].
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2.2 Distribuicao Assintética

Suponhamos novamente que {X,}2°, seja uma seqiiéncia infinita de varidveis
aleatérias i.i.d. com fungao de distribuicdo comum F'(z). J& sabemos que, dado

ne€ N, F*(x) = [F(x)]" é a funcao de distribui¢ao de X,y = max{Xy,..., X,}.

Se tomarmos

xo = sup{z : F(x) <1} < o0,

entao pode-se mostrar que

lim T X¢,) =9 quase certamente. (2.1)

n—oo

A fim de proceder a prova deste ultimo resultado, necessitamos do teorema a
seguir, que trata da convergéncia de uma seqiiéncia nao decrescente de variaveis

aleatorias.

Teorema 77 Sejam {X,}32 | uma seqiiéncia nao decrescente de varidveis aleatorias

e X uma outra variavel aleatoria. Entao

X, 55X = X,—-X, qec.

Mostremos que lim,, . T X) =29 quase certamente.

Observemos que, para x < g, temos F'(z) < 1 e assim

PT(X(n) S l‘) = Fn(:L‘) — 0. (2.2)
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Por outro lado, para todo z < x,
Pr(Xm <z) = Pr(Xm — 20 < o — 20),
onde X,y < xgex —xy < 0. Entao,
Pr(Xm —xo <o —x9) = Pr(|Xm) — x| > |2 — x0]). (2.3)
Seja £ > 0 e seja © < xg tal que |x — zo| > . Entao, de (2.2) e (2.3),
Pr(|Xm) — 20| >€) — 0,

quando n — oo.

P , a e -
Portanto X,y — x9. Como {X(,)} é uma seqiiéncia nao decrescente, entao con-
vergéncia em probabilidade implica em convergéncia quase certa, como queriamos

demonstrar.

Para ilustrar a situacdo descrita pela relagao (2.1) consideremos uma seqiiéncia
{X,}22, de varidveis aleatérias independentes com distribuicao U(0,1). Neste

caso zo = 1 e a funcao de densidade do maximo X,y ¢ dada por

nz" ' se x€[0,1],
fX(n) (.7)) -
0 se x ¢ 10,1].

Na figura seguinte apresentamos os graficos de fX(n)(x) para n = 50, 100, 1000.
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1.5x 1077

1.25x 10717

1x 10717

7. 8% 10718

5x 1078

z.8x 10718

Figura 2.1: Funcdo de densidade de X(,), para n = 50,100,1000 da esquerda para a

direita.

Podemos observar que esta funcao de densidade tende a se concentrar em xq = 1.

Fica claro, a partir da relacao (2.1), que uma distribui¢ao limite ndo degenerada

para X(,) nao existird a menos que normalizemos tal varidvel.

Mais precisamente, queremos estabelecer condi¢oes para F'(r) e para as seqiiéncias
an > 0, b, tais que a distribuicao limite de a,(X(,) — b,) seja uma distribuicao G

nao degenerada:
Pria,(Xm) —bn) < 2] — G(x) (2.4)

para todo ponto de continuidade de G.

Em particular, estaremos interessados em determinar quais fungoes de distribuicao

G podem aparecer como o limite em (2.4). Veremos que estas fungdes de distri-
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buigao formam uma classe de distribuigoes.

Observemos que (2.4) pode ser escrita como

F'(a, 'z +b,) — G(z), (2.5)
para todo x € IR, ponto de continuidade de G.
Definicao 78 Se (2.5) for vdlida para duas seqiiéncias {a, > 0} e {b,}, entdo

dizemos que F' pertence ao dominio de atra¢ao (para o mdzimo) de G e escrevemos

F € D(G).

2.2.1 Distribuicoes Max-Estaveis

Agora identificaremos as fungoes de distribuicao G' que sao possiveis distribuigoes
limite em (2.4) como a classe das Distribuigdes Max-Estéveis. Dizemos que uma
funcao de distribuicao G' nao degenerada é max-estavel se, para cadan = 2,3,...,

existirem constantes a,, > 0 e b, tais que

G"(anr +b,) = G(x), para todo x € IR.

Teorema 79 (i) Uma funcdo de distribui¢cio G ndo degenerada é maz-estdvel se
e somente se existir uma sequéncia F, de funcoes de distribuicdo e constantes

a, >0 eb, tais que
Ey(a tx + b)) — GY¥(x)  quando n — oo, (2.6)

para cada k =1,2,..., e para todo v € IR ponto de continuidade de G.
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(ii) Em particular, se G é nao degenerada, D(G) € ndo vazio se e somente se G
for max-estdvel. Entao também G € D(G).

De acordo com este resultado, a classe de funcgoes de distribuicao G nao degene-
radas que aparecem como limites em (2.4) coincide com a classe de fungoes de

distribuicao maz-estaveis.

A partir deste momento serd necessario e conveniente utilizar a palavra tipo em

um sentido técnico para este contexto. Segue portanto a préxima definigao.

Definicao 80 Dizemos que duas fungoes de distribuicio G e Go sao "do mesmo
tipo”se

Ga(z) = Gi(ax + b)
para duas constantes a > 0 e b.

Assim, a definicao de distribui¢oes max-estaveis pode ser reescrita como: ”Uma
funcao de distribuicao G nao degenerada é max-estavel se, para cadan = 2,3,.. .,

a funcao de distribuicao G™ for do mesmo tipo que G.”

Teorema 81 (Khintchine) Seja {F,} uma seqiiéncia de funcoes de distribui¢do
e G uma funcao de distribuicio nao degenerada. Sejam a, > 0 e b, constantes
tais que

F.(a,z +b,) — G(x),

para todo x € IR, ponto de continuidade de G. Entao, para alguma func¢ao de

distribuicdo ndao degenerada G, e constantes oy, > 0 e [3,, temos que

Fo(anx + 5,) — Gi(x)
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se e somente se

atan, —a e a (B, —b,) —b

para algum a > 0 e algum b, e entao

G.(z) = G(ax + b).

O Teorema 81 mostra que se { F,,} é uma seqiiéncia de fungoes de distribuigao com
F.(apx +b,) — Gi(x) e Fy(anx + B,) — Ga(z) (a, > 0 e a, > 0), entao G e
(G5 sao do mesmo tipo, desde que ambas sejam nao degeneradas. Claramente, as
fungoes de distribuicdo podem ser divididas em classes de equivaléncia (as quais
chamamos tipos) dizendo que G e G5 sao equivalentes se Go(x) = G1(ax+0b) para

constantes a > 0 e b.

2.2.2 O Teorema dos Trés Tipos

Mostraremos agora que uma funcao de distribuicao é max-estdvel se e somente se
ela for do mesmo tipo que uma das trés possiveis distribuicoes chamadas Distri-

buig¢oes de Valor Extremo.

Uma fungao de distribuigdo do mesmo tipo que G(z) = exp(—e ") serd dita do
Tipo I ou Gumbel. Similarmente, diremos que uma funcao de distribuicao é do
Tipo 11 ou Fréchet (ou Tipo I11 ou Weibull negativa) se esta possuir a forma
G(ax + b), onde G é do Tipo II (ou Tipo I1I) listados no préximo teorema.
Podemos nos referir ao Tipo I como Tipo Cauchy e ao Tipo 111 como Tipo

Limitada.

67



Teorema 82 Toda distribuicao max-estdvel é do tipo de valor extremo, ou seja, é

igual a G(ax + b) para algum a > 0 e algum b, onde para

Tipol : G(z) = exp(—e ™), —o0 <z < o0 (2.7)

0, se <0,
Tipoll : G(z) = (2.8)

exp(—x~%), se x> 0;

exp(—(—x)*), se x <0,
Tipolll : G(x) = p=(=2)%) (2.9)
1, se x> 0;
onde o > 0 nos Tipos Il e 111

Ainda, cada distribuicdo de valor extremo € maz-estdvel.

Teorema 83 (Teorema dos Trés Tipos) Seja X(,) = max{Xy,..., X,}, onde

X, sao varidveis aleatorias i.1.d.. Se para algumas constantes a,, > 0 e b, tivermos
Pria,(Xm) —by) < 2] — G(x) (2.10)

para alguma funcdo de distribuicio G nao degenerada, entdo G € do mesmo tipo
que uma das trés distribuicoes de valor extremo listadas no Teorema 82. Inver-
samente, cada fungao de distribuicao G de valor extremo pode aparecer como um
limite em (2.10), e de fato aparece quando G for a prdpria fungdo de distribuicao

de cada X;.

Prova. Se a relagao (2.10) for verdadeira, entao, segundo o Teorema 79, a funcao

de distribuicao G é max-estavel e, a partir do Teorema 82, do mesmo tipo que
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uma das distribui¢oes de valor extremo listadas. Inversamente, se G for uma
distribuicao de valor extremo, o Teorema 82 afirma que G é max-estavel, e entao,

segundo o Teorema 79(ii), G € D(G).

O teorema 83 é também conhecido como Teorema de Fisher-Tippett, veja [13].

Teorema 84 Seja {X,,} uma seqiéncia de varidveis aleatdrias i.i.d. com funcao
de distribuicao F. Seja 0 < 7 < 0o e suponhamos que {u,} seja uma seqiéncia

de numeros reais tal que
n(l— F(u,)) — 7  quando n — 0. (2.11)
Entao
Pr(Xm <u,) —e " quando n — oo. (2.12)

Inversamente, se (2.12) for vdlida para algum 7, 0 < 7 < 0o, entao (2.11) também

s

¢ valida.

Exemplo 85 Consideremos uma varidvel aleatoria com distribuicao exponencial

com parametro unitdrio, X ~ exp(l). Entao
Fz)=1—-¢", x> 0.

Dado T > 0, podemos escolher u,, tal que

\1

1—F(un):g
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simplesmente tomando

Uy = —log(z) = —log 7 + logn.
n

Entao pelo Teorema 84,
Pr(Xm < —log7m+logn) — e .
Tomando T = e~* obtemos
Pria,(Xm) —by) < 2] — G(x),
com
a, =1, b, = logn, G(z) = exp{—e~"}.
Ou seja, G(x) é do Tipo 1.

Concluimos entio que a varidvel aleatéria X,y — logn possui, assintoticamente,

funcao de distribuicao G(x) = exp{—e~"}, que € do Tipo I.

Teorema 86 Dada uma fun¢do de distribuicio F, seja xp = sup{z; F(z) <
1}. Condigoes necessdrias e suficientes para que a funcao de distribuicao F das
varidveis aleatdrias i.i.d. da seqiéncia {X,} pertenca ao dominio de atragao de

cada um dos trés tipos sao (em ordem crescente de complezidade):

Tipo 11:
1—F(t
Tp =00 € thélo ((1 _F((g); =z % a>0, para cada = > 0;
Tipo III:

rp<oo e lim =z% a>0, para cada x> 0;



Tipo I:

Eziste alguma fungao g(t) estritamente positiva tal que

1—-F
1= Fltagt)

tax;‘ 1 — F(t) ’

para todo x € IR.

Exemplo 87 Consideremos a fun¢ao de distribuicao de uma varidvel aleatoria

com distribuicao Pareto,
Flz)=1-Kz ™, a>0, K>0, z>KY

Entao
(-Fl)
(1—=F()) ’

para cada x > 0, quando t é suficientemente grande, de modo que o Teorema 86

mostra que um limite do Tipo II se aplica. Ainda, para u, = (Kn/7)Y* temos

1— F(u,) = —,

S

de modo que, pelo Teorema 84,

Kn

T

P’I“[X(n) < ( )l/a] — e 7.
Tomando 7 = x~%, para x > 0, obtemos
Pr[(Kn)’l/o‘X(n) < z] — exp{—z"“},

e entao um limite do Tipo II ocorre com

an = (Kn)~Ye, b, = 0.
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Portanto, a varidvel aleatoria (Kn)*l/o‘X(n) possui funcgao de distribuicao assin-
totica G(x) = exp{—x~*}.

llustremos a convergéncia no caso particular em que K = a = 1, de modo que a

fungao de densidade de X ¢ dada por

n

fi() = [1—(nz) """ 272 se x €[+, 00),

0 se x ¢ [L, 00).

Apresentamos os grdficos da fungdo de densidade f,(x), paran = 3,5,20, na figura

2.2.

Figura 2.2: Fungao de densidade de %, para n = 3,5, 20 da direita para a esquerda.

Neste caso, a medida que n cresce, a fun¢ao f,(x) se aprorima da funcao de

densidade g(x) = G'(z) = exp{—x~'}z72, definida em [0, 0).
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Exemplo 88 Para uma varidavel aleatoria com distribuicao uniforme no intervalo
0, 1] temos

F(z) ==, para 0 <z <1.

ParaT >0 eu,=1—7/n, temos
-
1—-F(u,)=—, para n>T,
n

de modo que o Teorema 84 fornece

PT[X(n) <1- Z] —e .
n
Assim, se tomamos ¥ < 0 e T = —x obtemos

Prin(Xp) —1) <z] — e,

0 que nos leva a um limite do Tipo III com oo =1 e ainda

Desta maneira, a varidvel n(X,) — 1) possui, assintoticamente, fungdo de distri-

buicao G(z) = e*.

Para ilustrar esta convergéncia apresentamos, para n = 10,20,50, na figura 2.3,

o0s grdficos da fun¢do de densidade de n(X ) — 1), dada por

(% + 1)%1 se x € [—n,0],
0 se x ¢ [—n,0].

fn(x) =
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Figura 2.3: Funcao de densidade de n(X(,) — 1), para n = 10, 20,50 da direita para a

esquerda.

Podemos observar que, a medida que n cresce, a fun¢io de densidade f,(x) se

aprozima de g(z) = G'(x) = €*, definida no intervalo (—oo, 0].
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Capitulo 3

Distribuicao da Soma

Este capitulo se destina ao estudo da Distribuicao da Soma de uma seqiiéncia de

variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas.

Na Secao 3.1, introduzimos o conceito de Convolucao entre funcoes de distribuigao,

de modo a caracterizar a Distribuicao Exata da Soma de variaveis aleatérias i.i.d..

O Teorema Central do Limite é apresentado na Segao 3.2, e a partir dele identi-
ficamos a distribuicao Normal como um limite para a distribuicao de uma certa

normalizacao da soma de varidveis aleatérias i.i.d..

As Distribuicoes Estaveis sao estudas na Secao 3.3, e vemos que estas distribuicoes,
e somente estas, constituem limites para a distribuicao da soma normalizada, ge-

neralizando a discussao da Secao 3.2.
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3.1 Convolucao

Nos concentraremos agora acerca do estudo de uma ‘convolugao’, basicamente em
dois sentidos: a principio como uma operacao entre uma funcao de distribuicao
e uma funcao continua, e posteriormente como uma operacao entre funcoes de

distribuicao.

Sem perda de generalidade consideraremos apenas distribui¢oes no espaco unidi-

mensional IR.

Consideremos, assim, uma func¢ao de distribui¢ao F' e uma fungao pontual limitada
¢ (mais adiante veremos que ¢ podera ser simplesmente uma funcdo continua ou

uma funcao de distribuigao). Definamos a fun¢ao u como:

u(z) = /+oo olr —y)dF(y), x€ R. (3.1)

Se F' possuir uma fungao de densidade f, entdo a relagao (3.1) se reduz a

u(r) = /+OO o(r —y)f(y)dy. (3.2)

—00

Definicao 89 A convolugdo de uma fungao @ com uma fungao de distribuicao F'
€ a funcao definida por (3.1) e a denotamos por u = F x ¢. Se F possuir uma

fungao de densidade f escrevemos, alternativamente, u = f * .
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Exemplo 90 Tomemos F' como a funcao de distribuicao de uma varidvel aleatoria

X com distribui¢ao uniforme no intervalo [0, a], tal que

_ dF(x) 1

— ]
f(z) o - 04(r), =€,

¢ sua funcao de densidade. Entao, para uma fungdo real @,

+o00 1
o(x — y)af[o,a] (y)dy,

u(r) = /m oz —y)fly)dy = /

—00 —00

e fazendo x —y = s,

u(x) = ! /j p(s)ds

a —a

¢ a convolugao de F' com a fun¢ao pontual ¢.

Consideremos duas variaveis aleatorias X e Y independentes com fungoes de densi-
dade f(z) e g(y), respectivamente. Entao podemos escrever a funcao de densidade

conjunta de XY, fxy(z,y), como

fxy(z,y) = f(z)g(y), para todo (z,y) € R*.

Esta relacao nos permite determinar a medida de probabilidade sobre um conjunto

de Borel em IR?, digamos A C IR?, como
P(A) = [ [ f@gty)dudy. (33)

Se consideramos a variavel aleatéria S = X 4+Y, para X e Y independentes, entao
o evento A = {5 < s} é representado pelo semi-plano de pontos (z,y) tais que
x 4+ y < s. Denotemos a fungao de distribuigao de Y por GG, de modo que g(y) =

G'(y), onde esta derivada existir. Entao, para obtermos a funcao de distribuicao
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de X +Y basta integrarmos em (3.3) sobre a regiao A = {(z,y) € R? : y < s —x},
de modo que

+oo

Pr(X+Y <s)= /_J:o /_:xg(y)f(x)dyda: = / G(s —z)f(z)dx.

—00

Acabamos de mostrar o teorema seguinte.

Teorema 91 Sejam X e Y wvaridveis aleatorias independentes com funcoes de

distribuicao F e GG, respectivamente. Entao

PNX+ng:/%%m—xmm@. (3.4)

—00

Notemos que este 1ltimo teorema nos fornece uma interpretacao para F'xp quando

¢ € uma funcao de distribuicao.

Por razdes de simetria as posigoes ocupadas por F' e G em (3.4) podem ser inter-
cambiadas sem afetar o resultado. Assim,

+o0o +00

G@—me@):/’ F(t — y)dG(y).

—00

Pr(X+Y§t):/

—0o0

Diferenciando a relac¢ao (3.4) observamos que a fungao de densidade de X +Y é

dada por uma das duas integrais na igualdade

/+OO ft=y)g(y)dy = /+OO Fy)gt —y)dy. (3.5)

—0o0 —0o0

Definicao 92 A convolugao de duas funcgoes de densidade f e g € a funcao defi-

nida na relagdo (3.5). Denotamos tal convolugao por f * g.

Isto da passo para o teorema seguinte.
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Teorema 93 Se as funcoes de distribuicao F' e G possuem funcoes de densidade f
e g, respectivamente, entao a convolucao FxG possui funcao de densidade h = fx*g

dada por

Ainda, de acordo com (3.5) temos fxg =g f.

Dada uma terceira fungao de densidade u podemos escrever (f * g) * u e esta é a
funcao de densidade de uma soma X + Y + Z de trés variaveis aleatérias inde-
pendentes com densidades f, g, u. Devido ao fato da soma de variaveis aleatérias
ser comutativa e associativa, temos estas mesmas propriedades para convolugoes,

e entao f x g * u independe da ordem das operagoes.

E interessante notar que quando trabalhamos com varidveis aleatorias positivas,
ou seja, quando nos referimos a funcgoes de densidade concentradas no intervalo

[0, 00), entao a convolugdo, digamos f * g, se reduz a
Fro(s) = [ fs=wgdy = [ fla)gls - x)da.

Exemplo 94 Sejam f e g duas funcgoes de densidade concentradas em [0,00) e

definidas por

flz) = ae™Ipu)(z) e g(z) = Be oo (@).

Entao, por definicao,

frglz) = /mf@—ywwﬂy



o0

— / ae_a(m_y)f[o,oo)(x—y)ﬁe_ﬁyl[om)@)d?/

—00

— /x ae*a(‘”*y)ﬁe*ﬁydy
0

= aﬂe‘ax/ eV @R dy.
0

Portanto
frg(x)= ﬁa_ﬁa(e_a’” —e Py, x> 0.

Freqiientemente uma soma S, = X; + Xy + ... + X, de n variaveis aleatérias
mutuamente independentes com uma funcao de distribuicao F' comum pode ser
de interesse. Neste caso, a distribuicao de S,, é chamada convolucao n-variada de

F' e é denotada por F™*. Entao

Fx—F ¢ FpFOthx _ prxy @

Uma soma sem termos é convencionalmente interpretada como 0, e por con-

sinténcia definimos F% como a distribuicao degenerada concentrada na origem.

Se F possui fungao de densidade f entao F™ possui densidade f* fx...% f (n

vezes) e denotamos esta densidade por f"*.

Desta maneira podemos escrever
() = /_ /_ Flo—a1— . —an ) (@) ... fan1)dar ... den . (3.6)

Apresentaremos agora a definicao da funcao geradora de momentos e entao enun-

ciaremos alguns teoremas relacionados a esta funcao. Tal discussao nos ajudara a
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determinar a distribuicao da soma de varidveis aleatérias independentes de uma

forma relativamente simples.

Definigao 95 Seja X wma varidvel aleatoria. A esperanca da varidvel aleatoria
e!X ¢ definida como a funcdo geradora de momentos de X, se tal esperanca existir
para todo valor de t tal que —h <t < h, h > 0. Assim, a funcdo geradora de

momentos, denotada por mx(t) ou m(t), é dada por

mx(t) = E(e'™) = /O:o e f(x)dx

se a variavel aleatoria X for continua com funcgao de densidade f, ou
mx(t) = E(eX) = " Pr(X =x)
€T

se a variavel aleatoria X for discreta.

O seguinte resultado estabelece uma relacao biunivoca entre as fungoes de distri-

buigao e as fungoes geradoras de momento.

Teorema 96 Sejam X e Y duas varidveis aleatorias com fungoes de densidade
fx e fy, respectivamente. Suponhamos que as funcoes geradoras de momentos
mx(t) e my(t) ambas existam e sejam iguais para todo t € (—h,h), para algum
h > 0. Entao as fungoes de distribuicao das varidveis aleatorias X eY , Fx e Fy,

840 1gUaiLs.

Teorema 97 Se X e Y forem duas variaveis aleatorias independentes, € g1 € go

forem duas funcoes reais, entao

E[g1(X)g2(Y)] = Elg1(X)]|E[ga(Y)].
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Prova. Mostremos que E[g;(X)g2(Y)] = Elg1(X)]E[g2(Y)] para duas varidveis
aleatérias absolutamente continuas e independentes, X e Y, com funcoes de densi-
dade fx e fy, respectivamente. A demonstracao para variaveis aleatérias discretas
ocorre de maneira anédloga.

Sabemos que

Elgp (X)) = [~ [~ ai(@)goly) frv (@, y)dady.

Mas como X e Y sao independentes, entao

Elgp(X)e0)] = [ [ 0@)gev)fx(@) i ly)dady

- / > g1(z) fx (z)d /_ O:O 92(y) fy (y)dy

= E[g(X)]E[ga(Y))].

Teorema 98 Sejam Xy, ..., X, varidveis aleatorias independentes, tais que cada
uma de suas respectivas funcoes geradoras de momentos existam para todo t €
(—h,h), para algum h > 0. Seja também a varidvel aleatoria S, = Y1 X;.

Entao a fungao geradora de momentos de S, é dada por

n

ms, (t) = Elexp(t Y Xi)] = [[ mx,(t) para —h <t <h.

i=1

Prova. Mostremos que mg, (t) = [T, mx, (¢).

Temos que

s, (t) = Elep(t Y X,)] = E[H ],
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Mas, de acordo com o Teorema 97,
B[] ™1 = [ Bl 1,
i=1 i=1
e entao

ms, (1) = H Ele'i] = f[lmxi(t).

A utilidade do Teorema 98 torna-se evidente quando recordamos o Teorema 96, o
qual afirma que uma funcao geradora de momentos, quando existir, determinara
a fungdo de distribuigdo. Assim, se pudermos reconhecer [ ; mx,(t) como uma
funcao geradora de momentos correspondente a uma distribuicao em particular,
entao teremos encontrado a distribuicao de S, = >°1' ; X;. Os exemplos adiante

ilustram este procedimento.

Exemplo 99 Suponhamos que X, ..., X, sejam varidveis aleatorias independen-
tes com distribuicao Bernoulli indexada por um parametro p, 0 < p < 1, isto
€,

Pr(X;,=1)=p e Pr(X;=0)=1-p=gq, Vie{l,...,n}.

Desta forma
1
mx,(t) = E(eX) =Y " Pr(X; =) = q + pe’,
=0

e entao
n

mg, (t) = I:I(q + pe') = (g + pe')".
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Agora, se considerarmos uma varidvel aleatéria Y ~ Bin(n,p), de modo que

n
Pr(Y =y) = p'q" Y, ye{0,1,...,n},

Y

entao

n n
my(t) =) e pYq" Y = (q + pe)™.
y=0 Y

Do teorema 96, podemos concluir que a varidvel aleatoria S, = Y1 X;, soma das
n variaveis aleatorias independentes com distribuicao Bernoulli com parametro p,

possui distribuicao Binomial com pardmetros n e p, ou seja, S, ~ Bin(n,p).

Exemplo 100 Seja {X;}!, uma seqiiéncia de varidveis aleatorias independentes

com distribuicio Geométrica indexada por um parametro p, 0 < p < 1, ou seja,
Pr(X;=z)=p(1—-p)*=p¢°, x€{0,1,...}, Vie{l,...,n}.
Entao temos

) = B() = 3 =p Y (o) = (1) ,

1 —elq

ms () =11 (1 —petq> - (1 —petQ> '

Por outro lado, se considerarmos uma variavel aleatoria Y com distribuicao Bino-

de modo que

mial Negativa indexada por parametros n e p, tal que

n+y—1 .
PriY =y) = p'¢’, ye{0,1,...},

Y
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entao

my(t) = ¢ p‘—'y:<1_t) |
y=0 Y €q

Concluimos entdo que a soma S, de n varidveis aleatorias independentes com
distribuicao Geométrica com parametro p possui distribuicao Binomial Negativa

com parametros n e p, ou seja, S, ~ BNeg(n,p).

Exemplo 101 Suponhamos que {X;}!_, seja uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias

independentes tal que cada X; possui distribuicao Poisson com parametro \; > 0,

ou seja,
*/\i)\$
Pr(X;=a)="-"" ze{0,1,...}.
x!
Entao
tX; — tme_)\iA? t
sz(t> = E(e Z) = Ze T = €$p{>\i(€ o 1)}7
=0 '

e portanto

my-x, (t) = f[lexp{)\i(et -1} = exp{zng Ni(eh — 1)} = exp{(e’ — 1)271;)\,»},

que pode ser reconhecida como a func¢ao geradora de momentos de uma varidvel
aleatoria com distribuicao Poisson com parametro Y7 | \;. Portanto, a soma
de varidveis aleatorias independentes com distribuicao Poisson € novamente uma
variavel aleatoria com distribuicao Poisson, com parametro igual a soma dos pa-

rametros individuais.

Exemplo 102 Seja {X;}!, uma seqiiéncia de varidveis aleatorias independentes

com distribuicao Fxponencial indexada por um parametro A > 0, de modo que,
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para qualquer i € {1,...,n}, a funcao de densidade de X; € dada por

Fx,(x) = A Ip o) ().
Desta maneira temos, para t < A,

mx,(t) = E(e™) = /_Oo e Xe M Ijg oo () da = /0 e e Mdr = A—¢

de modo que, para S, = >, X;,

msn(t)—f[l)\it - (Ait>n'

Consideremos agora uma varidavel aleatéria Y com distribuicao Gamma indexada

pelos parametros n e A. A funcao de densidade de'Y € dada por

)\n
['(n)

fr(z) =

xn—le—)\xl[opo) (.CC),

e sua funcao geradora de momentos é

00 A"
my(t) = E(eY) = /_Oo emF(n) 2" e M g ooy (2)da =

AN =" ey A
- N S B a;d —
<)\—t> /0 T(n) ~ °© =)

para t < \.

Portanto, a varidvel aleatoria S, que constitui a soma das n varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas X; ~ Exp(\), possui distribui¢cao Gam-
ma com parametros n e A. Notemos ainda que a distribuicio Exponencial cons-
titui uma particularizacdo da distribuicio Gamma ao tomarmos, nesta ultima, o

parametro n = 1.
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Exemplo 103 Consideremos as varidveis aleatorias X, . . ., X, independentes tais
que, para cada i € {1,...,n}, X; ~ N(pu;,02), com pu; € R e o; > 0. Assim, a

funcao de densidade de X; é dada por

1 —(z — p)?
()= ——eap ———7, =€ R
sz< ) \/%Ui p{ 20'12
A funcao geradora de momentos de X; €
L
my,(t) = exp <Mz‘t +50it > ;
e entao a funcao geradora de momentos de S, =" | X, é
ms, (t) = [ exp (Mﬂf + 20§t2) = exp (t > i+ §t2 > 03) ,
i=1 i=1 i=1

que pode ser reconhecida como a fung¢do geradora de momentos de uma varidvel

2

i

aleatoria normalmente distribuida com parametros Y 7 | p; € Y11 0

Portanto

=1 i=1 i=1

No exemplo adiante determinamos a distribuicao da soma entre uma variavel
aleatoria com distribuicao Bernoulli e uma variavel aleatoria normalmente dis-

tribuida.

Exemplo 104 Sejam

Y ~ Ber(p) e Z~ N(u,o%).
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A fungao de distribuicio de X =Y + Z € dada por
Fx(x)=Pr( X <z]=Pr[(Y=00NnY +Z<2)]+Pr[(Y=1)NnY + Z < z)]
=PrlY +Z <z|Y =0|Pr[Y =0+ Pr]Y + Z < z|Y = 1| Pr[Y = 1]
=PriZ<z|l—p)+PrlZ+1<zlp
= Fz(z)(1 = p) + Fz11(2)p,
onde Z +1 ~ N(u+1,0?).
Derivando a ultima relagao com respeito a x obtemos a funcdao de densidade de X,

fx(@) = fz(x)(1 = p)+ fzi(x)p, 2€ R,

que € dita uma mistura entre as funcgoes de densidade de Z e Z + 1.

3.2 O Teorema Central do Limite

Consideremos, para cada n € IV, uma seqiiéncia
Xn17 s 7Xnk:n

de varidveis aleatérias independentes com média igual a 0 e variancia o2, finita
com k =1,...,k,, ou seja, para cada n temos uma sequéncia diferente, com k,

termos.
Consideremos ainda a variavel aleatéria
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e suponhamos que sua variancia

2 2 2
sn—anl—l—...—i—ankn

seja positiva.

Denotemos por Z uma variavel aleatéria normalmente distribuida com média igual
a 0 e variancia igual a 1, ou seja, Z ~ N(0,1). Com a notagao anterior, enunciamos

o seguinte teorema.

Teorema 105 (Teorema de Lindeberg) Seja f.r a funcdo de densidade da va-
riavel aleatoria X,. Se, dado € > 0,

1’%

lim — / for(@)dz = 0, (3.7)
n—oo le 1 {|x\>asn}
entao
Sh
cn Bz (3.8)
Sn

A condigao (3.7) controla as variancias o2, & medida que n aumenta. Em particu-
lar, se considerarmos k,, = n e X, = X de modo que { X }}_, seja uma seqiiéncia
de varidveis aleatérias i.i.d. com média igual a 0, variancia ¢ > 0 finita e funcao
de densidade f, entao a soma em (3.7) serd menor ou igual do que a integral de

x%/a? sobre a regiao {|r,| > eo+/n}, ou seja,

2

522/{| } (x)dx < m—f(a:)dx < 1, Vne .
T|>esn

2
2= {lz>e0/n} O
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Portanto

n=00  J{jo|zeoym} 0

f(x)dz =0,

satisfazendo a condigao (3.7). Assim,

Sn _

Sn

1 & D
—) Xy = Z
o\v/n kz::l
Acabamos de provar, a partir do Teorema de Lindeberg, o Teorema de Lindeberg-

Lévy, também conhecido como T'eorema Central do Limite:

Teorema 106 (Teorema Central do Limite) Se X, Xy, ... sdo varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas com média igual a 0 e varidncia o > 0

finita, entdo

! X, & oz

n3

&l

g

Se, por outro lado, a seqiiéncia { X }72; de varidveis aleatétias i.i.d. possuir média
i # 0 finita e variancia o? > 0 também finita, entdo construimos uma nova
seqiiéncia {Yy = Xi — p}32, com média igual a 0 de modo que o teorema também

se aplica, resultando
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3.3 As Distribuicoes Estaveis em IR

Antes de procedermos com a descricao das distribuicoes estaveis, necessitamos
introduzir a notagao

ULy

para indicar que as variaveis aleatérias U e V possuem a mesma distribuicao.
Assim,

UZLaV +b

significa que as funcoes de distribuicao de U e V' diferem somente por uma rees-

calacao linear do argumento, ou seja, sao do mesmo tipo.

Consideremos agora uma seqiiéncia { X3}, de varidveis aleatdrias independen-
tes e identicamente distribuidas com funcao de distribuicao F' e ainda uma outra
variavel aleatéria X independente desta seqiiéncia, também com funcao de distri-

buigao F. Denotemos por S,, a soma

Spn=X1+...+X,.

Definicao 107 A funcao de distribuicao F € dita estdvel no sentido amplo se,

para cada n, existirem constantes ¢, > 0 e 7, tais que
Sp L e, X + (3.9)

e F' nao for concentrada na origem.

Ainda, F' € dita estdvel no sentido estrito se (3.9) for vdlida para ~, = 0.
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Teorema 108 Com respeito a Definicao 107, somente sao possiveis constantes

normalizadoras c, tais que

A constante a é chamada ‘expoente caracteristico’ da funcao de distribuicao F' e
F pode também ser chamada a-estavel. Pode-se mostrar que 0 < o < 2, mas isto

foge ao escopo deste trabalho. A prova pode ser encontrada em [3].

Exemplo 109 A distribui¢cio Normal com média 0 e vardncia o2, N(0,0?%), ca-

racterizada pela funcao de densidade

fx) = € 27,

2ro

€ estritamente estdvel com ¢, = \/n, ou seja, @ = 2.

Exemplo 110 Seja F' a funcdo de distribuicao

F(m):le—qﬁ(\}E)], v >0,

onde ¢ denota a fungao de distribuicao da distribui¢ao N(0,1). A funcdo de

densidade associada a F € dada por

0 x <0,

e esta distribuicao € estritamente estdvel com ¢, = n?, isto é, a = %
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Exemplo 111 A distribuicio Cauchy com parametros o € IR e 3 > 0, caracteri-

zada pela funcao de densidade

_1 s
flo) = T (ﬁQ + (z — a)2> ’

¢ estdvel no sentido estrito com expoente caracteristico o = 1.

Lema 112 Sejam F e G duas funcoes de distribuicao. Se a e b sao pontos de
descontinuidade de F' e G, respectivamente, entdo o ponto a + b € um ponto de
descontinuidade de F x G. Ainda mais, todo ponto de descontinuidade de F'x G €

desta forma.

Lema 113 Toda funcao de distribuicao estdvel no sentido amplo € continua.

Prova. Mostraremos que se uma funcao de distribuicao nao for continua, entao
ela nao é estavel no sentido amplo.

Suponhamos que uma funcao de distribuicao F' possui um ou mais pontos de
descontinuidade e denotemos por p o maximo dos valores dos saltos associados a
estes pontos. Para distribuicoes estaveis, os pontos de descontinuidade de F' % F
diferem dos pontos de descontinuidade de F' apenas pela locacao, mas nao por
seus saltos. Assim, F' x F' possui um ponto de descontinuidade com um salto de
tamanho p, o que contradiz o fato de que a convolucao F' x F' deve possuir saltos

estritamente menores do que p.

Utilizaremos o lema 112 para mostrar que a convolucao F' x F' deve possuir saltos

estritamente menores do que p.
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Prova. Sejam X; e X, duas varidveis aleatérias independentes nao degeneradas?
com funcao de distribuicao F'. Denotemos por ai, as, ..., os pontos de descontinui-
dade de F' com respectivos saltos pi, pa, ..., e denotemos ainda por p o maximo
de py, pa, .... Mostraremos que a convolucao F' x F' possui saltos estritamente
menores do que p.

De acordo com o lema 112, um ponto de descontinuidade de F' x I’ deve ser da
forma a; + a;, 7,7 € IN. Sabemos que o salto em F'x F' no ponto a; + a; possui

amplitude igual a
Pr(Xis+Xs=a;+a;) = Pr([Xi =a]N[X:=q;]), Vi,jeN.
Mas como X; e X, sao independentes, entao
Pr([X1 = a]N[X2 =ay]) = Pr(X) = a;) Pr(Xs = a;j) = pip;.
Como 0 < p,. < 1, Vk € IN, entao
pip; < max{p;,p;} <p, Vi,je .

Portanto

P’I“(Xl—l—XQ :ai+aj) <Dp, VZ,] € V.

Teorema 114 Se F' € estritamente estavel com expoente caracteristico o, entao,

para constantes positivas arbitrdrias s e t,

sYOX) + Ve Xy £ (s + 1)V X, (3.10)

INao concentram toda a massa em um tnico ponto.
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onde X, X1 e Xy sao varidaveis aleatorias independentes com func¢ao de distribuicao

F comum.

De uma maneira geral, (3.10) implica que todas as combinagoes lineares da forma

a1 X1 + a3 X5 sao do mesmo tipo.

Devemos salientar que a restricao para distribuicoes estritamente estaveis é menos
séria do que pode parecer, pois, de acordo com o teorema a seguir, toda distribuicao
estavel com expoente caracteristico o # 1 pode ser centrada de modo a se tornar

estritamente estavel.

Teorema 115 Se F' ¢ estdvel com expoente o # 1, entao existe uma constante b

tal que F(x 4 b) € estritamente estdvel.

Consideremos a seqiiéncia X, ..., X, de varidveis aleatorias independentes com
funcao de distribuicao comum F', agora possuindo média 0 e variancia 1. Nova-
mente denotemos S, = X7 + ...+ X,,. O Teorema Central do Limite afirma que
a variavel aleatoria n_%Sn converge em distribuicao a varidvel aleatéria Z com
distribui¢ao N (0, 1). Ja para distribui¢oes sem variancia, as constantes normaliza-
doras para S,, podem ser encontradas de maneira diferente, mas um limite ainda
pode existir. O interessante é que todas as distribuicoes estaveis, e somente estas,

ocorrem como tais limites. A definicao adiante nos ajudard nesta discussao.

Definicao 116 A funcdao de distribuicao F das varidveis aleatorias Xy, k € IN,
pertence ao dominio de atracdo de uma funcao de distribuicao G se existirem

constantes normalizadoras a, > 0 e b, tais que a fun¢ao de distribuicao de



converge a fungao de distribui¢ao G.

Podemos agora reformular nossa tultima afirmagao dizendo que "uma funcao de

distribuicao G possui um dominio de atracao se, e somente se, GG for estavel”.

Finalmente fica caracterizada a importancia das distribuigoes estaveis para o nosso
contexto, uma vez que estas distribuicoes ocorrem como os limites das distribuicoes

das somas S,, normalizadas.

Definicao 117 Uma funcao de distribuicio F ¢ dita infinitamente divisivel se,
para todo n, existir uma fungao de distribuicao F,, tal que F' = EF™*. Ou seja, F' €
infinitamente divisivel se, e somente se, para cada n, existirem varidveis aleatorias

i.0.d., Xipy ..., Xy, com distribuicao F,, tais que

Sn:Xl,n++Xnn

)

tem distribuicao F'.

As distribuigoes estaveis sao infinitamente divisiveis e se distinguem pelo fato de

que F), difere de F' somente por uma reescalacao linear do argumento.

Um estudo mais aprofundado das distribui¢oes infinitamente divisiveis e sua relacao
com as distribuigdes a-estaveis pode ser encontrado em Feller, vol.II ([3]), capitulo

6.
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Capitulo 4

Algumas distribuicoes de cauda

pesada

Neste capitulo definimos as Distribui¢coes Subexponenciais e estudamos algumas de
suas propriedades. Estudamos ainda as Distribuicoes de Variagao Regular, identi-

ficando a relagao entre a propriedade de variagao regular e a subexponencialidade.

4.1 Distribuicoes Subexponenciais

As distribui¢oes subexponenciais compoem uma classe especial das chamadas dis-
tribuigoes de cauda pesada. Seu nome se deve a uma de suas propriedades: suas
caudas decaem mais lentamente do que qualquer cauda exponencial. Isto implica
que grandes valores podem ocorrer em uma amostra, com probabilidade nao des-

prezivel, tornando as distribuicoes subexponenciais candidatas a modelar situacoes
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nas quais podem ocorrer, em uma amostra, valores extremamente grandes quando

comparados ao valor médio dos dados.

Assim, dados do mercado financeiro, intensidade de movimentos tectonicos em
uma regiao, quantidade de chuva em uma cidade, temperaturas em um setor, etc.,

podem ser modelados por esta classe de distribuicoes.

Definigao 118 Seja {X,,}°2, uma seqiéncia de varidveis aleatdrias i.i.d. posi-
tivas com fun¢ao de distribui¢ao comum F, tal que F(x) < 1 para todo x > 0.

Denotemos por

a funcao de sobrevivéncia ou cauda de F', e por
Frr(z)=1—F"(z)=Pr(X;+...+ X, > )

a cauda da convolucao n-variada de F'.
Dizemos que F' ¢ uma funcgao de distribuicao subexponencial, e denotamos F € S,

se alguma das sequintes condigoes equivalentes for verdadeira:

T
lim — () =n para todo n > 2, (4.1)

. PriXi+...+ X, >72)
lim
z—o0 Pr(max (Xq,...,X,) > x)

=1 para todo n > 2. (4.2)

Observacoes.
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(i) E possivel mostrar que o limite (4.1) é valido para todo n > 2 se, e somente se,
for vélido para n = 2. Pode-se mostrar ainda que (4.1) é vélido para n = 2
se for vélido para algum n > 2 (ver Chistyakov [17] ¢ Embrechts and Goldie
[18]).

Desta forma fica claro que, para uma certa funcao de distribuicao ser carac-
terizada como subexponencial, basta satisfazer a relacao (4.1) simplesmente

para algum n > 2.
(ii) Uma prova da equivaléncia entre (4.1) e (4.2) segue de
Pr(max (X;,...,X,) >z)=1-F"(z) = F(x ZF’“ ~nF(z), ©— oo,

onde a notagao ~ significa que o quociente entre os termos da direita e da

esquerda tende a 1. Assim,

PriXi+...+ X, > x) Frx(z)
Pr(max (X1,...,X,) >2)  nF(z)

(iii) A relagao (4.2) fornece uma interpretacao fisica para a subexponenciabili-
dade: é plausivel que a soma de n variaveis aleatérias subexponenciais i.i.d.

seja grande se, e somente se, for plausivel que o maximo destas n variaveis

seja grande. Isto esclarece a ocorréncia de valores grandes em uma amostra

de uma distribuicao subexponencial.

Definicao 119 Sejam F' e G funcoes de distribuicao com suporte ilimitado

a direita. Dizemos que F' e G sao assintoticamente equivalentes se

lim ——= =¢, c€(0,00).



Notemos que esta tultima definigao se aplica a (4.1) e (4.2), provando a ob-

servagao (iv).

(iv) Devido arelagao (4.1) e ao fato de que S é fechada com respeito a equivaléncia

assintotica, concluimos que
FeS=F"¢eS para todo n € IN.

Ainda mais, devido a relagao (4.2) e ao fato de que F™ é a fungao de distri-
buicao do maximo de n varidveis aleatorias i.i.d. com funcao de distribuicao

F', obtemos que
FeS=F"eS para todo n € IN.

Portanto S é fechada com respeito a soma e ao maximo de variaveis aleatorias

iid..

(v) A relagao (4.2) ilustra a caracteristica das distribuigoes subexponenciais de

possuirem caudas pesadas. Isto fica mais claro a partir das implicacoes

F(r —
Fes— tim LE=Y _y Vy € R (4.3)
— / T TR () = 00 Ve > 0 (4.4)
0
() — o0 Ve >0. (4.5)

6—5217

100



Observemos que a cauda G(z) de uma distribui¢ao exponencial G(z) inde-

xada por um paramentro € > 0 é dada por
Gr)=1-G@)=1-(1—e) =e "

Assim a propriedade (4.5) esclarece o nome distribui¢ao subexponencial: a

cauda de F' decai mais lentamente do que qualquer cauda exponencial.

Como toda fungao de distribui¢ao subexponencial possui a propriedade (4.3) entao
a classe das distribuigoes que possuem tal propriedade fornece potenciais candida-

tas a subexponencialidade. Tal classe é definida a seguir.

Definigao 120 Seja F' uma funcdo de distribuicdo definida em (0,00) tal que
F(z) <1 para todo x > 0. Entao dizemos que F pertence a classe L, e denotamos
Fel, se

lim ——~ =1, Vye R.

Notemos que a classe S estd contida na classe £, ou seja, uma funcao de distri-

buicao pertencente a £ pode nao ser subexponencial.
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4.2 Distribuicoes de Variacao Regular

Definicao 121 Uma funcao f positiva e mensurdvel € dita de variacao reqular

com parametro o se

lim f(tz)
v=oo f(x)

e denotamos f € R(«a) para o € IR. Uma fungio f € R(0) € dita de variagdo

=t% Vt>0,

lenta.

A definicao desta classe de fungoes foi originalmente apresentada por Karamata

[20]. Sua aplicacao para distribuigdes de probabilidade foi estudada por Feller [22].

As fungoes de distribuicao cujas caudas sao de variacao regular formam uma sub-

classe de S.

Exemplo 122 Seja F' uma funcdo de distribuicao tal que
F(z)=2"%(x), x>0,

para alguma g € R(0) e a« > 0. Entao

fim 00 _ g, (0 "9(E)

S T@) o wogln) e g(a)

Portanto F € R(—a).

Assim, por defini¢ao, a propriedade de variagao regular independe do comporta-

mento de f em intervalos finitos.
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4.3 Exemplos

Como vimos anteriormente, a classe das funcoes de distribuicao cujas caudas sao
de variacao regular constitui um subconjunto da classe das distribuigoes subex-
ponenciais, ou seja, uma funcao de distribuicao com cauda de variacao regular é
subexponencial. Nos exemplos seguintes estudamos algumas distribui¢oes conhe-
cidas, no sentido de identificar se suas caudas ou mesmo as préprias funcoes de

densidade sao de variagao regular ou nao.

Exemplo 123 Consideremos a distribui¢cao Pareto com parametros o, k > 0, cuja

Flz) = (kL)a

cauda € dada por

Temos que
F(t k “ 4 (K a 1
tim 200 g () gy PO L e
T—00 F(,Z') z—oo \ k + tx T—00 dzia(k + t.ﬁU)O‘ T—00

Entao a distribuicao Pareto com parametros a e k possui cauda de varia¢ao reqular

com expoente —a e €, portanto, subexponencial.

Exemplo 124 Seja F' a distribuicio Exponencial com parametro a > 0. A cauda
desta distribuicao € dada por

F(z) =e .

Para qualquer t > 1, temos

F(t
lim 7( ?) = lim e*@ ) = 0,
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0 que nos leva a concluir que a distribuicio FExponencial nao possui cauda de
variacao reqular.

Exemplo 125 A distribuicio Cauchy indexada por parametros o € IR e 3 > 0
possui fungao de densidade dada por

1
o) = B+ e —y/ary
e cauda dada por
Fla) = ; B arctar;(”“"ﬁf)
Entao B
lim F;@x)

= lim ¢
T—00 F([L’) un

r—00

1 4 (2=9)2 _
1 <txﬁa)2] = h_>m . - :t717
+ (%5%) z=00 t1 —

de onde concluimos que a distribuicao Cauchy possui cauda de variagao reqular
com expoente iqual a —1.

Exemplo 126 Consideremos agora a distribuicio Uniforme no intervalo (0,1),
cuja funcao de densidade € dada por

f($) = I[QH(I).

A cauda desta distribuicao é

1 se x <0,
F(ﬂﬂ)z 1—2 se 0< o<1,

0 se x> 1,

que nao satisfaz a condicao F(z) < 1, Vo € R.

Portanto a distribuicao U(0,1) ndo possui cauda de variagcdo regular
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Exemplo 127 A distribuicao t de Student com k graus de liberdade possui fun¢ao

de densidade
Cl(k+1)/2] 1 1
[lo/2 Vi (L4 220072

fx) =

Supondo k impar, temos

) (k+1)/2
oy 00 GRS 1
oo fx)  wmse AOEDE (1 4 (pr)2 k) (rD/2 ($2)KED/2 gk

Assim, a distribui¢ao t de Student com k (impar) graus de liberdade possui fun¢ao

de densidade de variagdo reqular com expoente —(k + 1).

Exemplo 128 Por fim consideremos a distribuicao Normal padrdo caracterizada

pela func¢ao de densidade

1 1,

Para qualquert < —1 out > 1, temos

lim Z(tx) = lim exp{;xz(l —tH} =0,

o que nos leva a concluir que a fun¢ao de densidade da distribui¢ao N(0,1) ndo é

de variacao reqular, como jd era de se esperar, pois seu decaimento € exponencial.

Outros exemplos de distribuicoes de variacao regular sao:

e Distribuicao Pareto com parametros a, k > 0, caracterizada pela cauda

Flz) = (k;ixy
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e Distribuicao Log-gamma com parametros @ > 1 e 8 > 0, caracterizada pela

funcao de densidade

f(z) = —(Inz) gt

()

e Distribuicao Burr com parametros «, k, 7 > 0, caracterizada pela cauda

Flz) = <k ff) '

e Distribuicao Beta Transformada indexada pelos parametros a € IR e p,q > 0,

caracterizada pela funcao de densidade
Jafar-!
B(p,q)(1 + z*)pte’

onde B(p, q) representa a funcao Beta dada por

fx) =

1
B(p,q) = /0 a:p’l(l — x)q’ldx, para p,q > 0.

e Distribuicao a-Estavel Truncada indexada pelo parametro o, 0 < a < 2,

caracterizada pela cauda
F(z) = Pr(|X] > =),
onde X é uma variavel aleatoria estavel indexada pelo parametro a.
e Distribuicao Weibull com parametro 7, 0 < 7 < 1, caracterizada pela cauda
Flr)=e"".

e Distribuicao Lognormal com parametros p € IR e o > 0, caracterizada pela

funcao de densidade

1= (D028

2mox 202
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4.4 Convolucao e Maximo

As proximas duas proposicoes ilustram aplicacoes tipicas da propriedade de vari-

acao regular.
Antes de enunciarmos a primeira destas proposicoes consideremos o que segue:

Seja {X§}32, uma seqiiéncia de varidveis aleatérias mutuamente independentes

com funcao de distribuicao F' comum, e tomemos

X(n) = maX{Xl, ce ,Xn}.

Nos interessa estudar se existem constantes a,, tais que a variavel aleatoria %
n

possui uma funcao de distribuicao limite nao degenerada, digamos G.

Como ja vimos no Capitulo 2, se o suporte da funcao de distribuicao F' possuir um

limitante superior, digamos zg, entao a distribuicao de X,) claramente tende a

distribuicao degenerada concentrada em x(, quando n tende a oo. Por outro lado,

ainda podemos escolher uma seqiiéncia de constantes a,, crescendo tao rapidamente
()

de modo que X converge em probabilidade a 0.

an
O seguinte resultado estabelece uma relagao entre a existéncia de um limite nao-

degenerado e variacao regular.

Proposicao 129 Seja F' a funcao de distribuicao de cada varidvel aleatoria na
seqiiencia { Xz}, de modo que F(x) < 1 para todo x. A func¢do de distribui¢ao
de %:), digamos G,,, converge, sequndo constantes a, apropriadas, a uma funcao

de distribuicio G ndo degenerada se, e somente se, a cauda F = 1 — F for de
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variagao reqular com expoente o < 0. Neste caso, para ¢ > 0,

expy{—cx®} se x>0,
Ola) = {—ca®}
0 se x <0.

Exemplo 130 Uma outra distribuicao que pode ser identificada como subexpo-
nencial através da propriedade de variacao reqular de sua cauda € a distribuicao

maz-estdvel do Tipo II (ou Tipo Cauchy). Vejamos:

O Tipo II € caracterizado pela fungao de distribuicdao

G(z) = exp{—2"“}, x>0.

Temos que
=00 G(r) o 1—exp{—z°}

)

ou seja, a distribuicao max-estdavel do Tipo Cauchy possui cauda de variagcdo re-
gular com expoente igual a —(a+1), o que nos leva a concluir que tal distribui¢ao

¢ subexponencial.

A segunda proposicao envolve o conceito de convolucao.
Proposicao 131 Sejam Fy e F» duas funcgoes de distribuicao tais que, para r —

oo,

1 — Fi(z) = a2 L(x),

com L(z) de variagao lenta e o« > 0. Entao a convolugao G = Fyx Fy possui cauda

de variagao regular de modo que
1—G(z) ~ (a1 + az)x™*L(x). (4.6)
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Prova. Sejam X; e X, varidveis aleatorias independentes com funcoes de distri-
buigao Fy e Fy, respectivamente. Consideremos ¢’ = (1 + §)t > ¢t. Assim, se uma
das varidveis for maior do que ¢’ e a outra for maior do que —dt, entao X; + Xy > t,

ou seja, 0 evento
[(Xl >t e Xo > —5t) ou (Xl > —0t e X9 > t/)]
implica X; + X5 > t. Ainda mais, sabemos que

tlim Pr(X;>-6)=1, i=12.

Assim, para algum € > 0 e ¢t suficientemente grande, temos a relagao
Pr(Xi+ Xy >1t) > [Pr(Xy >t) 4+ Pr(Xy > t)](1 —e),
que pode ser reescrita como
1-G(t) 2 [(1 = F(t)) + (1 = FB()))(1—e). (4.7)

1

Por outro lado, se tomarmos t” = (1 — d)t com 0 < § < 5, entdo o evento

X1+ X5 >t implica
(X1 >t" ou Xo>t") ou (Xi>dt e Xy>dt).
Para t — 00, a probabilidade do evento [X; > dt] é desprezivel quando comparada

com a probabilidade do evento [X; > ¢”]. Assim podemos escrever, para e > 0 e t

suficientemente grande,
1-G() < [(1 = F(") + (1= B +e). (4.8)
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Por hipdtese temos, para t — oo,
(1= Fi(t) + (1 = Fy5(t)) = (a1 + ag)t “L(t).

Como € e § sao arbitrariamente pequenos, entao as relagoes (4.7) e (4.8) nos levam

a afirmagao feita em (4.6).

Por indugao, provamos o seguinte corolario.

Corolario 132 Seja F uma fungao de distribuicao, de modo que 1 — F(x) ~

x~*L(x) com L de variagao lenta. Entio 1 — F™ (x) ~ max~*L(x).

Exemplo 133 Seja X, uma varidvel aleatoria com distribuicao Pareto com para-
metros a« =1 e k =1 e com funcgao de distribuicao denotada por Fy. Seja Xo uma
varidvel aleatoria independente de Xy, com distribuicao Pareto com parametros

a=1cek=2ecom funcao de distribuicao denotada por Fy. Temos que

Filz) =z '~ 12 'L(z) e Fqlx)=22""1~22""L(x),

onde L(x) € de variagao lenta.

Entao a funcao de distribuicao G = Fy x Fy da varidvel aleatéria X, + Xo possui

cauda de variagao reqular de modo que

G(x) ~ 327 L(x).

110



Capitulo 5

Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos duas aplicagoes de tépicos estudados ao longo da ela-
boracao desta monografia. Na Secao 5.1 é apresentada uma aplicacao relacionada
a inferéncia para valores extremos e na Secao 5.2 uma aplicacao relacionada a area

de seguros e probabilidade de ruina.

5.1 Maximos anuais de niveis de maré

Como anteriormente, consideremos uma seqiiéncia { X, }5° ; de varidveis aleatérias
independentes e identicamente distribuidas com func¢ao de distribuicao F', e ainda

a variavel aleatéria

X(n) = maX{Xl, ce ,Xn}.

Como vimos, podem existir seqiiéncias de constantes normalizadoras a,, > 0 e b,
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tais que

lim Pria,(Xm) —by) < 2] = lim F*(a,'x +b,) = G(2),

n—oo n—oo

para todo x ponto de continuidade de GG, onde G é uma funcao de distribuicao

nao-degenerada.

O Teorema dos Trés Tipos afirma que, quando este ultimo limite existir, a fungao
de distribuicao G serd do mesmo tipo que uma das distribui¢oes de valor extremo,

a saber:

e Distribuicao do Tipo I, ou Tipo Exponencial ou Tipo Gumbel;
e Distribuicao do Tipo II, ou Tipo Cauchy ou Tipo Fréchet;

e Distribuicao do Tipo III, ou Tipo Limitada ou Tipo Weibull negativa.

Em termos praticos, um interesse especial reside sobre o Tipo Gumbel, cuja funcao

de distribuigao é dada por

G(x) = exp {—e:cp

() e

onde p e 0 > 0 sao, respectivamente, os parametros ditos de locacao e de escala.
Este interesse existe devido ao fato desta fungao de distribuicao possuir um dominio
de atracao consideravelmente vasto contendo muitas distribuicoes conhecidas, tais
como as distribui¢oes Normal, Lognormal, Exponencial e as distribui¢oes Gamma,
além de ser considerada uma aproximacgao bastante razoavel em muitas areas de

aplicacao.
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Jenkinson [24] mostra que as distribuigoes dos trés tipos podem ser combinadas de

modo a se obter uma tnica familia paramétrica, chamada Distribuicao de Valor

—1/5}
" Y

onde (u,0,&) sao, respectivamente, os parametros ditos de locagao, de escala e de

Extremo Generalizada (DVEG), dada por

G(z) = exp{— [1+§ (x—u)

g

forma, 0 > 0 e z; = max{z,0}. A partir desta familia, obtemos as distribuigdes
de valor extremo dos Tipos Fréchet, Gumbel e Weibull negativa, respectivamente
quando &€ > 0, £ = 0 e £ < 0, de modo que o Tipo Gumbel é definido por

continuidade.

Na prética, o modelo DVEG ¢ ajustado a dados que possam ser observados como

maximos de seqiiéncias.

Stephenson and Tawn [25] cita duas estratégias distintas de inferéncia estatistica
que tém sido desenvoldidas para explorar este modelo DVEG, e identificam defi-

ciéncias em cada uma das estratégias.

A primeira das estratégias consiste em se ajustar o modelo DVEG diretamente.
Apesar de ser o mais usado, este método apresenta o inconveniente de nunca

selecionar o Tipo Gumbel, pois este tipo se reduz a uma hipdtese exata (£ = 0).

Na segunda estratégia primeiramente seleciona-se o tipo extremo dentre os trés
possiveis modelos (£ < 0,£ = 0, > 0) através de um procedimento de teste de
hipéteses. Entao é ajustado o modelo a partir do tipo selecionado. Este método
seleciona a priori o modelo Gumbel como correto, ignorando a incerteza inerente

a escolha do tipo na inferéncia realizada subseqiientemente.
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No sentido de superar estas deficiéncias, Stephenson and Tawn sugerem a aplicacao
de técnicas de Inferéncia Bayesiana a um modelo extendido que explicitamente
aloca uma probabilidade nao nula ao Tipo Gumbel. Especificamente é atribuida
uma probabilidade p; ao subespago paramétrico correspondente ao Tipo Gumbel,
de modo a incorporar o conhecimento a respeito da estrutura do Teorema dos Trés
Tipos na inferéncia para o DVEG. Uma conseqiiéncia desta analise é a obtencao
de probabilidades posterioris para cada um dos trés tipos extremos, ou seja, pro-
babilidades posterioris para os eventos £ < 0, £ = 0e & > 0. Segundo os autores, a
aplicagao deste procedimento sugere que a reducao da incerteza constitui o maior
efeito de se agregar o conhecimento a respeito do Teorema dos Tipos Extremos na

inferéncia para valores extremos.
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Figura 5.1: Méaximos anuais dos niveis de maré em Sheerness, Inglaterra, entre 1819 e

1991, extraido de Stephenson and Tawn [25].

Estes mesmos autores analisam o conjunto de dados representado na figura 5.1, o
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qual se refere as observagoes de méaximos anuais dos niveis de maré em Sheerness,
na Inglaterra, entre os anos de 1819 e 1991. As observagoes sao medidas em metros
relativos a uma referéncia comum. Uma certa quantidade de dados foi perdida,

incluindo as observacoes dos periodos entre 1858 e 1866 e entre 1943 e 1949.

5.2 Probabilidade de ruina

5.2.1 O modelo classico

A drea de seguros representa um dos campos de aplicacao classicos para as dis-
tribuicoes subexponenciais. Estas distribui¢oes sao usadas para modelar as inde-
nizagoes (claim amount) em um seguro, as quais podem apresentar valores afasta-

dos dos valores centrais.

Em Mikosch [26], ¢ definido o ‘processo classico de risco de seguro’ como

Ny
Rit)=u+ct—> X;, t>0, (5.1)

i=1

onde

e u > 0 denota o capital inicial, uma quantia usualmente grande.

e ¢ >0 ¢ a taxa de prémio. Assim, de acordo com (5.1), hd um prémio linear

em funcao do tempo.
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e N, é o numero de indenizagoes até o instante ¢, definido por
Ny=#{i:Ti=Yi+... +Y<t}, t>0,

onde {Y;} é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias i.i.d. nao negativas, tais
que Y; representa o tempo decorrido entre as indenizacoes i—1 e ¢. Considera-

se que E(Y) = § < oo existe.

e {X;} sdo as indenizagoes. Considera-se que estas varidveis aleatdrias sao
i.i.d. e ndo negativas, e possuem fungao de distribuicao F'. Ainda, E(X;) =

1 < oo. Notemos que a n-ésima indenizacao ocorre no instante 7;,.

e As indenizacoes e os tempos de indenizacao sao considerados independentes,

ou seja, {X;} e {Y;} s@o independentes.
Com isto, ¢ definido o evento
{R(t) <0 para algum t | u >0},
ao qual nos referimos como ruina, e a probabilidade
Y(u) = Pr[R(t) <0 para algum t | u > 0]

é entao dita probabilidade de ruina.

Na area de seguros a probabilidade de ruina, como fun¢ao de u, é uma importante

medida de risco, e o processo de risco é chamado modelo de Cramér-Lundberg.

Seja S(t) = YN, X;. Como a ruina pode ocorrer somente nos instantes de indeni-
zacao T),, entao

(u) = Pr %I>l£(U—|- ct—S(t) <0
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= Pr lerzl% <u—|—cTn—ZXi> <0

1=1

= Pr [ir;%;(dfz - Xi) < —u

= Pr [sup > (X —cYy) >ul .

n20 j—1

Mikosch [26] sugere que a probabilidade de nao ruina, 1 — ¢ (u), pode ser expressa

como

P\ -

1— = — 1
¥l = 75 S0+ ) ()
onde p é definido por
c
=——-1
p i

e F7* denota a funcao de distribuigao de cauda integrada da convolugao n-variada

de F', de modo que a funcao de distribuicao de cauda integrada é definida a seguir.

Definicao 134 Para uma funcao de distribuicao F' com média p finita, definimos
a funcao de distribuicao de cauda integrada como

Fila) = /_ ”; F(y)dy, z¢€ R

Neste contexto, segundo o mesmo autor, esta representacao de ¢)(u) torna-se muito
util diante da dificuldade em se obter, para esta quantidade, certas estimativas
assintdticas dadas por Cramér [27], as quais somente fazem sentido se F'(z) decai

segundo uma taxa exponencial.
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Pode-se entao escrever

Se F for subexponencial, sabemos que
F™(u) ~ nFi(u),

e entao pode-se mostrar que

dw)
FI(U) 1+pn:0

1
(I+p)""n=-—.
p

Esta solugao para o problema de ruina para distribuigoes subexponenciais foi pro-

posta por Embrechts and Veraverbeke [28].

5.2.2 Um modelo em tempo discreto

Em Tang and Tsitsiashvili [29], sdo apresentados resultados que levam a estimati-
vas precisas para a probabilidade de ruina em tempo finito. Estes autores definem

as variaveis aleatorias

S;:ZHICX;C, m<n, e M’= max S’

el 1<m<n m’
em que {Xj}}7_, é uma seqiiéncia de variaveis aleatérias i.i.d. com funcao de
distribuicao F e {0y }}_, é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias positivas, de modo
que {X;}7_, e {0x}}_; sdo mutuamente independentes. Desta forma, a varidvel

aleatéria SY é vista como uma soma aleatériamente ponderada das varidveis Xj.
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O principal resultado apresentado pelos autores se concentra basicamente no Te-
orema 136. Para enuncid-lo, no entanto, é necessaria a apresentacao da definicao

seguinte.

Definigao 135 Uma seqiiéncia {&}}_, de varidveis aleatdrias € dita ‘limitada do
tipo I’ se
Pr(a <&, <b) =1,

para a e b tais que 0 < a <b< oo etodol <k <n.

Teorema 136 Se a funcao de distribuicao F' das varidveis aleatorias na seqiiéncia
{ X }r_, pertencer a classe das distribuicoes subexponenciais e a seqiéncia {0 }7_,

for limitada do tipo I, entao

1<k

Pr(M? > z) ~ Pr(S% > x) ~ Pr (ma<x 0 Xy > :c) ~ > Pr(0p Xy > x).
=" k=1

Consideremos agora a equagao recursiva
So=z, Sp=&Sn1+ (1 —2,), n>1, (5.2)

que caracteriza o processo de superavit de uma companhia de seguros segundo um
modelo em tempo discreto. Neste caso, x > 0 é o superavit inicial, Z, e 7, sao,
respectivamente, o montante total referente as indenizagoes e o prémio total da
companhia durante o periodo de tempo n, e &, é o coeficiente de inflagao entre os

tempos n — 1 e n associado ao retorno de um investimento.

Suponhamos ainda que os pares (1,,Z,), n > 1, sdo i.i.d. e que as seqiiéncias

{(Mny Zn) }n>1 € {&n}n>1 s@0 mutuamente independentes.
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Os resultados do Teorema 136 levam a estimativas para a probabilidade de ruina

em tempo finito sob a suposicao de uma estrutura de dependéncia arbitraria para
a seqiiéncia {&, }n>1.

Especificamente, denotando por
Y(z,n) = Pr (Og}?}bgn Sm <0 | Sp= x)

a probabilidade de ruina em um tempo n finito, entao sob o modelo de risco (5.2)
Tang and Tsitsiashvili mostra que se a funcao de distribuicao F' pertencer a classe
das distribuigoes subexponenciais e a seqiiéncia {&}}_, for limitada do tipo I,
entao

Y(z,n) ~ > Pr (XkH,’f:lYi > x) :
k=1

onde X,, = Z, —n,, n > 1, sao variaveis aleatorias i.i.d. com funcao de distribuicao

FeY,=¢&1 Y n>1.

120



Referéncias Bibliograficas

[1] H. Cramér. Mathematical Methods of Statistics. Princeton Univ. Press, 1971.
[2] M. J. Schervish. Theory of Statistics. Springer, 1995.

[3] W. Feller. An Introduction to Probability Theory an Its Applications, volumes
I, II. John Wiley & Sons, 1966.

[4] M. H. DeGroot. Probability and Statistics. Addison-Wesley Publishing Com-

pany, 1975.
[5] P. Billingsley. Convergence of Probability Measures. John Wiley & Sons, 1968.
[6] P. Billingsley. Probability and Measure. John Wiley & Sons, 1979.
[7] E. L. Lima. Espacos Métricos. Instituto de Matemética Pura e Aplicada, 1983.

[8] E. L. Lima. Curso de Andlise, volumes I, II. Instituto de Matemética Pura e

Aplicada, 1981.

9] O. H. Bustos & A. C. Frery. Simula¢ao FEstocdstica: Teoria e Algoritmos.

Instituto de Matematica Pura e Aplicada, 1992.

121



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[18]

M. R. Leadbetter, G. Lindgren & H. Rootzén. Fxtremes and Related Proper-

ties of Random Sequences and Processes. Springer, 1983.

S. I. Resnick. Extreme Values, Reqular Variation, and Point Processes. Sprin-

ger, 1987.
E. J. Gumbel. Statistics of Fxtremes. Columbia Univ. Press, 1958.

R. A. Fisher & L. H. C. Tippett. Limiting forms of the frequency distribution
of the largest or smallest member of a sample. Proc. Cambridge Phil. Soc.,

24:180-190, 1928.

A. M. Mood, F. A. Graybill & D. C. Boes. Introduction to the Theory of
Statistics. McGraw-Hill, 1963.

B. V. Gnedenko & A. N. Kolmogorov. Limit Distributions for Sums of Inde-

pendent Random Variables. Addison-Wesley Publishing Company, 1968.

C. Kluppelberg. Subezponential Distributions. Notas. http://www.ma.tum.
de/stat/

V. P. Chistyakov. A theorem on sums of independent positive random variables
and its applications to branching random processes. Theory Probab. Appl. 9,

640-648, 1968.

P. Embrechts & C. M. Goldie. On convolution tails. Stoch. Proc. Appl. 13,
263-278, 1982.

122



[19]

[20]

[21]

[22]

J. D. O. dos Santos. Discussoes sobre a Relagao entre Distribuicoes de Cauda
Pesada e Conflitos de Informacdao em Inferéncia Bayesiana. Dissertacao de

Mestrado. IMECC. UNICAMP.

J. Karamata. Sur un Mode de Croissance Réguliere des Fonctions. Mathema-

tica (Cluj), V. IV, 38-53, 1930.

J. Karamata. Sur un Mode de Croissance Réguliére. Théorémes Fondamen-

taux. Bulletin de la S. M. F. 61, 55-62, 1933.

W. Feller. On Regular Variation and Local Limit Theorems. Proc. Fifth Ber-
keley Sympos. Math. Statist. and Probability, Vol II: Contributions to Pro-
bability Theory, Part 1, 373-388, 1967.

N. H. Bingham, C. M. Goldie & J. L. Teugels. Regular Variation. Encyclopedia

of Mathematics and its Applications, Vol. 27. Cambridge Univ. Press, 1987.

A. F. Jenkinson. The frequency distribution of the annual mazimum (or mi-

nimum) of meteorological elements. Quant. J. R. Met. Soc. 81, 158-171, 1955.

A. Stephenson & J. Tawn. Bayesian Inference for Extremes: Accounting for

the Three Extremal Types. Extremes 7, 291-307, 2004.

T. Mikosch. Regular Variation, Subexponentiality and Their Applications in

Probability Theory. Notas. University of Groningen.

H. Cramér. On the Mathematical Theory of Risk. Skandia Jubilee Volume,
Stockholm, 1930.

123



28] P. Embrechts & N. Veraverbeke. Estimates for the Probability of Ruin with
Special Emphasis on the Possibility of Large Claims. Insurance: Math. Eco-
nom. 1, 55-72, 1982.

[29] Q. Tang & G. Tsitsiashvili. Randomly Weighted Sums of Subexponential Ran-

dom Variables with Application to Ruin Theory. Extremes 6, 171-188, 2003.

124



