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Resumo

Neste texto garantimos a existência e a unicidade da solução generalizada para
um problema misto envolvendo uma equação de difusão-convecção que descreve um
problema populacional genérico. Construimos uma solução aproximada para o
problema considerado usando o Método de Galerkin com os elementos finitos de
primeira ordem para a discretização espacial e, para a discretização temporal, o
Método de Crank-Nicolson. Apresentamos os resultados de algumas simulações
numéricas.
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1. Introdução:

A idéia do coeficiente de difusão, encarado como parâmetro de dispersão,
variar com o tempo não é nova para os biólogos. De fato, tal situação está sempre
presente na biologia. Por exemplo, muitos processos biológicos variam com o tempo
porque o meio muda sazonalmente. Processos biológicos podem também variar com o
tempo sem a ação motriz de uma força vinda diretamente do fenômeno analisado.

Motivados por uma variação temporal aparente na mobili dade dos insetos em
seus experimentos, Banks, Kareiva & Lamm1 estendem seus algoritmos para estimativa
de parâmetros, a fim de tratarem equações de transporte que contêm parâmetros com
variação temporal bem como variação espacial. Diversas características podem
justificar a dependência espacial dos coeficientes e da função fonte que aparecem
nestas equações.
Apresentamos a seguir um problema populacional genérico, embora com alguma
especificidade característica. O objetivo é descrever, durante um período fixo de tempo
[0,T], o comportamento de uma espécie em um meio não homogêneo, que apresenta
variações sazonais - por exemplo diferenças grandes na temperatura - acarretando,
periodicamente, uma variação nos índices de mortalidade e de natalidade da espécie.
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Consideramos que o espalhamento geográfico é modelado por difusão, por processos
advectivos ou convectivos  e é afetado pela própria dinâmica vital da espécie, a qual,
para pequenos períodos de tempo, assumimos malthusiana. Além disso, como o meio é
não homogêneo, a difusão pode variar geograficamente. Com estas suposições
pretendemos aproximar o modelo de situações efetivas.
Este problema populacional visa modelar, portanto, os seguintes fenômenos:�
 Dispersão,�
 Processos Advectivos ou Processos Convectivos (correspondentes a transporte

induzido, migração, ou a fenômenos que ocorrem em função de níveis populacionais),�
 Mortalidade da espécie devido a hostilidade do meio  e uma�
 Dinâmica Vital malthusiana - evidente simplificação fruto de um período de estudo

relativamente curto.

A fim de analisar um caso bastante abrangente e, tendo em vista a não
homogeneidade espacial e variações sazonais, consideramos os coeficientes e o vetor
velocidade dos processos advectivos ou convectivos variando com o tempo e com as
coordenadas espaciais.

Assumindo que a região de interesse possa ser descrita matematicamente por
um subconjunto nℜ⊂Ω  - na prática esse n assume os valores 1, 2 ou 3 – com Ω um
aberto, conexo, limitado, com fronteira suficientemente regular Γ (Lions 8), a
formulação clássica do problema é dada por (ver, por exemplo, Banks, Kareiva &
Lamm1, Medeiros & Miranda9 e Meyer10):

,T](0,t,x   ,x)f(t,uu'u)div(u)div(
t

u
∈Ω∈+λ=σ++∇α−

∂
∂

W                          (1)

u(0,x) = u0 (x),      x ∈ Ω                                                                                       (2)
u(t,x)=0,    x ∈ 0Γ ,    t ∈ (0,T]                                                                              (3)

η∂
∂α− u

(t,x)=0,     x ∈ 1Γ ,  t ∈ (0,T]                                                                     (4)

 onde
u=u(t,x) representa a população ou a densidade populacional;
α=α(t,x) é o coeficiente de difusão populacional;
σ’=σ ' (t,x) é um coeficiente de decaimento da espécie, indicando, por exemplo, uma
mortalidade devido a hostili dades do meio,
W=W(t,x) é o campo de velocidades da migração;
λ é a taxa intrínseca de reprodução da espécie; e
f=f(t,x) é uma fonte artificial (ou sumidouro) da espécie no meio Ω  durante o período
(0,T]; ainda, 0Γ  e 1Γ  disjuntos formam a fronteira Γ, e η designa a normal exterior em

x à curva 1Γ .

A condição de contorno em 0Γ  indica que esta parte da fronteira está suficientemente

distante para que se possa dizer que u = 0 em 0Γ  . A condição de contorno em 1Γ
indica que não existe entrada nem saída da população por esta parte da fronteira, ou
seja, admite-se a existência de uma barreira física (margens de rio, montanhas, cercas,
etc.) impedindo a passagem da população através de 1Γ  (esta condição pode aparecer
em situação de simetria do domínio e, embora artificial no caso estudado, é justificável
na formulação matemática).
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A equação (1) com as condições (2), (3) e (4) tem sido utili zada em problemas
populacionais para analisar, por exemplo, mudanças de habitats em populações de
peixes devido a construções de barragens (Meyer & Diniz12). Também tem sido usada
para descrever problemas de toxicologia como, por exemplo, localizar manchas de
óleo geradas por vazamento em mares costeiros (Meyer & Cantão11) e estudar
problemas de impacto ambiental  causados por poluentes agrotóxicos em lagoas
(Bernardes2).

No presente texto iremos garantir a existência e a unicidade da solução
generalizada para este sistema, demonstrando que são válidas as hipóteses de um
teorema devido a Lions8.  A partir deste resultado, construiremos uma discretização
que permita obter aproximações da solução desejada.

2. A formulação fraca

 Representamos por Wm,p  o espaço de Sobolev usual (Medeiros & Miranda9).
Quando p=2 então Wm,2(Ω) corresponde ao espaço de Hilbert Hm (Ω) . Para m=0 e
m=1, respectivamente, usamos a notação especial )(L2 Ω  e )(H1 Ω . No espaço )(L2 Ω
o produto interno e a norma são definidos com a integração por Lebesgue:

                                        .d)x(vv,duv)v,u( 22

)(L
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ΩΩ

Ω
µ=µ=

Ω

O espaço )(H1 Ω  é caracterizado por:
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e o produto interno e a norma neste espaço são os seguintes:
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Tendo em vista a condição de fronteira em Γ0 , introduzimos o subespaço
fechado
V ⊂ H1(Ω) definido por:
                                     V = v∈H1(Ω): tr(v) = 0 em Γ0 

Precisamos trabalhar em um espaço que incorpore a dependência do tempo.
Portanto, sendo V espaço de Banach, L2((0,T);V) denota o espaço das funções
quadrado integráveis a Lebesgue de [0,T] em V.

A formulação fraca do problema (1), com as condições (3) e (4), consiste
portanto em:

Dadas as funções f ∈ ) x )T,0((L2 Ω  e  u0 ∈ L2(Ω),
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procurar u ∈ V = v∈L2((0,T];V):
 t
 v

∂
∂

∈ L2((0,T];L2(Ω)) tal que:

.Vvvduvd),0(u

    ,dvfdvu).(dvu.dv.udv
t

u
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                    (5)

que pode ser escrita, seguindo  Lions 8, como:

a(t;u,v)+ Dt(u,v) = L f(v) para todo v ∈ V.                                                               (6)

A forma bili near a(t;u,v) é definida por:
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o operador Dt(u,v) por
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e a forma linear L f(v) por

( ) .d vfv,f)v(L f ∫
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Ω µ==                                                                                        (9)

Então, por (5) e (6), têm-se:

,
x

W
)x,t()x,t(a

,)x,t(W)x,t(a

,
ji  se              0

ji   se )x,t(
)x,t(a

n

1i i

i
0

ii

ji

∑
= ∂

∂+σ=

=




≠
=α

=

                                                                              (10)

e a forma bilinear (7) é dada por:
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Uma grande vantagem da formulação variacional, na comparação com a
formulação clássica, reside no fato de que, em função de condições menos restritivas
sobre a solução, perturbações e parâmetros, alguns resultados podem ser mais
facilmente obtidos.
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3. Existência e Unicidade da solução fraca

Em termos de existência e unicidade da solução procurada,  provaremos que
são válidas as condições do seguinte teorema de Lions 8:

Teorema 1: Dadas f ∈ ) x )T,0((L2 Ω  e )(Lu 2
0 Ω∈ , se a forma bili near a(t;u,v) é tal

que, sendo ) x )T,0((L  )x,t( n),1,...,(i 
x

W
 e )x,t(W ),x,t(

i

i
i Ω∈σ=

∂
∂

α ∞  valem:

(i) ∀ u, v ∈ V, a função t → a(t;u,v) é mensurável,
(ii) ∃ Μ > 0 tal que 

VV
vuM)v,u;t(a ≤ ,

(iii ) ∃ ε > 0 tal que
       Vv,0  algumpara ,vv)vv,;t(a

V)(L2 ∈∀>δδ≥ε+
Ω

,

(iv) )v(L f  é contínua em V,

então existe uma única solução u ∈ )V];T,0((L2  que é solução do problema
variacional (6), com a condição inicial dada como em (5).

Como )x)T,0((L  )x,t(  n),1,...,(i 
x

W
 e )x,t(W ),x,t(

i

i
i Ω∈σ=

∂
∂

α ∞  estão definidas as

seguintes constantes:

{ }

,
x

W
)x,t(essesup

,  maxe    )x,t(Wessesup
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n

1i i

i

x]T,0()x,t(

i
n,...,1i

i
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i
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∑
=Ω∈

=Ω∈

Ω∈

∂
∂

+σ=γ

β=β=β

α=ρ

(12)
e, também

 .)
x

W
)x,t((esseinf

e  )x,t(esseinf

n

1i i

i

x]T,0()x,t(

x]T,0()x,t(

∑
=Ω∈

Ω∈

∂
∂

+σ=ϑ

α=ω

(13)

Demonstração do teorema 1:

De fato:

(i) a(t;u,v) é mensurável pois, pela sua própria definição, a(t;u,v) é uma combinação
linear de funções mensuráveis.

(ii ) Continuidade de a(t;u,v) : Para cada t ∈ (0,T] temos, de acordo com as
definições dadas em (12):
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz em (14), temos:
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Sendo  
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Escolhendo ε e θ convenientemente de tal forma que χ > 0 e 
2

)1n(n −θβ−χ=δ  > 0
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Vale a pena observar que as hipóteses do Teorema 1 - mais precisamente esta hipótese
(iii ) - não são as mesmas classicamente usadas nos teoremas de existência e unicidade
para equações diferenciais parciais, as quais, se fossem utili zadas no presente texto
incluiriam a exigência da coercividade do operador bili near a(t;u,v). Optou-se aqui por
utili zar um teorema devido a Lions8 que garante, com a hipótese menos restritiva de
quase-coercividade de a(t;u,v) explicitada na condição (iii ) do Teorema e verificada
aqui, a existência e a unicidade de solução para o problema variacional (6).

(iv) Continuidade do operador linear )v(L f

Ora,

,V  v 

,vf vf   d)x(v)x,t(f  d)x(v)x,t(f)v(L
V)(L)(Lf 2

)(2L
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∫∫

portanto Lf  (v) é contínuo.

 Estão garantidas, então, a existência e a unicidade da solução fraca do
problema (6). Passamos, a seguir, à construção de uma solução aproximada para o
problema variacional, através de discretizações espacial e temporal e usando os
Métodos de Galerkin e dos Elementos Finitos.

4. O Modelo Discreto

Escolhendo em V = v∈H1(Ω): tr(v) = 0 em Γ0 , N funções linearmente

independentes iϕ , i=1,...,N a serem oportunamente descritas, denotamos por Vh o

subespaço fechado de V, de dimensão N, gerado por B={ }ϕ ϕ ϕ1 2, , ... , N .

Procuramos uma aproximação uh da solução u ∈ V = v∈L2((0,T];V) :
 t
 v

∂
∂

∈

L2((0,T];L2(Ω)), considerando em uh uma separação de variáveis, na forma

)y,x()t(u)y,x;t(u j

N

1j
jh ϕ= ∑

=

e  que                                                                      (15)

satisfaça  (6) para toda v ∈ Vh e para a qual
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O espaço vetorial das funções da forma (15) será denotado por Vh.
Desde que as funções ϕj(x,y) sejam conhecidas, a aproximação uh será

completamente determinada ao calcularmos as N funções )t(u j , j=1,...,N, que

correspondem aos coeficientes da discretização (15).
Para verificar que (6) vale para cada v ∈ Vh, basta verificar que vale para cada

elemento da base B.
Agora então, o problema (6) no subespaço Vh de V, (isto é, com uh definido em

(15)) passa a ser o seguinte:
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e, para a condição inicial
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   Fazendo v = ϕ i , i=1,...,N, e substituindo em (17), tendo em vista as equações (15) e
(16), temos um sistema de N equações diferenciais lineares ordinárias de primeira
ordem:
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Uma escolha natural para o vetor inicial na formulação integral do problema é obtida
por projeção de u0 na base B, ou seja:
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sendo    M = B + D + C,  podemos escrever o sistema linear (22) na forma matricial:
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sendo que o vetor inicial U0={uj(0)} j = 1,2,...,N será calculado diretamente como:

.UAU 0

^

0 =                                                                                                                    (26)

5. A Discretização Espacial: O Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos consiste na construção de uma malha -
através da discretização do domínio - na escolha do espaço de funções teste e das
funções da base B (Carey & Oden 3, Ciarlet 4 ou Kardestuncer 6, por exemplo).
 Conforme foi estabelecido anteriormente, o espaço de funções será o subespaço
fechado denotado por Vh, gerado pelo conjunto B. As funções da base B serão funções
lineares por partes definidas no domínio discretizado Ωh obtido através da
triangularização de Ω.

Na aproximação numérica de equações com termos advectivos - ∇.(W u) -
podem surgir oscilações artificiais provenientes do processo numérico, quando há uma
dominância deste termo. Estabelece-se então um critério que forneça uma condição
sobre a discretização do domínio; esta condição, denominada "Condição de Peclet"
(Heinrich et al5), e é:

                                  1  
2

xW ii <
∆

α
                                                                  (27)

onde iW  é a i-ésima componente do vetor W da migração, ix∆  é a dimensão máxima

da discretização (ou subintervalo) na direção ∆ xi  e α é o coeficiente de difusão, no

caso em que α é constante. Iremos também supor que ∇.W = 0.

6. A Discretização Temporal : O Método de Crank-Nicolson

Utili zamos o Método de Crank-Nicolson para discretizar a variável temporal do
sistema (25).  O Método consiste em usar, em (25), as aproximações:
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ambas de ordem de 2t∆  e estimadas em 
2

t
tt n

∆+= .

Adotando a notação:
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com  ,N,...1,2,j),y,x,u(tu jj1n
1)(n

j =≅ +
+ no sistema (25) , e isolando os termos

calculados em (n+1) e n, vem (com a notação dada em (24)):
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1/2)(n(n)1/2)(n1)(n1/2)(n

                             (30)

7. Resultados de Simulações Numéricas1.

Foram realizados alguns ensaios numéricos a fim de se obterem visualizações
gráficas da solução aproximada do problema genérico descrito pelas equações (1), (2),
(3) e (4). Nesses ensaios todos os valores atribuídos aos parâmetros e funções que
aparecem nas equações, bem como os valores atribuídos aos parâmetros da
discretização, foram definidos a partir de conveniência visual, obedecendo às restrições
impostas pelos métodos de aproximações utili zados.

Parâmetros do Domínio:

O domínio do problema para discussões iniciais da modelagem e da
aproximação é definido matematicamente pela região plana dada por Ω*=[0,2]X[0,2]=
Ω*

1∪Ω*
2,, com Ω*

1 e Ω*
2 caracterizando duas regiões de configurações geográficas

distintas, conforme indica a figura 1(a).
Condições de simetria não somente na geometria escolhida mas também nos
comportamentos dos parâmetros envolvidos, permitem reduzir o domínio a um quarto
do original. O domínio utili zado nas simulações é definido, então, por Ω=[0,1]X [0,1]=
Ω1∪Ω2 conforme ilustra a figura 1(b).

                                                       
1 Os programas e os gráficos foram desenvolvidos com o software MATLAB versão 4.2.



11

                      y

                       2                Γ0

                   Γ0                                          Γ0

                              Ω*
1      Ω*

2

                        0                 Γ0                2            x
Figura 1(a): Domínio do problema.

                      y                 Γ1

                        1
                                                    Ω2

                   Γ0                                          Γ1

                                     Ω1

                        0                 Γ0                1            x
Figura 1(b): Domínio utili zado nas simulações numéricas.

O período de tempo considerado é indicado pelo intervalo [0,T].

Parâmetros da Discretização:

Os valores utili zados na discretização são:
Nx = 8 : número de subintervalos de [0, 1] no eixo x.
Ny = 8 : número de subintervalos de [0, 1] no eixo y.
Nt = 300  : número de passos no tempo.
A estes valores correspondem:
∆x = 0.125,  ∆y = 0.125 e ∆t = 0.12.

Parâmetros do Problema:

Alguns parâmetros do problema, que aparecem nas equações (1), (2), (3) e (4)
são fixados; são êles:
λ = 0.1 : taxa intrínseca, considerada como sendo da ordem de 10%.
O coeficiente de difusão α, definido como:





Ω∈
Ω∈

=
22

11

    y)(x,  para 

    y)(x,  para  

α
α

α

sendo α1 e α2 constantes.
A condição inicial é dada por u0(0,x,y) = 0.5 nos nós #55, #56, #63 e #64, e zero nos
demais. Isto corresponde a considerar a condição inicial concentrada no meio da
região, como ilustra a figura 2. Em termos práticos seria como liberar uma quantidade
de indivíduos na região delimitada pelos quatro nós, correspondente a 0.5 indivíduo
por unidade de área.
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Figura 2: Condição inicial utili zada nas simulações numéricas.

O termo de fonte f(t,x,y) = 0.01 nos mesmos nós citados acima e zero nos demais, ou
seja, considera-se uma fonte artificial inserindo indivíduos continuamente na
população, desde o instante inicial até o instante final, concentrada no meio da região
de interesse.

Os demais parâmetros assumem valores diferentes, conforme o ensaio
realizado. Seus valores e resultados obtidos usando 300 iterações para atingir o tempo
T são os seguintes:

Ensaio 1: Dispersão como difusão pura, sem migração.
W = (0,0) : não há migração.
σ = σ‘-λ = -0.05 : diferença entre o coeficiente de decaimento e a taxa intrínseca de
crescimento populacional2.
A figura 3a representa a distribuição final da população para o caso em que  α1= α2=
0.007.
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Figura 3a: Distribuição final da população com difusão constante, sem migração e com fonte.

                                                       
2 Para um visão de possíveis valores de dispersão ver Kareiva 6.
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Figura 3b: Distribuição final da população com difusão constante, sem migração e sem fonte.

A figura 3b representa o mesmo ensaio, considerando-se o termo de fonte f = 0. Neste
caso nota-se que o espalhamento da população é suave, e qualquer corte paralelo ao
eixo vertical produziria uma curva qualitativamente semelhante a uma curva de Gauss.

A figura 4 ilustra o caso:
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Ω−Ω=Ω∈=
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Figura 4: Distribuição final da densidade populacional,  para o caso em que α1= 2α2.

Como a condição inicial está concentrada no centro da região, a difusão tem início
lentamente com  difusibili dade α2 em Ω2, e dobra de valor quando os indivíduos
alcançam o sub-domínio Ω1 causando um espalhamento rápido da população.
Já na figura 5, como foram considerados α1 = 0.0035 e α2 =0.007, ocorre o inverso,
ou seja, em Ω1 a difusão é mais lenta o que “prende” os indivíduos por mais tempo em
Ω2 gerando aí uma espécie de platô.
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Figura 5: Distribuição final da densidade populacional,  para o caso em que α1= α2/2.

Ensaio 2: Dispersão como difusão e migração (considerada aqui como processo
convectivo).
W = (W1,W2) = (-0.05,0) : existe migração populacional na direção do eixo dos x.
σ = -0.05 como no primeiro ensaio.
Biologicamente esta formulação matemática poderia representar, por exemplo, uma
armadilha de ferormônio localizada no local  caracterizado através do segmento de reta
x = 1, 0 ≤ y ≤2, conforme indica a figura 6. As linhas pontilhadas indicam a divisão,
por simetria, do domínio original.

                                y

                                 2
                                           ←                    →
                                           ←                    →
                                           ←                    →
                                 1
                                          ←                     →
                                          ←                     →
                                          ←                     →

                                                          1                       2                                x
Figura 6: Campo de velocidades da migração.

É importante salientar que a condição de Peclet é satisfeita sempre, ou seja, para
qualquer valor de α definido no domínio e em qualquer instante.
As figuras 7 e 8 mostram, claramente, o movimento dirigido pela presença do campo
de velocidades atuando na direção do eixo dos x.
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Figura 7: Distribuição final da densidade populacional com migração para o caso  α1= α2.
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Figura 8: Distribuição final da densidade populacional com migração para o caso  α1= 2α2.

Ensaio 3: Dispersão como difusão e migração, com mortalidade variável.
W = (W1,W2) = (-0.05,0) : existe migração populacional na direção do eixo dos x.

)1(sen
2

)(' += t
m

t M ωσ , modelando uma mortalidade variando sazonalmente no

meio,
sendo mM = 0.15 a mortalidade máxima atingida no meio Ω, e  ω = 4Π /201∆t  para
que, em cada 100 iterações no tempo seja completado um período da variação de σ (t)
= σ’ (t) - λ, igual a 2Π.

Embora na figura 9 não fique evidente a diferença de comportamento da
população quando se considera a variação temporal de σ, a indicação no eixo z
quantifica essa diferença no caso em que α1= 2α2
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Figura 9: Distribuição final da densidade populacional com migração e com decaimento variável,

para o caso  α1= 2α2.

A figura gerada no instante final talvez não seja a mais adequada para se perceber o
fenômeno; as figuras 10 e 11 representam bem esta situação para um nó fixado.  A
figura  10 representa o acompanhamento da densidade populacional no nó #36 ao
longo do tempo, nas condições do ensaio 2, para o caso α1= 2α2. A figura 11
representa a densidade populcional do mesmo nó porém nas condições do ensaio 3.
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Figura 10: Variação da densidade populacional no nó #36 no Ensaio 2, para o caso  α1= 2α2.
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Figura 11: Variação da densidade populacional no nó #36 no Ensaio 3, para o caso  α1= 2α2.

O modelo e o algoritmo apresentados neste texto, além de aceitarem outros
valores nos coeficientes e funções,  são facilmente adaptáveis a novas definições, em
casos práticos. Esperamos, com isto, aplicá-los, não só pela segurança dos resultados
obtidos quanto pela garantia de existência, unicidade de solução, e convergência do
método numérico, como    também por considerarem a variação espacial e temporal
dos parâmetros e características que eventualmente possam estar envolvidos em um
modelo real.
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