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Por que m-variedades sao m-superficies?

Ricardo N. Cruz

Mostratemos que m-variedades sio m-superficies (m-snbyariedades N
do IR", para algum n (o menor n é denotado por n(M))). Para isso. ntilizare-
mos o teorema de Whitney para m-superficies M™ ([GP] p. 51). que diz que
n(M) < 2m+1. Como consequéncia provaremos o teorema de Whitney que diz que

nma m-variedade é mergulhavel em R*™*!.

1. Introducgao.

O teorema de Whitney afirma que uma variedade diferenciavel M™ ¢
mergulhavel em R*"+1,

Seja M™ uma variedade diferenciavel. Temos um mergulho M C
MUsp M (o dobro de M, uma variedade sem hordo). Portanto, para provarmos
o Teorema de Whitney, podemos assumir dM = ¢. Além disso podemos assmmie M
conexa pela seguinte razao: Como M™ tem mma base no maximo enimetavel para
a sna topologia, M™ tem uma quantidade no maximo emnueravel de componentes
conexas My, My, .... Compondo mergulhios My — B+ M, — B com oy
difeomorfismos

re R — i ¢ _& - € Byli)i = 2.,
L+\AR
onde Byyy(i) = {r € R*™*Y|lr—1|| < ll} obtemos mevanlhos [0 My — Byl -
e
Defina f: M — R por [ = Z]‘,. Esta fincio ¢ mm mergnlho,
.




Daqui em diante. s0 consideraremos variedades diferenciaveis sem hordo
e conexas.

A vantagem deste enfoque é que col
rial usual: “particoes da unidade”, podemnos

n os fatos mais elementares sobre varie-

dades diferenciaveis, acrescidos do mate

provar que m-variedades diferenciaveis sao, de fato, m-superlicies.

2. O Teorema de Whitney.

2.1 O teorema de Whitney. M" variedade diferenciavel conexa. Existe um
i . - . . |
mergullio M — R ¢ wna imersao propria M™ 9 R,

Antes de provar o teorema, Precisamos de uns fatos preliminares.

2.2 Proposigio. M" varicdade diferenciavel, ¢ # K C M,N compacto. Entao
existe m inteiro positivo 1, wma fungao diferenciavel f:U — R" U um aberto,

{1 > N tal que [ é nm mergnllio.

Demonstragao. Seja + € Al. Existe uma carta local (U, ¢r) coma € U,, aberto

em Mg, 2 U, — B Além disso o, (U,) = B3(0), ¢, (r) =0.

Seja ¢ : B™ — R™ ([L] Cap. 8) tal que 0 < ¢ < Lp~'(1) =
B (0), 7 (0) = 135(0). Defina ¢, : M — IR™ por

Gl = Gl () () gy € Us
gy = {) N/ g (f'

Ponha V, = o7 (By(0)). Tome [ = (g,.0,): M — "+ onde 0, : M —
I é dada por

cyell,

Cy gl

0(y) = { = r.v-(;:.,(.'n)

temos que . > 0 e 0;'(0)V_, (vide [L] Clap. 8)
Por compacidade é possivel cobrit A por nm mimero finito de 175 como

acima, digamos Vi....,V;. Ponha U/ = Ul';—. Defina [ : M — R por f =

- o fe)- Tl € wma imersdo injetiva. Vejamos porqie:

posto _T|y: > posto (_T,h-,) para todo /. Como Tl ¢ nma imersao para
todo 7, 7'” é IMmersao.

Temos: [, separa V; de M™M\V, on seja TV N1, (M“\V,) = o. para
todo 7. Segue-se que f| é injetiva.

Finalmente pondo f = (f|U.p) onde p: {7 — [} ¢ propria ([GP] p. 53,
a demonstracio vale para m-variedades) obtemos nm wergulho f: {7 — R .n=
E(m+ 1)+ 1,0/ D K.

A idéia é globalizar via compacidade o fato de que localmente nma -

variedade diferenciavel é nma m-superficie.
2.3 Corolario. Se /" é compacta entao existe nm mergnlho M™ — [7#7*1

Demonstragao. Neste caso, tomando A = M na proposicao anterior. segue-se
que M é difeomorfa a uma m-superficie. O teorema de Whitney para m-superficies

([GP] p.51) termina a demonstragao.

2.4 Proposigao. M™ variedade diferencidavel. A, I fechados dispmtos ¢ nao va-
zios de M. K compacto. Entao existem abertos disjuntos (V.00 D AV D Fe

f:M™ — R diferenciavel tal que fly = 0 ¢ [~ é nm meranlho.



Demonstragiao. Pela proposicao 2.2 existe {/; D I aberto e nm mergulho dife-

rencidavel g ¢ Uy — IR", para algum n. Utilizando (JGP] p.

//;—\N///// < L

51) podemos assumir

n="2wr+ 1.

~

Como M™ & normal. os fechados disjuntos K, FUU{ podem ser separados
por abertos disjuntos Uy, V4 respecitvamente.

Ponha F, = V,. Temos: 81, C Uy. Pelo lema de Urysohu dilerenciavel
([L] Cap.8). existe nma fungao diferenciavel o : M — R tal que intp~'(1) D A,
it~ (0) D Iy, Defina f 2 M — R*"+! por

o) oelng(r) el
j(')—{ 0 \ -'FQUI

Ponhia U = Ujnint o' (1), V = int. =1 (0).

2.5 Lemma. M" variedade diferenciavel nio compacta. Entdo existe uma funcao

p: M — I} que é propria e diferenciavel. Além disso Im(p) =[0,00).

Demonstragio. Por ([L] Cap. 8) uma tal p existe, exceto pelo [alo de nio saber-
mos quem é I'm(p). Compondo p com a funcao x € R — z? € [0,00) se necessario
podemos assumir p nao negativa. Como A é conexa Im(p) é um intervalo. Além
disso por ser p prépria Tm(p) é fechado em IR Assim I'm(p) = [a,00),u € R.

Compondo p conm mma translagio de IR, se necessario podemos assumir a = 0.

2.6 Teorema. M"™ variedade diferenciavel nao compacta. Entao existe nm mer-
1Y

gnlho M™ — [RAm+L,

— i, — --‘1 .
e e P

Demonstragao. Seja p a funcao dada pelo lema i

Defina K; = p~'[i — 1,7],i = 1. Como p é propria, K, ¢ compacto pata

todo :.
Seja £;= |J K, =p""((—00,t — 20N i+ L,00))
JEiL
Aplicando a proposicao 2.4 a (A;, F) obtemos g, : M — R+, para
todo i > 1.
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Assim, M é dilcomorfa a nma m-superficie. Pelo teorema de Whitney

para superficies ([GP] p.51), segne-se que existe um megulho M — R2"+,
2.7 Observacao. A" variedade diferenciavel. Se raciocinarmos como nas p. 51,54
[GP] sem nsar a lungio h(notacao de [GP)) segue-se que podemos obter uma imersao

Mg i,

Demonstragao do Teorema 2.1. Imediata a partir do anteriormente feito. ]

(i 7
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