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* No presente trabalho apresentamos os gripos das rotacoes com dez para-
mietros e como aplicacées a fisica discntimos os grmpos de Galilen. Poincare e
Fantappic-de Sitter associados, respectivamente. aos cronotopos de Newton.

da Fisica Classica; de Minkowski, da Relatividade Especial e de Castelniovo.
da Relatividade Projetiva.
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I. Introducao

A nogdo de griupo aparecen a partir do estudo de problemas acerca da
resolucao de equacoes algéhricas ¢ manileston toda a sna eficacia com os
trabalhos pionciros de Galois[1.2].

A partir de entao. estenden-se o conceito de grupa em dnas direqoes,
o1t seja; passando-se dos Eripos que contem um mimero finito de operagoes
(Cirupos Finitos) aos gripos com operacoes infinitas porém discretas ((irupos
Infinitos) e. por ontro lado. a partir da passagem do disereto ao continno.
estendendo-se a grupos de operacoes (transformacoes) que dependem de
parametros sucetiveis de variar em maneira continna. Este segnndo modo
¢ devido a obira de Lie|3. II_

Neste trabalho. extaremos interessados em estindar os ZrUpos das rotacoes.
ainda mais. os grupos de rotacoes com dez parametros, devido a sua ampla
aplicacio. em prolilemas advindos da Fsica. cono por exemplo. dentre tantos,
na Teoria dos Universos Fisicos proposta por I-'amappi(-{-')].

Em relagio aos prupos com ez parametros podemos citar. em Fisica
Classica. o Griupo de Galilen. denotade por Gi%y: em Fisica Relativista, o
gripo de Poinearé. denotado por Pil,. da Relatividade Especial e o grupo de
Fantappié-de Sitter. denotado por Fi1,. da Relatividade Projetiva . o qual
contém. como casos limites. os grupos de Galilen e de Poincaré.

Passando a fisica. temos que: o Grnpo de Galilen. formado pelas rotagoes
espaciais. R(3). com trés parametros: ‘pelos deslocamentos inereiais. V(3),
com tres parametros: pelas translacoes espaciais. T(3). também com trés
parametros e pelas translacoes temporais. Ty(1). com nn parametro, desere-
ve por completo a chamado eronotopo de Newton. Passando ao grupo de
Poincaré. da Relatividade Especial. as rotagoes espaciais e os deslocamentos
inerciais se fundem nas rotacoes do cronotopo. R{B). com seis parametros e
as translagoes espaciais e temporais se fundem nas translacoes do cronotopo,
T(4), com quatro parametros. o qual descreve o cronotopo de Minkowski.
Nesta fusao emerge uma constante universal ¢. chamada velocidade da Iuz.
O grupo de Fantappié-de Sitter, que descreve o chamado cronotopo de Cas-
telnuovo. funde as translacdes e as rotagoes do cronotopo nas rotacoes do
espago a cinco dimensoes, R(10), com dez parametros, a partir de uma outra
constante r, chamada raio do cronotopo.

Como uma aplicacao efetiva dos grupos acima descritos, discutimos a
chamada equacao da propagacao das ondas, ou ainda a equacao de d’Alem-

bert[6] que est4 associada a um cronotopo. Disentiremos tal eqiacio associ-
ada a0 cronotopo de Castelnnove a (mal coloca em evidincia qne todo cone
de Inz. relativo a tal cronotopo. é de abertura variavel bem como. no limite.
qnando o raio do cronotopo tende ao infinito, recuperamaos o cone de Inz da
Relatividade Especial com abertura fixa.

O presente trabalho est 4 disposto na segninte maneira: na secao (1 dis-
entimos as transformacoes finitas do grnpo das rotacoes com dez paramel ros
bem como constrnimos a forma explicita dos invariantes ascociados a tais
grpos. Na secao ITL disentimos a equacao de d Alembert associada ao
grupo de Fantappic-rle Sitter bem romo os sens casos limites e, finahmente.

apresentamos as nossas conclnsoes,

II. Grupo das Rotagoes

As transformacoes fnitas do grnpo das rotacdes em nm espaco S, po-
dem ser constridas a partir de nma matriz antisimétrica A. de ordem n. no
segninte modo:

X =etX
onde os n(n — 1)/2 elementos distintos da matriz A sio considerados como
parametros canéniros ortogonais da transformacao.

Em nosso raso. a determinacao das transformacoes finitas. em parametros
ranonicos ortogonais. se rednz a calenlar a funcao de matriz A com A nma
matriz anlisimétrica de ordem trés. quatro e rinco.

Entdo. sendo A" nma matriz quadrada qualquer de ordem n. a fincao
#(K) pode ser sempre escrita na forma de nm polinomio (e sétie) nas potencias
de K. isto é:

n-1
9K) =gl + K+ -+ g A™' =Y g, K

y=n

onde [ é a matriz identidade de ordem n.

Fantappié, ntilizando a sna teoria dos fancionais analiticos[T] obteve
uma férmula que permite calcnlar os coeficientes g, a partir da equacao ca
racteristica da matriz K e das snas raizes caracteristicas. E interessante
observar que o desenvolvimento em série acima. nao ¢ muito vantajoso, por-
que as poténcias de A nio apenas o expoente cresce, lornam-se matnzes

com elementos mnito complicados.




Por outro lado. segundo a metodologia proposta por Arcidiacono, po-
demos escrever uma funcao de matriz. g(A). em lermos de uma combinacao
linear de certas matrizes I',. constrnidas a partir dos complementos algébricos
da matriz A’ — al, ou scja com um desenvolvimento do seguinte tipo:

n—1
g(K)=hlo+h Dy 4+ 4+ hoalooy = Z T

=0

onde as matrizes I';, a0 contrario das matrizes A7, sao mais simples e os coe-
ficientes h; resultam mais convenientes do qne os correspondentes ;. Entao.
passemos a construir tais matrizes,

Observando-se que o prodnto de nma matriz pela transposta de sua
adjunta ¢ igual ao produto D(a)l. isto é:

(K = al)lT = D(o)]

onde [(a) ¢ o determinante associado a matriz A — a /. obtém-se a seguinte
relagio entre as matrizes I' e A, ou seja uma relagao de recorréncia

Fiy1 = bigad — KT,

onde b; sao os coeficientes do polinémio D(e).

Podemos mostrar[8] que T'y = [ e, para uma matriz A antisimétrica
temos by = 0. de onde ohtemos

Pg = ]
-Ih = K

I"-) = Ah? + 1)2!
I3 = A3+ bK

[y = KY4+bR2+ 0]

Entdo. a partir das expressoes acima basta substituir na expansao de
g(K') para obter ¢ como um polinémio nas poténcias A e vice-versa.-

Como um calenlo efetivo. discutimos as transformacoes do grupo das
rotagoes do espago Ss. Considerando-se r,, v;. t; e {g com i=1.2,3, como sendo
o dez parametros canonicos ortogonais do grupo de Fantappié-de Sitter, a

BT — E——— S ——

matriz infinitésima ¢é dada por

0 -y -y -y =1y
vy 0 ry  —r, =1,
F=|nv —rp 0 ry o~
My ry —ry 0 — 14

n 4 t, 14 0
A equacao caracteristica associada a esta matriz é
Die) = —n® — by’ — by = 1)
onde os coeficientes by e by sao dados. respectivamente. por

h-r = r‘r+V‘V+t-'t+’|1‘
by (vor)2 4+ (t-r)* + (tor +t x v)?

Il

0s (uais constitnem os dois invariantes associados a0 grmpo.
A partir da solucao da equacao caracteristica, isto & ntilizando as raizes
caracteristicas, podemos escrever

fF = hnro + h,r, + hgrl + h"r"\ + h |r.
onde os cocficientes h, sao dados por(3]

(p* = p™)hy
(p? = p"* )y

p"r'mip - p”ru!p'
psenp — p's‘f np'

(p* = p"Hhy, = cosp’ — cosp
5 " e np'  senp
("= 9"y = —= - 3
i ('U"P - l l -— (‘01;)’
(7 = 9y = +—
P’ r

com p e p’ Sdo reais & estio associados com as raizes caraclenstic as,

Usando as matrizes ', no desenvolviinento de ef tem-se a vantagem de
que as matrizes [, sio mnito mais simples que as matrizes £ | poténcias da
matriz F). Entao, apos efetnados os calenlos obtemos

o

]

i F.:—F




t-t4+r-r
|
[y = a;
K]
vt

a, ay a3 v-t

Pu 2 pia by

Pn P P by

Py P2 P by

by by b v-v+r-r

onde os cocficientes da matriz sao dados por:

a = —(tt+rxv)
b = —(tov+rxt 3
P, = (t-t+v.ovae I;{)r‘-,,—r,-r_E — 11, +rr, I
Para escrever as onfras dnas matrizes Iz e Iy, introduzimos a segninte
notagao: :
Yo —-r-t
Y = ftar+txv
Ug = —T-%
c = —yr+ yxt
d = yr+yxv
e = —ty —yot — Yuv
de onde obtemos
4] = Ca C3 —-¥Y-r
c 0 f3 —ey —d,
I, = ¢y —eg 0 € —d,
C3 €9 —e 0 —d,
y-r d, dy  dy 0

e enfim

onde 1, j=0,1.....4.

E de se notar que quando
resultados para o gripo das rota
e considerando agora v, = v, =
das rotagoes do espaco S,.

r4 = [E‘E]

lp = 4y =1, = 13 = 0 obtemos todos os
coes do espaco .S4 bem como, a partir deste,
vz = 0 obtemos os resultados para o grupo

Enfim. temos os dois invariantes b, e by. também chamados operadores
de Casimir, associados ao grupo de Fantappié-de Sitter onde b, estd asso-

ciado com o quadrado da massa

e by com o produto do quadrado da massa
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pelo quadrado do -m(mn)nrn angular do spin[9.10]. No caso do invariante b,
podemos mostrar[6.9.10] que no limite r — o temos

. O
lim by = (A - — —
r— cdot
que é exatamente o operador de d"Alembert. razio pela qual chamamos b,
romo sendo o operador de d”Alembert generalizade

III. A Equacao de d’Alembert Generali-
zada

Como ¢ sabido, a f*ql!,u;i](v ded” Nembert esta Associada a nm « v..'u’ e s
de abertura hxa da Relatividade Especial (constancia da veloatdacde da juz)
Em passando-se para a Relatividade Projetivafll] emerze mma ontra con-
tante. raio do cronotopo fraie do niverso de de Sitter §oa aqual faz com e
se fundam as translacoes ¢ as rotacoes do cronotopo nas rotacies do espaco
pentadimensional de onde intervém o chamado cronotopo de Castelnmoo ao
qual associamos nma cquacao de d Alembert generalizada.

No caso bidimensional {escrevemos o operador b, em termos de coor
denadas esféricas. separamos as variaveis e consideramos APENAs 4 Suacao
de d’Alembert com nma dimensio espacial e outra temporal) a cquacio de
d’Alembert generalizada ¢ dada por[6]

? )2 i 12 1% .
T4a?) o 2t — (1 = 1) = 2N = )t 4+t 2 )2 N(N = 1@ = 0
(0420 4 20 gy~ (L= ) 5 2N = TRRTI

onde temos considerado r = ¢ =1 ¢ N ¢ um paraimetro
Introduzindo-se a segninte nndanga de varavel independente

= arcltanr + arcsen(/V1 + £}
n=uarctanc — arcsen(t/V] + r#)

bem como definido nma nova variavel dependente do tipo

£+

E=n
5 NV W n(En)

B (€)= [eon( S Do

obtém-se a seguinte equacao diferencial

- o*
% I

[4cos?( —
2 Tdluy

+ NN+ ))ey(Eom =0



qne constitni a chamada eqnacao de " Alembert generalizada. Tal equacao
foi disentida. no caso de nm problema local, por meio da fincao de Green[12].
Nos rasos especificos em que o parametro N éignal a zero on menos

um, a solugio da equagao ¢ dada por (ja na variavel inicial)
$(r,t) = f[n.r('fnn.r + arr.ucn(f/\/ | + 1'2)] + 'q[nrrln.nur - rrrr'.crn(t/\/] + ‘1.2)] 2

onde f e g sao dnas fncoes arhitrarias duas vezes continmamente diferen-
ciaveis.
Tal expressao estda associada a um cone de Inz de abertura varidvel
da Relatividade Projetiva[l3] e no limite em que o raio do cronotopo vai a

infinito obtemos:

r]ﬂg Plr )= f(r+cl)+g(r —cf)

que € exatamente a solugio de d'Alembert para a equacio de onda a qual
esta associada ao cone de Inz com abertura fixa da Relatividade Especial.

Conclusoes
No presente trabalho disentimos os grmpos de rotagao com dez parametros

a partir da metodologia proposta por Arcidiarono. No caso do grmpo de Fan-
tappie-de Sitter. que contém como casos limites os grupos de Poincaré e Ga-
lilen, associado a Relatividade Projetiva. obtivemos as matrizes da expansao
de ¢ hem romo os invariantes de tal grupo. Identificamos o operador de
Casimir de segnuda ordem rom a chamada equacio de " Alembert generali-
zada da qual emerge nm cone de [nz com abertura variavel da Relatividade
Projetiva a qual constitni nm primeiro aperfeicoamento da Relatividade, re-
lacionada com a teoria dos Universos Fisicos.

Uma continmacao natural deste trahalho é passar para o grupo sucessivo,
isto € o grupo das rotacées no espago hexa-dimensional, agora com quinze
parametros, de onde emerge naturalmente o caso do movimento acelerado
bem como podemos inserir neste esquema grupal, o grnpo conforme. Estudos

nesta direcao ja foram iniciados [14].
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