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UM MODELO PARA A DENGUE HEMORRAGICA COM FORGA
DE INFECCAO PERIODICA

R.C. Bassanezi, R. Zotin e M.B.F. Leite

RESUMO '

A Dengue Hemorragica estd associada a reinfecgio por diferentes sorotipos da
familia Flavivirus. Serao considerados individuos suscetiveis a esta forma de doenga
somente aqueles previamente infectados pela dengue classica. O modelo matematico
proposto para analisar a difusio da doenga considera a forca de infeccio sujeita a
uma variagao sazonal da densidade de mosquitos transmissores (Aedes aegypti).

1 - INTRODUGAO:

A dengue é uma doenga infecciosa febril aguda, benigna na maioria dos casos.
Pode ser causada por quatro diferentes virus da familia Flavivirus, denominados
pelos nimeros 1, 2, 3 e 4.

E transmitida por vetores, que sao as fémeas dos mosquitos do género Aedes.
Os mosquitos infectam-se apés picar individuos virémicos e transferem a infecgio de
uma pessoa para outra.

A dengue pode ser chamada cldssica ou hemorragica, dependendo das carac-
teristicas da doenca, sendo que a hemorragica é uma forma mais grave da infecgao e
independe do tipo de virus. A infecgdo provoca imunidade de longa duragio, de so-
rotipo especifico, e existe uma associagdo entre a reinfecqio por diferentes sorotipos
e o aparecimento da dengue hemorragica [3], (7] .

Nosso objetivo é apresentar um modelo matematico que reflita a dinimica da
dengue hemorrégica, e forneca condigdes para previsdes futuras como uma doenga
endémica ou epidémica. O célculo dos pardmetros foi efetuado baseado em dados

referentes & epidemia de dengue classica no Rio de Janeiro em 1986 ¢ o aparecimento
de dengue hemorragica a partir de 1990.



2 - O MODELO

0 modelo matematico proposto ¢ baseado nas seguintes consideragdes:

i) A classe de individuos suscetiveis & dengue hemorragica é composta basi-
camente pelos individuos previamente infectados pela dengue classica, segundo a
Teoria de Infecgio Sequencial. [3)

ii) Nas simulagoes numéricas para a dengue cldssica [7], observamos que a classe
de individuos recuperados, suscetiveis a dengue hemorragica possuem em geral um
crescimento analogo ao logistico.

iii) A dinamica populacional do vetor (mosquito) estara implicita no coefici-
ente de transmissao da doenga - fy(t). Escolhemos tal parametro como uma fungao
do tempo, mais precisamente, uma fungdo periédica de t, obtido de simulagdes
numéricas realizadas para a dengue cldssica [7]. [sso é razodvel visto que o mesmo
depende da densidade de mosquitos, que varia de acordo com condigdes climaticas,
temperatura, alimentagio e outros fatores que, como estes, variam sazonalmente.

Sejam:

S(r) : individuos suscetiveis & dengue hemorragica (recuperados da dengue
cldssica) no instante 7;

I(7) : individuos infectados no instante 7;

1(r) : individuos recuperados no instante 7;

B(7) : taxa de infecgao (representando a dindmica populacional entre mosquitos
¢ humano$);

Yo : taxa de remogao (por cura ou morte), constante;

k : capacidade suporte da populagio de suscetiveis;

r : taxa de crescimento intrinseco dos suscetiveis.

Temos assim o seguinte modelo:

ERECRE
j—i = foSI -yl (1)
[ =

2

S(Tg) = So
I("'o) =1
R(m) = Ro

+
O numero de parametros pode ser reduzido com a adimensionalizacio das
variaveis

z=5/k . y=1/k e r=1[r

Como as duas primeiras equagdes independem de R, consideraremos somente
as classes de individuos suscetiveis e infectados. Obtemos assim, o seguinte sistema:

dz
dt

z(1 —z) = B(t)zy

dy
= B(t)zy — vy

onde
B(t) = Bo(t)kfr e y=1/r
A anilise do modelo (2) com §(t) periddica, de periodo w > 0 ¢ baseada no
estudo do modelo com coeficientes constantes:

d
d—j = 2(l-z)-ayz
(3a)
& _
5 = wEw

onde os parimetros a e v sdao constantes e positivos.
Os pontos de equilibrio do sistema (3a) sio obtidos tomando as variagoes nulas
do sistema, isto é,

Pi=(1,00 e Py=(y/a,(a-1v)/a)

Observamos que P, € Ri ~ {(1,0)} somente se a > .
A matriz jacobiana associada ao sistema (3a) é dada por

e 1-2z—-ay —az ]
ay -4+ az



e 0s aulovalores de J, = J|Py sio Ay = —le Xl =a—17. Desta forma, para a < 4 o
ponto de equilibrio P; = (1,0) é assintoticamente estavel.
Os autovalores de J, = J|P; sdo

1 " 2 2 1[2]
A'.'Z = 5; [—")’:I: ('}' + day 4(1’)‘ )

e, para a > v temos que 4ay* — 4a’y < 0. Assim Re(};2) < 0 e portanto P, é
assintoticamente estavel.

Se a = 4 entio P, = P, com \; < 0 e Ay = 0 e uma analise linear nio d4
informagio suficiente. Neste caso, o estudo da estabilidade sera feito baseado em
estudos sobre bifurcagao de Hale-Kogak [4].

Transpondo o ponto de equilibrio P, = (1,0) do sistema (3a) para a origem
através da mudancga de variaveis u = z — 1,v = y e § = at, podemos escrever o
sistema na forma:

du
5 = Fi(a,u,v)
(3b)
b
d9 = —-v+ Q(G,U,U)
onde
F(a,u,v) = —(u+1)(u + av)/a
Fy(a,u,v) = v(l +u)
Teorema 1:

Seja Y(a,u) = au, (conforme Leme 10.5, {4], pg 314), e P = (4,%(a,¥)) um
ponto de equilibrio de (3b) com ||a|| < aq, [7] < 6 e |¢(@,@)| < 6. Entdo ag € 6
podem ser escolhidos suficientemente pequenos tal que:

i) P € né hiperbélico estdvel se G,(a, ) < 0

ii)) P € um ponto de sela se Gu(@,@) > 0 onde G(a,u) = Fy(a,u,y(a,u))
Dem: ver [4)

Para o modelo (3b) temos G(a,u) = —ufu + 1)1 + a?)/a e
Gu=-(1+a})(2u+1)/a<0

Assim, temos que o ponto P = (0,0) é assintoticamente estavel. Ou, equivalen-

temente o ponto de equilibrio P, = (1,0) do sistema (3) é assintoticamente estavel
quando a = 4.

Figura 1 - Extingdo da doenga - (a = 0.8 < )
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Figura 8- Extingio da doenga - (a = 7)

Considerando agora a taxa de infecgdo como sendo uma fungdo w-periédica
do tempo (depende da intensidade de mosquitos com a época do ano), A pode ser
entendida como uma perturbagio do parametro a do modelo (3a), isto é,

B(t) = a(1 — e cos(at)) 0<e<l e

a>0 ; a=2rjw

Assim, o sistema normalizado (2) pode ser escrito como

Z—i = z(l —z) —a(l —ecosat)zy
) (4)
d—g = a(l —ecos(at))zy — vy

com 2(0) = zp e y(0) = yo.
3 - EXISTENCIA E ESTABILIDADE DE SOLUCOES PERIODICAS

Como o coeficiente 8 do sistema (4) é uma fungio w-periédica préxima do va-
lor constante g, faremos uso de técnicas de perturbagao para sistemas que possuem
solugdo periddica com o objetivo de demonstrarmos a existéncia, unicidade e esta-
bilidade da solugdo periédica para este sistema. (ver [1])

e - o

Consideraremos o sistema (4) na forma:

u':f(t,u,e) (5)
onde

12 | z=z"—a(l - zcos(at))zy
= [y' ] < f= [ a(l — ccos(at))zy — vy ]

Denotando por

i 7/a
v(t)_[yx]_[(a—‘:)/ﬂ’]

a solugdo periddica do sistema nao-perturbado (¢ = 0) com a > v. Um teorema que
garante a existéncia e a unicidade de solugao periodica para o sistema (1) ¢ dado
por:

Teorema 2:

Se a primeira variagdo de (4) para & =0 com respeito a solucio v(t), isto ¢,

,_ &) ‘
T = Z P) (t'v(l)vo)l‘) = fx“v“(”»o)f (b)
i=1 Tj

nao possui solugdo periddica para |g| pequeno o sistema (3) possur wma solugdo
z = 2°(t,e) ey = y*(t,¢), de periodo w, continua em (t,2) ¢ com :*(£.0) = 2, e
y*(t,0) = y1. Essa solugdo € tnica para cada ¢.

Dem: ver [1].

No nosso caso particular, a solugio periddica obtida para o sistema nac-
perturbado (3a) é constante e a matriz da primeira variagao (6) para 2 = 0 com
respeito a esta solugdo também é constante.

Como

T = ﬂa_Td | (7)

a

1= _(a-v)




entdo a matriz acima é exatamente a matriz jacobiana aplicada no ponto P, cujos
autovalores sio todos negativos ou possuem parte real negativa. Logo, o sistema (6)
nio possui solugio periédica e consequentemente fica estabelecida a existéncia de
solucio periddica (2°,y") para o sistema (4).

Finalmente, a estabilidade assintética da solugdo (z*,y") decorre do seguinte
resultado:

Teorema 3:

Se as parles reais dos autovalores associados a (7) sdo todas negalivas, entdo
(6) ndo possui solugde periddica e portanto satisfaz as hipéleses do teorema 2. Neste

caso, a solugdo pericdica z = z°(1,€) ey = y"(t,e) é assintoticamente esldvel para
le| prqueno.

Dem: segue do teorema 2.1, pag. 350, [1].
Comentarios e resultados numéricos

As simulagées numéricas foram realizadas com os seguintes valores dos
parametros do modelo 4 e diferentes condigdes iniciais:

—a = 3, para que o periodo w do modelo (4) seja equivalente a 1 ano;

—e = 0.99, para que o inicio do periodo coincida com o inverno, onde a densi-
dade de mosquitos dever ser a mais baixa;

—5 =1, pois a taxa de recuperagao para a dengue classica e hemorragica séo
praticamente iguais [7] .

Observamos que o comportamento qualitativo do modelo (4) nao é alterado
para outros valores proximos aos considerados para a,c e vy e, se a > v, entdo a
cstabilidade assintotica da solugao periddica (z°,y"), existente para (4), é sempre
verificada [cf. Teorema 3.
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Figura 4 - Extingdo da doenga - (a =0.8 < 7)
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