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SUPERFICIES MINIMAIS

1. Medida do Grafico de uma Funcao

Seja  um aberto do espago euclidiano n-dimensional e f ‘uma fungio
real continua sobre 0 assim como suas primeiras derivadas.

Em simbolos
acr® , fecl(n)
A medida do grifico de f pode ser calculada pela integral

n
J /e T 5 ax

Q i=1 axi

que sera indicada, no que segue, com o simbolo
]graphn f| , ou simplesmente |graph f|.

Dizemos que f tem grafico de medida minima sobre Q se vzle

(1.1) | graph f] < |graph |(f+g)] , Vgsci(n).
suppg suppg

A desigualdade (1.1), no caso em que [graph9 fl<+= , equivale a

(1.1%) [graphgf| < |graph9(f+g)i E Vgecé(ﬂ) "

E imediato que (1.1) =» (1.2) , onde
(1.2) | graph £] < |graph (f+tg)]| , VgeCé(ﬂ) , ¥teR.
sSuppg sSuppg
L £ &
(1.3) ‘“di:“ | graph (f+tg) |-\ = s Mol oo dy = o, VgaCcl)(Q)-

] SUppg = E=0 4+ E (iﬁ)z

f j=1 9Xi



=9

A igualdade (1.3) se le: A primeira variacao da medida do grafico

de f & nula. Este fato implica, gragas a alguns trabalhos classi-

cos de Morrey(l) e Hopf, que f & analitica sobre £, isto &, f£eC”(Q).

Em (1.3) podemos integrar por partes e obtemos

af
n an -
(1.4) J g(x) I gL ( L ydxy = 0 , Vgeci(ﬂ)
a i=1 9% i/ S
T PNEE
i=1 9%4
De (1.4) obtemos finalmente,
) 2L
3 X§ :
(1.5) i mm ) =0 ¥xeQ.
i=1 9% /f 8 .
1+ § (=0?
g=1 X

A convexidade da fungﬁo de .t ]graph (f+tg)LE expressa por
SUppg

2
(1.6)  S(fgraph (f+te)|) =
' at* suppg

n n n
[+ § GLEE8)y2] § (382 - (] 2LE2LE) 282
i=1 X i=1 °X§ i=1 L . | 5
= XED
n
Q -[1 + 7 (———s—a(g;t )y2
i=1 i

Podemos verificar facilmente as seguintes implicagoes:

(1.5) # (l.4) = (1.3) e (1.3) com (1.6) == (1.2) ., © que nos
permitem dizer que uma fungao feC”(Q) tem grafico de medida minima
se, e somente se, a equagao (1.5) for verificada. A equagao (1.5)

e denominada equacao das superficies minimas.

(1) Morrey, C.B. Jr. Multiple Integral Problems in the Calculus of
Variations and related Topics, Amm. Sc. Norm.
Sup. Pisa (1960).
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Medida do grafico de uma funcgao feLiOC(Q)
Seja, por definigao
n da, (x)
(1.7)  |sraphyf| = sup{J [a, 0 I =—TJaxsaccl@I™?,
a Q i=1 °%§

» a0 ] < 1 ¥}

Esta definigao @ estudada em: "Superfici Cartesiane generalizzate
e insiemi di Perimetro finito sui prodotti Cartesiani", de M.Miran
da, in Annali S.N.S. Pisa, 1964.

Um exercicio interessante, nao dif{ciL_é verificar que a definigao

(1.7) concide com a integral

n “

J V{ﬁ+ b} (%E(X))z dX , no caso em que fscl(ﬂ).
121 9%

a i i

Um pouco mais trabalhowé verificar que, no caso em que feC(R), a

definigao (1.7) coincide com a definigao de Lebesgue, i.ée,

n th 2 1
inf{lim ian 1 + Z ( ) dx ; £, .eC (@), £_—+f localmen
h+w 0 jaf OKg . ¢ b n -

te, uniformemente sobre 0}

1

Funcoes de L1oc

(2) com grafico de medida finita

A condicgao
da.

n
.8y supt| [a,00 + £00 I m00lax s atoele]
Q = i

i=1

_-[n+1

» Ja) | <1 ¥xleee

equivale ~ , obviamente, as n+l condigoes:



2

sup{J f(x>3%§¥ldx s atoecl@ , a0 g 1¥x)<re
9 - 15,2 n
(1_9) 9& 90 8y .
med ] < + »
Pelo Teorema de Riesz, sobre representagao dos funcionais lineares
continuos, as n primeiras condigoes (1.9) equivalem 3 existencia das
n medidas relativas(Z) pl,...,pn com variagio total finita sobre Q

tais que

(1.10) J £(x) Egindx - - J a(x)du. (x) . Wvaecl(e) .
Q Xi : g > =

Podemos pois dizer que as condigoes (1.9), i,e, fei}oc(x) com gra-
fico de medida finita, equivalem a med 2 < + = e a existencia de n
medidas relativas de variagoes tot;is finita sobre 02, HpsMgseeesly
verificando (1.10).

Observamos que (1.10) sao frequentemente ditas do seguinte modo:
vy sao as derivadas primeiras no sentido das distribuigces de f..

Diremos que feLioc(Q) tem grafico de medida minima se vale

]graph9 £] < + =
¢1.11) 1
]graphn £] < |graphpo(f+g)| , ¥gel (Q)
0 seguinte resultado de regularidade se encontra demonstrado no ag

tigo: "Un principio di massimo forte...", de M. Miranda in Rcnd.

Sem. Mat. Padova, 1971:

(2) uma medida relativa com variagao total finita sobre 2 & uma
fungao real definida sobre os conjuntos de Borel de R e enu
meravelmente aditiva.
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Teorema: Se fgL%OC(Q) tem grafico de medida minima finita em 2 ,

entao fECw(ﬂ), isto e, f e analitica em Q.
Para a demonstragao deste teorema se utiliza a majoragao do  gra-
diente Aas superficies minimais (cf. E. Bombieri - E. De Giorgi -
M. Miranda , in Arch. Rat. Mech. Anal., 1969) e seu resultado de
regularidade para as fronteiras minimais de E. De Giorgi (1961) =
(cf. E. De Giorgi - F. Colombini - L.C. Piccinini: "Frontiere orien
tate di misura minima e questioni collegate", Pisa 1972).
Observamos que em (1.11) escrevemos ?gsLi(Q), i,e, gsLl(Q) com su-
porte compacto em {, e isto nao e equivalente a (1.11) com Vgecé(ﬂ)
senao vejamos, seja a fungao de uma v;riivel dada por

0 se ¥<o

f(x) =

1 se ¥>o , temos (exercicio)

graph f| < |graph (f+g)| 5 VgeCiE('l,l)] ’

(-1,1) (~15:1)

enquanto que, nao vale

lgraph fl < |graph (f+g)1 5 VgsLi((-l,l)).
{=1;1) (=1,1)

2. Problema de Dirichlet para a equacgdo da superficie minima

Dado um aberto 2 CR"™ e uma fungao geC(80) provar a existencia e

eventualmente a unicidade de uma fungao £eC(2)NC?(R) tal que

af
e X

n
(2:1).  } aa L ) =0 , ¥xeEn

(
Xs :
Sl /1 o+ |graf £(x) ]2

(2.2) £(x) = g(x) , ¥xedQ
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Este problema pode nao ter solugao mesmo que £ e g sejam bem regu-
lares. Vejamos um exemplo em que isto acontece:
sejam

Q= {xe r® o<a<lxl<b<+m}

A = const. , V|x| = a
g0 =
B = const. , ¥|x| =b
Para tais Q e g, suponhamos que exista f ecz(ﬂ) Nc(R) satisfazendo
(2.1) e (2.2). Para uma tal f tem—-se a seguinte:

Observagao 1:

{2.3) lgraphn £ @ 20a |B|)b'n'1nwn + bnmn <+ ®

Para provar a desigualdade (2.3) notemos, antes de tudo que o prin

(3)

cipio classico do maximo mostra que:
max|f| = max [£| = max(|A]| , [B]) < [a] + [B].
Q aQ

Para todo € € (0, E%E) tem-se,

dado Q_ = {xeR™ ; a+e<|x|<b-€}, que |graph f|<+e .
€

De fato,

A fungao de t

|graph £ + t(v-£)| , ¥ finito e v= f sobre M. e
€

|graph #| <+« , @ convexa e estacionaria, isto e,

€

(3) Courant-Hilbert; Methods of Math. Physiecs, Vol II,
(1966 - pag. 326).
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‘I‘ 3f 3(p-£)
= Jerl %% el . gy e
t=0 e

n
¥ /1+{(§§ )2

,é% graph (f+t(e-£))
Q

(2.4) |graph £]| < |graphe | , ¥¢ , ¢ = f sobre 3Q_ -
Qe ns

Seja

£(x) se |x| = ate , |x] = b-¢
0 PR se a+e+8<|y|<b-e-§

linear em a+e<|x|<a+e+8 , b-e-8<|x|<b-¢

com § (o, E:%:EE)
£
;
Ty
]
L}
] 1
] '
1) '
! y I
a ate b+e b
De (2.4), temos
(2:9) |graph £| < lim |graph vGI < 2(|A|+[Bhbn—1nmn + bnwn
Q §+o :
€ €

De (2.5) se obtem (2.3), fazendo €Yo .

Observagao 2:

De (2.3) segue, com a consideragao usual sobre a convexidade da

fungao de t, ‘

G(t) = |graph (f + t(¢-f))|, para um ¢ = £ sobre 3Q, ¢ fixado, que
Q

(2.6) |graph £| < |graph ¢| , ¥¢ : ¢ = f sobre 30 .
Q Q
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Observagao 3:

(f depende somente de |x|)

Consideremos, para as<p<b

©

o) = n'—;%_n £(X)AH__, = “‘T’_n £(px)dH__,
[x| =p x| =1
Temos que
¢(a) = A
{¢(b) =B e
2.7 ¢'(p) aelye) dn:n'l . ¥p e (a,b).
Ix]=1 g

2
Desde que a fungao Y1+¢'(p) & convexa, se tem

®
2 ————Y d H [
(2.8)  Jiepr(o) < | A+ ALXE e < RSO

nwn ’ 2’ S
Ix]=1
Logo, temos
7 TR
(2.9) 146" (p) < [ /1+|grad £(xp) |2 T“l
n
Ix|=1

®© H _, indica a medida n-l-dimensional e w = med{xe R"; |x|<1}

entao 3
nw = Hn_l({xe R - dyl= 11

d-H

___n_'l) < j p(a_f) d Hn-l
w = ap e

(x =1 n

af

@ Se F(t) = V1+t —) F(J v
Ix|=1

pois se F & conexa, 0gA; ,i=1,2,...n e

n n n
L Az=1 => F(t;0) < IF(E))
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Integrando (2.9) sobre O, se tem

- b b .
2 - 2
(2.10) | graph ¢| = I Yl+¢ (p) nwnp“ 1 dp < [ ;{ﬂgrad £(xp) | ag _,
Q

a a

I
|sraphgs]

(2.10) juntamente com (2.6), implicam

€2.11) |graphn¢| < lgraphgwl, ¥¢ : ¢ = ¢ sobre 30,

onde ¢ & uma solugao simétrica do problema.

Dessa maneira a hipotese pode ser reformulada, isto &,

Jé(p)e c2((a,b))Nnc(fa,b]),

com ¢(a) = A e ¢(b) = B com ¢(|x|) satisfazendo (2.1), isto @&,

a equagao de superficie minima, sendo ¢ fungao somente de [x]| =p.

Assim,

X3 X
] 1 " 1 ' n
: o' () — D (p)_;; $" aps
i %

= +
LR YRS /1462 (p) /1462 (p)

2

xl 12 Xi— " y O=1
sadih oot DA g g peigue Bi% e

/ 3 13
A+ 146" 2(p) /14412 (p) /1442 (p)
¢2.12) p¢" + (n-1) ¢'(1+¢t2) S

um calculo elementar mostra que se deve ter

-1

1)
(2.13) " (p) " (com k constante, |k| < a

n-1 -
/1+¢'2(p) o

)
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b
k| = (2.15) J{¢'(p)!ap =

Qz(n-l)_kz &

= (214 o7 | =

Desde que |k] < an_l s Segue
b b an_l

(2.16) f |¢'(p) |dp < J dp < + =
< 'a/pz(n-l)_aﬂn-l)'

Portanto, condigao necessiria de solubilidade do problema de

Dirichlet sobre o aberto & = {xeR"™ : 0<a<|y|<b<+®} com dada

AeR 5, x| = a
g(x) =
BelR 3 |XT b »
& que
s 2 n=1
2. 10 |A-BI % J 2 dp € + o I!
- /gz(n—l)_aZ(n-l)

Teorema 0 - Seja Q2 C R™ aberto e limitado e g:00+ R tal que vale

B.5.C. (Bounded Scope condition). Ent3o, existe uma

unica feLip , £(x) = g(x) ¥xed2 , com
[graphﬂfi < ]graphgvl s ¥veLlip , v(x) = g(x), xeaq

Teorema 1 - Seja 2 C R™ aberto e limitado e g:30+ R tal que vale

a B.S.C. Entao, existe uma Gnica feLipNc®(Q) com

£(x) = g(x) , ¥yesl e
of
& ————axi(x)
_Z . e > = 0 ¥yef.,
g /1+|grad £(x) |2

1
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Explicacao: (D B.S.C. para g:
¥yxea , aa(x) E-En , b(x) eR" com

glx) + blx)ly=x) <€ gly) < gkx) * a()(y=x) , ¥yeall

e max{sup|a(x)| , sup|[b()|}= K < + =
XEDQ Xedf

0 grafico de g estZ sempre compreendido entre 2 planos com coge

ficientes angulares |a(Y)l<k e [b()l<k.

l£¢0) - £(y) ] e

@ feLip <> sup
KsY |X-Y|
@ Seja L(y) uma fungao linear com L(y) > g(y) ¥yedQ -

Seja veLip com ¢ (y) = g(y) ¥yed => (¢NL)(Y) = min(¥(¥),L(x))
se tem ¢NL € Lip e @NL)(y) = g(y) ¥yedl e ainda

|graphgenL| < [graphge]

Como consequéncia de (@, tem-se

inf|graph ¢ | = inf|graph

weligs ph ¢ | wELiJs ph ¥|

¢=g em of) Y=g em 30
y<L
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C) Seja 2(y) linear com 2(y) < g(y) ¥yedl =>
inflgraphgwl = inflgraphgwl
velip Ve Lip
y=g em o0 Y=g em 30
P>
G inf|graph ¢| = inf|graph ¥
veLip yeLip
p=g em 90 L2y <L
Y=g em 9N
® B.S.C => g continua sobre 38

B.S.C e g nao linear = (a(y)~-b(}){(y-%) > 0 ¥yedd e
a(x) == b(x) = Q convexo.

g continua e  convexo =% B.S.C.
Lema 1 - geC2 e flestritamente convexo =» B.S.C.

Prova do lema 1:

Fixado xe€39 , suponhamos X = 0 , y(0) = (0,0,...,0,1),

g(0) = 0.

Sabemos que yeoll ,

n n 2
3g(0) 1 3°g(E)
gly) = | B2y, + — V.Y,
g=1 g T oA g WG TR

onde £ € um ponto oportuno do segmento (0,y)

seja a(0) = (33)((2)) ey g)((?) » a,(0))
n=1
_ (28(0) 3g(0)

b(0) ( X e axn_1 5 bn(O))
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n2 3%g ( )I
o max £
SR L LT

.9g(0)
axn

an(O) = ‘

b (0) = - a_ (0)

com estas consideragoes preliminares, podemos fazer mais facil

mente a seguinte demonstracao:

Demonstracac do Teorema O0:

"19 Passo - Indiquemos com o, = {w(x)ELipk s wix) = g(x) ¥xedql

W == ¢ pois inf{L(yx): L(x) & linear, L(x)sLipk y LX) 2g(x)
D ¥yedn}

€ um elemento de Wk

Consideremos inf ]graphnwl e seja ijwk(j 2y e o)

wewk
tal que |g:aphnwj] —?:;+ i:;k lgrathw|

Do Teorema de Ascoli-Arzela se tem que existe {Es}s sii=3
s ai &

tal que wj + w uniformemente em Q ..
s
Tem-se que weW

k
- : R 1,,,q0+1
com |graphgw| = sup{ (w(x),zl Xt Yoddx s vele (@],
1= 1

Q
s v ] < 1}

Obviamente vale, para todo ¢ fixado,

| g R R
(w(x) e Jidy: = Ty J (ws + P )dx
SR TR Jg 1=1 9X3 O

1
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e portanto

J . n Swi ; : n awi
! (IO ) 3;; + ¢°)dx < :i: inf sup{] (sz ‘z 5;: + ¢°)dx ; 5

i=1 Q i=1

lbe[C})(Q)]m'l , v | <€ 1} = lim inf Igraphgwj |

s s
Finalmente, se tem
|graph95[ < lim inf Igrath w. | = inf [graphn w|
g+ g wswk

donde

igraphQ w| = inf Igrath w|

wawk

22 Passo: - Consideremos Wk+1 e indiquemos com w uma funggo tal que

v E Wil ? lgraph9 w| = inf [graphﬂ w|

wewk+1

Para o calculo de

w0 -w(y) | , 2
sup ———————— vale a seguinte observagao de J. Van Neumann
YCY [x-vl
yei

(cf. Rado Eig. di Math 1933, the Plateau Problem.)

lwGo-w(y) | lw(0=-w () |
SUP i e . S ——s
XEQ Ix=yl XE3R [x=y|
yef yed

A B.S.C. implica entao que wE Lipk , & portanto segue-se

| graph, w| = inf [graphQ w|

wswk+1
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30 Passo - SejawelLip , w(y) = g(x) ¥yedq -
A fungao de t : Igraphg (w + t(w=w))| tem seu minimo local para
t=0,
(De fato, v+ t (w=w) tc]..:'.;:]“_1 para |1:] suficie’ptemente pequeno) - como a fun
gao & convexa, tem minimo absoluto para t=0 , isto &,
|graph.n v |= inf lgraphn |

weLip
w()=g(x) ¥xedl

49 Passo - (Unicidade) Se W, ew, sao duas solugoes do problema, isto e,

wl(x) -wz(x) = g(x) W¥xes , wl,wzeLip e

|graphy w.| = |graph, w,| = inf |graph, w|
7S N2 welif Q
w=g sobre 3
W, + HE
Consideremos ——— , temos pela convexidade de /1+a®

w1+w2

wl + wz // 2{
|graphy ———=| = I 1+|grad —=——=| dax <
Q

/ 2 { 2
< --é-—f 1+|grad w1| dx .+LI +|grad wy| dx = inf |graphnw|

5 welip
" a w=g em 9{}

Desde que a desigualdade nao pode ser estrita deve ter-se igualdade e portan

to, para quase todo Y € Q @

grad (w,+w,) 2 { = / 2
,/| 12 AL % e +|grad w, ()| "'—%" 1+|grad wy(x) |

2 2

= grad wl(x) = grad wz(x) para quase todo Xed .
Finalmente, desde que wl(x) = wz()() = g(x) ¥x€n =

wl(x) - wz(x) ¥xeQ .
cqd.
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Lema 2 - Sejam v,) € Li.pM , 2 aberto limitado e satisfazendo:
© [graphglp{ < [graphs2 £l ’ifeLipM » £ = ¢ sobre 30Q.
® ]g::aphQ vl < [graphn fl S ’ifeLipM , £ =1 sobre 30.
© " ¢>17y sobre 3N.

= d) v 2§ sobre O .
Prova: Consideremos as fungoes YUY e vNYy definidas por

(Puy) () = max(¥ () ,¥(x))
(e NY) (0 = minCe(X) ¥ (X))

Por @® e @ , temos
® lgraphg ¢| < |graphg(eu) |
Por @ e @ . temos

® lgraphg e| < [graphn(go ny) |

Se indicarmos com S'ZD o aberto {xeQ | o(x) < ¢(x)} , teremos

2 > 4
(0] lsraphnwwl-] V1+|grad y| dx +J Yl+|grad ¢| dx

Q -Q
) o
/ 2 / 2

]graphn(v’ﬂ‘nwlﬂj 1+|grad ¢| dy + J 1+|grad ¢| dy

Q ﬂ-ﬂo
Combinando @, @ @ ¢ , teremos

-l ral
® IAH-grad ¢| dx,I/1+|grad Y| dx
Q Q
o o

7 =) [8"~'8ph9(¢ U | = Ig'.."aphn ¢



=-17-
Indiquemos agora com ¢ a funcao ﬂ_\-’_zu_lii_ =2 ¢ LipM ’
$ = psobre 30 , logo
D) Igraphﬂ vl < |gr:a|:|1'ln |
Por outro lado, pela convexidade da fungao F(a) = :Jl-l-[a|2 definida para to-

do a eR" » temos

2 2 2
e Y1+|grad ¢(x)| 57% Yi+|grad v(x)| + -%- -4*‘Iz,v,1mcl(w.|u'.v)()()[z

)

Para quese todo ¥ ¢ 0 a desigualdade & estrita (<) se grad ¢ (x)# grad(vyuy) (x}'

Integrando @ sobre 2 , obtemos
3
© lsraphy 6] < 5 |graphg ¢ | + 7 leraphg(euv) | = |graphy v|
de @ segue-se entao
D) |graph9 Y] = Igraphn ¢| =» que em @ deve valer a igualdade pa-
Ta quase todo X £ 1 =>» :
@ grad ¢(x) = grad(eyy)(y) , p/ q. bodo x e Q .
Portanto, desde que v(x) = (vyy)(X) para XeiQ , se tem

e = (v ()  ¥xe ,
isto & e 2 W)  VxeQ .

cqd.
Corolario (J.V. Neumann) -
Seja v e 1.:'.1:5‘l » f aberto limitado e
leraphge | < |graphy, £|,, vfelip, , £ = v sobre 30
'@ e leGO-e | _ . I'F('x)--p(y) | 5
XeR Ix| X€30 [x=y| »
yefl yel -

Xy X#y
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Prova: Basta verificar que se [ .eR" - {0} , entio

(D) sup  (p(X)=v(x+2)) = max(sup (w0 =WAX*T)), sup (v =v(x*+L)
: XeR  _ X€I0_ XeQ
(x+g)ef X+CeRd X+Ledl
sejam:

n; “={xeq | x+zec} e _\Pc(x) =AY +) . Temos de ,

. |graph9 v < ]g:.'aphn £l VfaLipM , £ = ?sobre Bﬂc .
4 T
@ - Igtsph‘(_wc + Ct)l $ |gtsph £|, Vielipy , £ = vc - CC sobre 3_9:-
4 4 :
Pelo lema 2, temos entao (&) que
'T) v(X) < wc(x) + CC s 'Jxenc e, @ )s(\;s () \’C(x)) < (_:C
X+TeQ
cad

Uma consequencia do teorema 0 & a seguinte:
Teorema 2: - Se RCR" ¢ limitado, aberto, e estritamente convexo, se

geCz( R" ), entao existe Unica felip , £ = g sobre 3

Q .- "
(1) ]graphn £] < Igraphntp] ¥yelip , ¢= g sobre 3 ; £eC7(Q) T
of
- % (6'9]
(2) I = ¢ ) =0  ¥xeQ .
e My ey
1+[grad f(x)l

¥yxeof e

(%) Observemos que ¥ (¥) < 'Pc(x) +C , uma vez que

c
39c '(EQHQC)U (ancnm wistord |

impn (sﬂ(x)-vc(x)) = mas(sup (vOO-¥Wx+D)) , sup (T(I-Ax+L))) =C
€

XE3 X3 XeQ ; ¢
. X+Zel X+Ledl - ,



3§
Consideremos agora o caso geC(3R), sempre mantendo a hipdtese Q

aberto, limitado e estritamente convexo. Podemos aproximar g uniformemente so

bre 90 por meio de polinomios (Teorema de Weierstrass) 8,

Uma vez que obviamente gheCZCRn) ¥h , teremos que existe fheLip » £.%g, 82

bre 3Q verificando (1) e (2).

0 teorema provado na aula anterior implica, por outro lado, que
( ' max |£-f | = max |f,~f | = max |g -g, |
ks TR it il 8,8

portanto fh converge uniformemente sobre 3] para uma fungao faccﬁ) verificando
cbviamente f = g sobre 30 .

Um calculo simples (v. "un teorema di esistensa e unicitd..." di Mario Miran-
da - in Ann. S.N.S. Pisa-1965 - pag. 240 formula (5.6)),

Mostra que (1) implica

1A

() |graphy £ | < |graphg | + c(@) ggxlw-fhl VpeLip »

e portanto tambem:

A

(s) [graphg £1] < |graphg | + C(ﬂj max[¢~£b| wec (@)
-1t}

Se considerarmos v eC({) , ¥ = f sobre 8] teremos, usando (s), juntamente com

(s) lim inf ]gtaphQ fhl > ]graphQ E'I , Que vale
h-#
(). |graphg £| < |graphg ¢|, ¥oeC(@) , ¢ = £ sobre 3Q.

0 problema que neste ponto se coloca e saber se fec¥ (Q) .
0 seguinte teorema:
Teorema (Bombieri-De Giorgi - Miranda) (Arch-Rat. Mech. Anal: 1969)

"Se £eC(R) verifica (2) entao vale
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osc f
9]

dist(y,d0)

(o) [grad £00| < € (h) exp Cy(h) ¢ ) ¥xed s

onde Cl(n) e Cz(n) sao duas constantes dependendo apenas da dimensao n do

espago" ;
"implica que a fungao f & localmente lipschitiana sobre Q e portanto

'_O‘.)e Giorgi@) , temos que £eC"(Q).

.

E, De Giorgi: Sulla differentiabilita e 1'analiticitz delle est_r.emali‘

degli integrali multipli regolari, Mem. Acc. Sciente, Torino (1957).
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