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INTRODUGEO

O conceito de medida fuzzy introduzido por Sugeno (1974) corres-
ponde @ forma mais adequada para expressar (medir) graus de incerteza,
valores que dependem quase que exclusivamente da subjetividade de quem
estd medindo. Por exemplo, quando uma pessoa faz a avaliagido de umacasa,
ela considera muitos fatores simultaneamente: espago, cor, eguipamento,
custo, distribuigao dos aposentos, etc. - o peso de cada um desses fato-
res pode diferir de pessoa para pessoa e algumas partes de um determina-
do fator podem ser redundantes. Ainda, os pesos (valores) vdo sendo refi
nados de acordo com sua experiéncia e aprendizagem.

Do ponto de vista histdrico a preocupag3ao em medir usando a subje-
tividade humana ndo & um problema recente: Bernoulli e Lambert 3ja conhe
ciam a diferenga entre "probabilidade aleatdria™ e "probabilidade epis-
témica" - No caso da aleatdria usavam fungdes de conjuntos aditivas, lem
brando” que os fendmenos aleatdrios s3o agueles governados por um mecanis
mo randdmico, repetitivo ou frequencial. Quando os fendmenos eram descri
tos fazendo uso somente de julgamentos subjetivos usavam probabilidades
epistémicas. De qualquer forma, tanto num caso como noutro o modelo mate-
midtico empregado era o mesmo: a fun¢do de probabifidade (e isto vem des-
de o tempo de Bayes e Laplace).

Quando se pesqguisa inteligéncia artificial fica evidente gue o uso
de fungdes de probabilidades para descrever julgamentos subjetivos & ina
dequado e leva a resultados contraditdrios. Neste caso, impor que a me-
dida seja aditiva & uma condigdo muito forte e n3o & respeitada pelo tipo
de fendmeno estudado (Shortliffe: "Computer based medical consultations,
1976 ou Szolovits - Pauker: categorical and probabilistic reasoning in medi-
cine, artificial inteligence, 1978). Isto fornece a motivagdo para se

trabalhar com as med.idas duzzyil).



SHAFER: A mathematical theory of evidence, 1976, introduz a <teoria da

ev.i.dénci.a(z) para resolver problemas de julgamento subjetivos expressan-

do-os por meio de "graus de credibilidade”.

Do ponto de vista matemdtico ambas as teorias sao tratadas por meio
de fungdes de conjunto mondtonas em relagao & inclusdo, isto &, se

ACB = u(d) < u(B).

Podemos também acrescentar no rol das medidas subjetivas o trabalho de
Choquet: "Theory of capacities”, (1953) onde descreve capacidades como
fungoes de conjuntos definidas numa classe de subconjuntos compactos de
um espago topoldgico apropriado.

Cada uma dessas teorias cobre somente alguns aspectos de problema
geral e nenhuma delas estd contida nas restantes. Por exemplo, a medida
de possibilidade & uma fungao de plausibilidade e nao & uma medida fuzzy
(mas & uma capacidade). Analogamente, nem toda medida fuzzy & uma fungdo

de credibilidade e ou plausibilidade (veja Banon [1]).

2. MEDIDAS FUZZY

Seja X # ¢ um conjunto e A uma o-3algebra de subconjuntos de X.

Seja u : A+ R, , satisfazendo
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Entao, u & dita uma fuzzy medida (veja Sugeno [6]).

OBSERVAGCAO. Se m é a medida de Lebesgue definida em A e F & uma fun-
¢3o mondtona ndo decrescente (por exemplo, fungdo de distribuicao) tal
que F(0) = 0 entdo, a fungdo composta u = Fm & uma medida fuzzy.



EXEMPLO 1. Fungdo de probabilidade basica

p: 2%+ [0,1] (X finito) ‘
satisfazendo:
i) pl(¢) =0
ii) Z p(a) = 1.

ACX
EXEMPLO 2. Bel(a) = EJAP(B} mede a credibifidade total finita concen-
B

trada em A. Bel(A) deve satisfazer
i) Bel(¢) = 0

i)  Bel(X) =1
1Tp+l
iii) vn > 1, oA €Pepenua)= | I -1 Bel(Na,)
B vely 1 1ef1,2,....n} i

Tendo uma funcao de credibilidade podemos recuperar uma probabilidade ba
sica por :

pa) = T (-1)12Blgei(ay,
BCA

EXEMPLO 3. Fung¢do de PlLausibifidade
PZ(A) =1 - Bel(A) = I m(B)
BCX
ANB=¢

Satisfaz

i) PL(¢) = 0 ) PL(X) = 1
n
o

n n n nl
ii) PL( N A.) < Zrln) - I PLA; NA) + ...+ (1) PE(
i<y J i=1
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EXEMPLO 4. Medida de Sugero: £ uma medida fuzzy, satisfazendo também
5) u(Xx) =1

6) Se ANB=¢ = (AU B) = u(A) + u(B) + Au(A)u(B) ,(A>=-1).



PROPOSIGAO 1. Seja u : P(X) = [0,1] uma medida de Sugeno,
a) u & uma fungdo de credibilidade se A > 0;
b) U' € de plausibilidade se i < 0;
c) se A =0, u & denominada fungdo de credibifidade Bayesiana,

(Vide Wierzchon: Fuzzy informations and decision Processes (1982)).

EXEMPLO 5. Medida de possibifidade: wuw : P(X) - (0,1], satisfazendo:
i) ul¢) = 0;
ii) u(A) < u(B), VA,BE P(X):
111) (A U B) = u(A) v u(B).

-

A medida de possibilicfade ndo & uma medida fuzzy ! E usada para avaliagao
de diagndsticos médicos (Sanchez), em Pesquisa Operacional (Prade) e em
sensibilidade de AgOes e Decisdes (Wierzchon).

3. INTEGRAIS FUZZY

As integrais fuzzy introduzidas por Sugeno em [ 6] s3o usadas para
avaliar objetos fuzzy:

DEFINIGAO. Seja X # ¢, - £ : X~ [0,1] e u : P(X) - [0,1] wuma me-
dida fuzzy. A integral fuzzy & definida por

l hdpy = sup [ min h(x) A u(A N E)] =
A ECX x€E

= sup [aAu(ANE)] = sup [anu(F NA)] = inf [avu(F N A)]
a€[0,1] a€0,1] a€[0,1]

onde F = {x € X : h(x) 2 a}

OBSERVAGAO. Em termos de probabilidade tal integral avalia a esperanga
fuzzy (Sugeno).



EXEMPLO. Suponhamos que se gqueira avaliar um determinado objeto ¢ do
ponto de vista de um conjunto de critérios X.

f(x) & o grau de satisfagdo do gual & munido o objeto o0 se o cri-
tério x & considerado.

u(x) mede por exemplo o grau de {impoatiancia deste critério x.

Comparando as duas quantidades (no sentido do operador "min") obtemos um
valor que pode ser interpretado como o grau de concordincia entre possi-
bilidades reais (expressa em termos de f(x)) por um lado, enossas expec
tativas (expressa em termos de u) por outro lado. Desta forma, a inte-
gragdo fuzzy pode ser entendida como a procura do miaximo grau de concor-
dincia entre as duas tendéncias opostas.

O valor da integral fuzzy pode ser o "melhor valor pessimista"™ ou
o "pior valor otimista" ("na pior das hipdteses").

OBSERVACAO. As integrais fuzzy sdo mais "insensiveis" comparadas 3s in-
tegrais de Lebesgue.

-
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EXEMPLO.

J1/2 se 0<x<1l/2

f(x) - [ fdm = 1/2 (m: medida de Lebesgue)

x se I/2 7€ %<1



aAulF )

a€ 0,1l

e L ate s = sup [adAu(F )= 1/2
1 1
2

1l
2

EXEMPLO 2. A razao de mistura de cores pode ser expressa por

J h(x)du, onde
X

X : espago das cores
h(x) : densidade de cores

u : medida de densidade de cores.

4, TEOREMA DE REPRESENTAGAO PARA F-FUNCIONAIS

Nos trabalhos que temos desenvolvido juntamente com o prof. G. Greco
levamos em consideragiao um enfraguecimento da definigdo de medida fuzzy
(veja [31).

DEFINIGAO. (Medida Fuzzy). Seja X # ¢ e P(X) a familia dos subconjun
tos de X. A fungao de conjunto u : P(X) - [0,1] & uma fuzzy medida so-
bre X. Se

X} ui(¢) =0 . e p(x) =1

2) u(a) < u(B), VA,BE€ P(X) com ACB.

A integral fuzzy relativa a esta medida é dada por

Ifdu= V (e Au({e2abl= AN lavudif>al)], ve € [0,11%,
X a€[0,1] a€{0,1] i
DEFINICKO. Seja B # ¢, BC [0,11¥ e T : B ~[0,1].

Um funcional T serd dito aepresentdvef por uma fuzzy medida se
existe uma fuzzy medida u : P(X) = [0,1] tal que



T(f) = J fdy para todo £ e B,
Neste caso dizemos que u representa T.

TEOREMA 1. O conjunto das fuzzy medidas My que representam um funcio-

nal T (representdavel) tem um efemento minimo o, ¢ um elements maximo J

iy

My = [aT, al.] = {y fuzzy medidas sobre X, tais que an Y 2 ﬂT}.
DEFINICAO. Seja X# ¢ e IB C [0,l]x,- IB & um fuzzy dominio de inte-
gragdo se

Bl) 1€ M® (1 é a fung3o identicamente igual a 1, definida so-
bre X).

BZ) af € B, (fAa) €E B e (f-fAa)€E B VEEDB e a€[0,1].

B,) Se (Aa)E€EBe(g-ghalEB=g€B, Vg€ ro,u%, aeqo,11.
PROPOSIGEO. Se BB & um fuzzy dominic de integragdo entdo

£ v (g ka) €W, vi,g € B e a€f[0,1]

DEFINIGEO. Um funcional T : B = [0,1] & dito F-funcional se IB & um
dominio de integragao, 1B C lt),llx e,satisfaz as condigoes:

By)- o rEes oneaniEl s Tig); VE.g = B
'r2) T(f v a) = T(f) v a, femB e atc [0;1].

PROPOSIGRO. As condigdes T; e T, sdc equivafentes as

> T{1) = gstng “R{D) =0

3)
T,) T(€ v {g A-a)) = T(E) v [T(gy Ahal, VE,ge DB, £ <g e
F R ik S

OBSERVACAO. Se a & uma fuzzy medida e T(f) = I fda para todo
X i



£ e [0,1]x entao T & um F-funcional e T(-pA) = a(A), VA € P(X), onde

¢, @& a fungdp caracteristica de A.

A
TEOREMA 2 (Representacdo). Se T & um F-funcional sobre uma fuzzy domi-
nio de integragdo 1B, IB C [0,11x, entde T & “representavel poa uma
fuzzy medida ¢ para tode A € P(X) temos,

ap(A) =V {TAEY -2 £ < Cp

£ € B}
Bp(A) = A {T(£) : £>¢,, £€ B).

TEOREMA. Se T & um F-4uncionaf sobre 1B C [0,1]x, entdo pana tode f£
de [0,1]x, temos

v {T(q) : g

A

deaT £, g€ B}, e
X

J fdB, = A {T(g) : g
X

|v

£, g € B},

Observamos que guanto mais propriedades sao acrescentados ao funcional T

ou ao dominio IB, isto reflete sobre uT e B'I‘ 3

As demonstragdes dos resultados citados aqui e as modificagdes das
propriedades de T e IB sao encontradas em [3].
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