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Exame de Qualificacao

Equacoes Diferencinis Parciais

G- cdentre as seis. To-
o= cada wma delas.

Apeins qUatro q
2.5 (ol e meio

Escalher, para resolver,
W10

das tem o mesmo valor:

-Data:

Nome:




I-Considere i(x.r)=u,(x) solucio do problema abaixo em um dominio
% = f.l’n'{IJ'{.r]lf_:.ﬂm.l’l[u !}. yeld >0,
T

limitado e regular Q — R

A

mxNH=0 xell

”mw{é’ /)

=0.£ed)

onde I{x) = lf ), [.f}] € uma matriz simetrica. /1 x n, positiva definida, continuamente

diferenciavel.
Resolva apenas uma opgio para as duas questdes A ¢ B abaixo mas, observe:
a 2" opgioe de cada questio vale somente metade da 1° opgio !

A-Interprete este problema como um modelo matematico sob um ponto de vista geométrico
ou, biologico ou, fisico-quimico, onde

A —(1* Opgao) QcR" ,n>1

4,'/ —(2* Opgao): Q =[a.h]c R .

B-Considere agora um funcional (em geral, ndo linear) de “Enfropia”
Son]l= [{D(n-{r})ch' . definido para fungdes w: €2 — R , DQN( continuamente

L2
Diferenciaveis tantas vezes Quanto Necessario)

onde @ K — R ®0)y=0, é uma foncio estritamente comvexa (tambem DQN).
Mostre que a fungio de valor real s(+) = Sg[u, ] tem comportamento evolutivo monoténico

paraf = 0, qualquer que seja a solugio (DQN) u(x.7) =u, (x)do problema acuma. onde
B, «(1"opgao) Q< R" .n=1
B\, (2" opgio): Q=[a.B]CR .



2-Considere o seguinte problema:

(= 2

o d

—=D—u+ru . x€[0.L].1>0,
cir fiin

qu(x.0) = (x) onde r=0 D=0

w(0.4)y=0=un(L,r)

L

A-Utilizando o Método de Fourier, mostre como obter a representagdo espectral da solugio

m(x.r) =y exp(A, v, (x) . com autovalores discretos, reais. simples e ordenados
A=A < ..<4d .keN.

B-Obtenha explicitamente A (D.r. L) ¢ mosire que existe um valor L (r, D} de L . tal

que.se L = L. teremos limu(x 1) =0,



3-Considere a equaciio (0, + v Ju=-u . ve R . =0 como modelo de propagagio
de um sinal com intensidade #(x.7)= 0. que é enutido no nstante /7 = 0 na forma de um

pulso:
mx0y=H(x+1)- H{x-1), onde H é a fungio de Heaviside.

Considere que a maxima amplitude detectavel deste sinal é = . onde 0 < u<1.

A-Determine o intervalo de tempo l.T (x, LT, (x, ]l ; ['.i’ {x,)= '[}}, em que o smal e

detectado no ponto x, e R.
B-Determine a regido do espago que efetivamente recebe algum sinal em algum momento.



Questao 4 Considere a equacoo diferencial oocin

d_ J=
@H[I',t:‘ EH(.T.#J ol J',]IJ =1

a) Classifique-a quanto ao tipo: I Encontie o solugao geral e c) justifique
se 0 problema composto pela cuacao difercncial

a? i a*
—u(x, t) — 2——ul. - —ula. (l c>0 t20
el i) il it? (
satisfazendo as condicoes
gl | - 2p2, |
i) f = ﬂ‘ ! A

é bem posto.
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Questao 5 a) Encontre ut

conl Orne

2 .
2] —ulr, #) +1——u{: i)
ir?

uli. -

b) Caleule w(l,7/2)-

[1icAo Yimita

4
,'”-—_}“(ﬂﬂ}
u(l,8)

0=ulr

vk

o problema de valor no

i«::r.-—r-c.’.ﬂ{ﬂ

—qe T
s



Questao 6 Utilize a metodoloo da transforada de Laplace para resolver
a equacio diferencial parcinl

i G ¢
—=Ti .1 =l £
M2 Al #
com ¢ uma constante, 0 < . w, = 0 [ constante e satisfazendo as

condicoes

# !
wlz. U] =0=ullt) %'HI.I'. j=g=0 e r,l- .t =0 para z— o0,
[#45 H



Formulario. eventualinente, atil

e Série e Coeficientes de [oorier
fle)= E: : LI’ ap cos ko + by senkx)
1, W
B _/ flz) con o dz By j fl)sen ka de
i .

s Série de Gregory

1 1 :
1 = i oA
I |
o Transformada de Laplaoo [ Direta e Inversa)

Flaj= I/L;x{a"' Fiiield flt) f—l_ ['(._t'ﬁt F(s)ds



Exame de qualificacdo - Andlise Il - 17/8/2007

Escolha cinco dos seguinte onze itens. Dentro de cada item escolhido, dé
as definicdes pertinentes, enuncie o(s) teorema(s) e, na medida possivel,
descreva também consequéncias e aplicagoes que julgar importantes. In-
clua as demonstragbes de dois dentre os cinco itens escolhidos dos itens
1-9.

1. Designaldades envolvendo normas e inclusdes em espagos de Sobolev,
desigualdades de Poincaré e Sobolev.

2. Teoremas de compacidade: Arzela-Ascoli e Kolmogorov.

3. Propriedades da transformada de Fourier para fungoes L Ly Lo
simetrias de Fourier; os teoremas de convolugio e inversdo da transfor-
mada.

@ O teorema de Lax-Milgram.,

@ Os teoremas principais de convergéncia na teoria de integracao.

@Teoremas de Fubini e Tonelli para integracio em espago produto.

@ Os teoremas de completamento e dualidade em espagos LP.

8. O teorema de trago em H'(D) para D um dominio suave limitado e |
sua aplicagio ao problema de Cauchy Au = f em D, u= g em (D).

A construgdo de medida a partir de medida exterior. Exemplifique
sua construcao com (i) a medida de Lebesgue; (ii) a medida dm(z) = zdz
na reta.

10. Compare com detalhe as definicdes de Riemann e Lebesgue de
integrabilidade. Dé exemplos mostrando as diferengas entre as duas.

11. A definicio da derivada, convolugdo e transformada de Fourier
para distribuicoes.



Nome: RA:

PROGRAMACAO NAO LINEAR

Qualificacao - 2007
17/08/2007

. Para aproximar uma fungao g no intervalo [0, 1] por um polinémio de grau < n, minimizamos
a funcao critério

§@ = [ lo@) - pla)P da,

onde p(x) = ap + ayx + - - - + a,x". Encontre as equacoes a serem satisfeitas pelos coeficientes
otimos.

. O critério de decréscimo suficiente (condicio de Armijo) exige A € IR tal que
w(A) = flz+ M) < f(z) + AV f(2)Td = ©(0) + are'(0), (*)

com a € (0,1). Se f é uma fungao quadrética, entao o grifico de p é uma pardbola. Prove
que, se o minimizador A dessa pardbola é admissivel em (), devemos ter o € (0,1/2).

. No método de Newton é necessario que a matriz Hessiana seja definida positiva. Na pratica
devemos modificar o método quando falha esssa hipdtese. Uma idéia é tomar

MF = (V2 f(z*) + med) ™", e > 0,
d* = —-M*V f(z*).

(a) Cuais sao os valores aceitaveis para iy de modo a garantir que o método gere diregoes de
descida?

(b) Que método é esse quando pp — oo?

4. Dadas as variedades afins em IR™

S={reR" |Az=58 e U={zcR"'|Cx=d},

onde A € R™*", b e IR™, C € RP*", d € P, considere o problema de encontrar o ponto de
& mais proximo de U,

(a) Formule-o como um problema de otimizagao.

(b) Escreva suas condigbes de otimalidade de primeira e de segunda ordens.

. Resuma os aspectos positivos e negativos da familia de métodos de programacao quadraitica
seqiiencial para resolver o problema geral de programagao nao linear com restrigoes.



Exame de Qualificagdo de Andlise Numérica — 17,/08,/2007

12 Questao: (3 pontos) Considere o PVI:
'(t) = f(t,z), t>0
zi0) = =zp.

(a) Mostre que o método explicito
1 1 1
Giv1 = 5 + 56 + SR8, &) + hf (i, §ima)

é consistente e convergente.

(b) Estabeleca um método de passo varidvel e comente sobre vantagens e desvantagens de
esquemas numéricos com passo varidavel.

22 Questao: (5 pontos) Considere o esquema numérico

i )'L i i 1 i T Tl
U;FH . o E[ﬂj+1 —vig)+ z“ + J'*z}{”jﬂ - 2v7 +vi,), (1)

unde);=a§,a}ﬂ.

Ax?

(a) Mostre que se a discretizagdo é tal que b = P constante > 0, entdo o esquema é
uma aproximacao O(Az?) para equagio diferencial

uy + auy = b, (2)
qualquer que seja b.
(b) Usando von Neumann, mostre que a condigdo de estabilidade é

At
— < 1.
Az =
(¢) Em que condigbes pode-se garantir a convergéncia do método para a solugéo de (2),
qualquer que seja b?

(d) Considere agora um caso particular onde o coeficiente de difuséo é conhecido
b=a>0.
Do item (a) segue que a equagdo (1) é consistente com a equacao diferencial
Ug + Olly = Fllps. (3)

Por outro lado, sabe-se que a condigdo de estabilidade para o esquema centrado asso-
ciado a equacao (3) é
; : , At 1
am = E
QQuais as condigbes para que o método numérico seja convergente para a solugao de
(3)7



32 Questao: (2 pontos) Considere a equagio advectiva linear -
ou i aﬁ‘u
ot dz

(a) Apresente condictes adicionais que tornarao um problema bem posto. O que vocé
entende por problema bem posto?

=0 0<z<l, t=N0.

(b) Apresente métodos numéricos para o problema acima, que sejam compativeis com as
condigdes apresentadas no item (a). Comente sobre sua ordem de aproximacao.

Boa Prova !



Exame de Qualificacdo de Andlise Numérica — 17/08,/2007
12 Questao: (3 pontos) Considere o PVI:

() = flt,z), t>0
.'i.'{{]} = Xo-

(a) Mostre que o método explicito

1 1 1
Eiv1 = Ef:' + i—,ff-1 + Ehf(f-.'-‘fij + hf(tioy, &)

é consistente e convergente.

(b) Estabeleca um método de passo variavel e comente sobre vantagens e desvantagens de
esquemas numeéricos com passo variavel.

22 Questao: (5 pontos) Considere o esquema numeérico

A 1
1 1 ¥ T 2
vjt = o} - E{U;H —tp_ )+ E{l + A%) (v} — 207 + v} y), (1)
onde A=a—,a >0
f‘2
(a) Mostre que se a discretizacio é tal que b= T constante > 0, entao o esquema é

uma aproximacio Q(Az?) para equacio diferencial
Uy + atty = by, (2)
qualquer que seja b.

(b) Usando von Neumann, mostre que a condigao de estabilidade é

At
a— < 1.
Az
(c) Em que condigoes pode-se garantir a convergéncia do método para a solugio de (2},
qualquer que seja b?

(d) Considere agora um caso particular onde o coeficiente de difusao é conhecido
b=a>0
Do item (a) segue que a equacgao (1) é consistente com a equacao diferencial
U + AUy = Uz, (3)
Por outro lado, sabe-se que a condicdo de estabilidade para o esquema centrado asso-

ciado a equacéo (3) é
At 1

- < -
Axe — 2
(Juais as condigbes para que o método numérico seja convergente para a solucio de

(3)?



32 Questao: (2 pontos) Considere a equagio advectiva linear

ou du

_5?.4_“,5_3::{], 0<z<l, t>0.

(a) Apresente condigbes adicionais que tornarao um problema bem posto. O que vocé
entende por problema bem posto?

(b) Apresente métodos numéricos para o problema acima, que sejam compativeis com as
condigdes apresentadas no item (a). Comente sobre sua ordem de aproximagao.

Boa Prova |



Matrizes - Exame de Qualificagdo - 15/08/07

1. Descreva como usar reflexdes de Householder e rotagdes de Givens para
obter a decomposicio QIR

2. (a) Seja A simétrica. Mostre que f(x) = (2z'Ax)? & uma norma em
R"™ se e somente se a martiz A & positiva delinida.

(b} Fale sobre norma induzida. Motivagao e justificativa da existéncia.

3. Mostre que se A € R™*" tem posto n, entdo

[lACA*A) "t AY|s = 1.

4. Mostre que a série
T+ A+ A% ...

converge se e somente se a série abaixo converge
2
F+ B+ B

onde B & similar & matriz 4.
Sugestiao: use o fato que se (I — F)~! existe, entiao

(I-F)y'=I+F+F® ...



Exame de Qualificagao de Andilise Aplicada - Agdsto de 2007

Resolva 5 exercicios. Os dois da Parte | sdo obrigatdrios,

1 Partel

1. Seja Cla, b o espago das fungdes continuas no intervalo fechado [a, b|, com a norma
do sup. Seja a transformacio linear T : Cla, b] — Cla, b] dada por

it
(Tx)(t) = f z(s)ds, a<t<bh
L
a) Mostre que T' é nm operador limitado e caleule a norma ||T7].
b) Mostre que T nao tem autovetores.

2. Enuncie o Teorema do Ponto Fixo de Banach (TPF). Considere a Equagao Integral
de Fredholm de 2° Espécie

h
y(t) = fit) + Af K(t,s)y(s)ds,

onde K : [a,b] x [a,b] — R ¢ continua. Utilizando o TPF, encontre um intervalo de
A tal que a Equacan de Fredholm tenha wma anica solugao.

2 Parte 11

1. Defina Espaco de Banach. Seja ¢ o espago das sequencias reais convergentes para
zero, com a norma do sup. Mostre que ¢y ¢ Espago de Banach.

2. Considere o espaco E = [0, 1] das fungies continuas no intervalo [0,1], com a norma
do sup, e seja o subconjunto

|
A={zeEz(0)=0 e [ z(t)di = 1}.

V]

Mostre que A é um subconjunto fechado e convexo de E.



3. Considere o espaco de Hilbert L?[0, +0c), com o produto interno:

{z, 1) =./u me"m{t}-y{t}dt.

Uma familia ortogonal neste espago € a dos Polindmios de Laguerre. Calcule os
Polindmios de Laguerre de graus 0.1,2 e 3.

4. Seja X um Espaco de Banach e f,, : X — X, n € M contragoes, com suas constantes
de contracao k, < A < 1,¥n = 1,2,3,---. Suponha que f, — f pontualmente.
Mostre que f ¢ contracao e, se Ty, n € M e & sao os pontos fixos de f, e f, respec-
tivamente, entdo ¥, — T.

5. Defina um Espago de Hilbert real. Demonstre a Designaldade de Schwarz. Exemplifique-
a, explicitamente, em [*



