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. Sejam f: I/ CR"™ —+ R de classe C*, a € U com f'(a) =0, e H: R" -+ R a
forma quadratica Hessiana de f no ponto a, ou seja, para v € R™ HMH(v) =< Av,v >
com A = (;f;;’;—}{a}), Mostre que se H é negativa entao a é um ponto maximo local
nao-degenerado de [.

2- (Principio de Cavalieri) Sejam A e B conjuntos Jordan-mensuraveis no R*. Suponha

que os conjuntos em R?,
A, = {(z,y) e R?: (z,y,2) € A}, B, = {(z,y) e R*: (2,y,2) € B}

para z € R, também sejam Jordan-mensuraveis. Mostre que se m(A,) = m(B,) para
cada z entdao m(A) = m(B).
3-Considere o seguinte 2-cubo singular no R*: ¢: [0,1]* = R?, e(s.1) = (z(s, 1), y(s,1), z(s,1)),

x(s,t) = cosh(t), y(s,t) = senh(t)cos(rs), z(s,t) = senh(t) sen(mrs)

considere também a 2-forma diferencidvel w = z%dz A dy.

(i) Calcule d¢ e faca um esbogo de todas as faces.

(11) Obtenha uma l-forma ¢ tal que d¢ = w.

(i) Verifique o teorema de Stokes, [w = [, ¢, calculando cada um dos termos pela

definicao.
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4- Determine os pontos criticos da funcao f : R™ x R™ — R, f(x.¥) =< x,¥ >,
restrita a esfera unitaria [x|? + |y|* = 1 e mostre como dai se obtém a designaldade de

Schwarz, | < x,¥y > | £ [x||¥]|.
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5- Seja ? uma regido simplesmente conexa do plano R? (ou seja () niao tem “buracos” ).

Considere para f,g: © — R fungdes de classe C! o sistema differencial

{ #(t) = fl=z(t),y(t)),
y(t) = glz(t), y(t)). (*)

Suponha que o divergente de [, g, div(f, g) = f:+g,. € sempre positivo ou sempre negativo
em (). Mostre que o sistema (*) nao tem solugdo periodica contida em {1.

(Sugestao: Use o Teorema de Green )

- a) Seja uma funcdo continuamente diferenciavel f : R™ — R" com m > n, mostre
que f nao é injetora.
b) Seja A um conjunto Jordan-mensuravel em R" e ¢ > (), mostre que existe um

conjunto compacto ¢ Jordan-mensuravel C, C' C A, tal que [, .1 <e
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1) Seja X um conjunto infinito, com a topologia cofinita, ou seja
r={0}u{i{ c X : X —U é finito}.
Determine se:
a) X é um espago 7.
b) X ¢é Hausdorff.
¢) X é compacto.

d) X é conexo.

2) Sejam A e B os seguintes subconjuntos de R*:
A = {(z,sen(l/z)) : 0 <z <1},
B = AU{(0,y) : -1<y<1}.
a) Prove que A é conexo.

b) Prove que B é conexo.

3) Seja X um espaco topolégico normal. Sejam U; e Us dois abertos
de X tais que X = U; UL, Usando o lema de Urysohn prove que
existem funcées continuas f, fo : X — [0, 1] tais que:

e fi(z) + fa(y) = 1 para todo x € X,
o filfz)=0paratodox e X =/, e
e folr) =0 para todo x € X — Us.

4) Seja X um espaco topolégico, seja yp € R™, e seja ¥ um conjunto
yo-estrelado de R™, ou seja (1—t)yg+ty € ¥ paratodoy e Y, t € [0,1].
Dadas f,g € C(X,Y), prove que f e g sdo homotdpicas entre si.

5) Sejam X e Y espacos topologicos, com X localmente compacto
e Y Hausdorff. Seja f : X — Y uma funcdo sobrejetiva, continua e
aberta. Dado um compacto L C Y, prove que existe um compacto
K C X tal que f(K) = L.
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1) Seja X um conjunto infinito, com a topologia cofinita, ou seja
r={0}u{ld c X : X —U é finito}.
Determine se:
a) X é um espago T;.
b) X é Hausdorff.
c) X é compacto.
d) X é conexo.

2) Sejam A e B os seguintes subconjuntos de R?:
A {(z,sen(l/z)) : 0 <z <1},
B = Au{(0,y) : -1 <y<1}.

a) Prove que A é conexo.

b) Prove que B é conexo.

3) Seja X um espaco topoldgico normal. Sejam U e U, dois abertos
de X tais que X = U; UU,. Usando o lema de Urysohn prove que
existem funcgdes continuas f1, fo : X — [0,1] tais que:

e fi(z) + faly) = 1 para todo z € X,
e fifr)=0paratodor e X -, e
e fa(x) = 0 para todo z € X — Us.

4) Seja X um espaco topolégico, seja yp € R", e seja ¥ um conjunto
yo-estrelado de R", ou seja (1—1)yg+ty € ¥ paratodoy € ¥, ¢ € [0, 1].
Dadas f,g € C(X,Y), prove que f e g sio homotdpicas entre si.

5) Sejam X e Y espagos topolégicos, com X localmente compacto
e Y Hausdorff. Seja f: X — Y uma func¢io sobrejetiva, continua e
aberta. Dado um compacto L C Y, prove que existe um compacto
K c X tal que f(K)= L.
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EQM do IMECC, Analise no R", dezembro/2005

0S PONTOS 1-2-3 SAO OBRIGATORIOS
ESCOLHA EXATAMENTE DOIS (2) DOS PONTOS 4-5-6
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(1) (a) Sejam z 2 0,y =2 0ep >0, g >0 com % 4 # = 1. Mostre que

__IF-' g4
my§—+y—.
P ff

(Sugestdo: Minimize f{x,y) = 55 + % sujeito ao vinculo xzy = 1).

(b) Dado v = (v, ....,v) € B™, ponha |v|, = (E;|v;[P)/?. Use a designaldade
acima para provar que se, -+ 5 = 1 entéo, dados u,v € R™ vale a Desigualdade

de Hélder, < u,v == |uly|v],



(2) Enuncie e demonstre a forma local das submersoes.



(3) Considere o segninte 2-cubo singular no K,

e: [0,1) — R?
cls,t) = (z(s,t),y(s, 1))
x(s,t) = 5 senh(t)
y(s,t) = s cosh(t)

considere também a 2-forma diferenciavel w = dx A dy.

(i) calcule d¢ e faga um eshogo de todas as faces.
(ii) obtenha uma 1-forma ¢ tal que d¢ = w.

(iii) verifique o teorema de Stokes, [ w = [, ¢, calculando cada um dos termos

pela definigio.



(4) Mostre que o teorema de Stokes enunciado na sua forma geral, Ldo=[5 0
com o emprego de formas, implica no teorema da divergéncia de Gauss. Mostre
que a 2-forma w no &3, dada por:

_xdyAdz+ydiAdr+zdrAdy
- (22 + 32 + 22)3,-’2

& fechada mas nao & exata.



(5) Seja C C A para algum rectangulo fechado A C R". Mostre que a fungio
caracteristica yo : A — R ¢ integravel se, e somente se, a fronteira de C' tem

medida nula.



(6) Seja f = f(x,t) : R x R — R de classe C! talque f(0,0) =0 e f,(0,0) # 1
Prove que a equacao differencial,

flx (2))€ (x) + falz, &(x)) = £'(2),

temn uma tinica solucdo £ de classe C'' definida em uma pequena vizinhanga do

zero with £(0) = (.

{Sugestao: Considere a funcio H(x,t) = f(x,t) — 1)
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(2,0) Calcule a derivada da funcao determinante
det : R*" % --- x R* = R®,

Vi
det(vy,--- ,vy) = det : i eER™---,v, ER"

Vin
(2,0) Seja f : R" = R™ uma aplica¢ao de classe C''. Prove que

() - f(z) = ﬂ Pz +t{y— ) dt (y —2)

para quaisquer r,y € R".

(2,0) Seja f = f(z,t) : R"' = R uma aplicacio de classe C! tal que
f(0,0) =0e £,(0,0) # 1. Prove que a equagao f(z,%#) —t =0 define

t implicitamente como uma funcao de z (localmente). Calcule V1.

(2,0) Seja f : R™™™ — R"™ uma submersao de classe C''. Prove que f
¢ uma aplicagao aberta.

Seja f = (f1,+-- ,fa) : R™ = R"™ uma aplicacao de classe C.

a) (1,0) Calcule a diferencial exterior da forma

W=t (=1 fdh A Adf A A df

b) (1,0) Denote por J(z) = det[f'(r)] o determinante jacobiano de f
no ponto z € R". Seja D € R™ um dominio compacto com fronteira
0D suave (pode supor de classe C*). Se f(z) = 0 para todo z € 9D,
prove que [, J(z)dz = 0.



Exame de qualificacao - Topologia Geral - Agosto
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NOME:

RA:

1) Sejam X e Y espacgos topoldgicos. Dados A C X e B C Y, prove
que:

la) Ax B=Ax B.
1b) (A x B)® = A° x B°.

2) Seja {X; : i € I} uma familia de espagos topoldgicos. Seja
A; C X, paracadaie [

2a) Prove que (IlierA;) = e  A;.
2b) Prove que (I1;e;A;)° C I1,ep47.
2c) Exiba um exemplo onde (IT;c;A,)° # I, A7

3) Seja O(2) o conjunto de todas as matrizes reais 4 = (2” 212)
21 2
tais que det(A) = £1. Considere O(2) como subespaco de R*.
3a) Prove que a fungio O(2) 3 A — det(A) € R é continua.

3b) Prove que O(2) é desconexo.

4) Sejam X e y espagos topoldgicos, com Y Hausdorff. Sejam f :
X >3Yeg:Y — X fungbes continuas tais que go f(z) = z para todo
T € X.

a) Prove que X é Hausdorff.

b) Prove que f(X) é fechado em Y.

5) Seja X um espaco topoldgico, e seja C um subconjunto de X que
é conexo, aberto e fechado. Prove que ' é uma componente conexa de

X



EXAME DE QUALIFICACAO
Algebra hinear
Dezembro, 2005

Resolver 5 exercicios

1. Seja T:B* — B? uma transformacao linear dada por T(i) = i —j e
T{j) =i+ 3j.
a) Escrever a matriz de T, 4, na base (canonica) i, j de R?.

b} Encontrar a forma de Jordan de T e a respectiva base de Jordan.
c¢) Calcular a matriz A'%°.

2. a) Seja A € M,(C) uma matriz nilpotente. Quais as raizes caracteristicas
de A7

b) Se A, B € M,(C), mostrar que o trago de AB — B4 ¢é igual a 0.

¢} Seja A € My(R) uma matriz cujos autovalores sio 1 + /=1, 2 — /=1,
3— /=1, e 4 —/—1. Demonstre que det A = 40 — 10,/—1.

d) Mostrar que o espaco vetorial My, () sobre os complexos ndo possui base
que consiste de matrizes nilpotentes.

3. Responder falsa ou verdadeira a cada uma das afirmagoes abaixo. Jus-
tificar as suas respostas.

a) Se A € M,(C) e A* = I, para algum k. A forma canénica de Jordan de
i
0

b) Se V é um espaco vetorial com dimV = n < oo e T é um operador linear
em V', entdo ker T'MimT = 0.

) Todo operador linear T em ®? possui subespago invariante V # 0, B3,

d) Seja flX) o polindmio caracteristico de uma matriz A € M,(C}). Se
Fi0) #£ 0, entao det 4 # 0.

e) Sabendo-se que a uma matriz A € M, (C) e sua inversa A~' tém todos os
coeficientes niimeros inteiros, podemos dizer que det A = det A~!7

A pode conter bloco coma€Cea® =17

4, Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre B com produto interno
( , }. Mostre que para todo subespago W de V temos V = W @ W, onde
Wt ={veV]|{v,w) =10, para todo w € W}, ¢ o complemento ortogonal de
W.

f. Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre .

a) Definir produto interno (também chamado de produto escalar) em V.

c) Dado um operador linear T: V' — V' Em que condigdes podemos dizer que
exite uma base ortonormal de V' na qual a matriz de T' é diagonal?.

d) Definir o dual ¥ de V' e determinar sua dimensio em funcio da dimensao
de V.

6. Seja A € M, (T) uma matriz, e seja p = p(A) o posto de A. Denotamos
por p* = p(A”) onde A* ¢ a adjunta de A. (Recordamos que AA* = A"4 =
{det A}I,.) Calcular p* em funcio de p.



EXAME DE QUALIFICACAO
Algebra linear
Dezembro, 2005

Resolver 5 exercicios

1. Seja T:B? — B* uma transformacio linear dada por T(i) = i —j e
T(j) =i+ 3j.

a) Escrever a matriz de T, A, na base (canonica) 4, j de R?.
b} Encontrar a forma de Jordan de T e a respectiva base de Jordan.
c) Calcular a matriz A'™™".

2. a) Seja A € M (T) uma matriz nilpotente. Quais as raizes caracteristicas
de A7

b} Se A, B € M, (T}, mostrar que o trage de AB — B4 & igual a 0.

) Seja A € My(R) uma matriz cujos autovalores sao 1 + /=1, 2 — /=1,
3—+v—1, e 4 —/=1. Demonstre que det A = 40 — 10v/—1.

d) Mostrar que o espago vetorial My, (C) sobre os complexos ndo possui base
que consiste de matrizes nilpotentes.

3. Responder falsa ou verdadeira a cada uma das afirmagoes abaixo. Jus-
tificar as suas respostas.

a) Se A € M,(C) e A* = I, para algum k. A forma canénica de Jordan de
e
0

b} Se V¥ é um espago vetorial com dim V' = n < oo e 7' é um operador linear
em V', entao ker T NimT = 0.

¢) Todo operador linear T' em R? possui subespago invariante V # 0, B®.

d) Seja f{X) o polinomio caracteristico de uma matriz A € M,(T). Se
F(0) # 0, entao det A # 0.

) Sabendo-se que a uma matriz A € M, (C) e sua inversa A~! tem todos os
coeficientes nimeros inteiros, podemos dizer que det 4 = det A~17

A pode conter bloco coma€Cea® =17

4. Seja V' um espago vetorial de dimenséo finita sobre B com produto interno
{ , }. Mostre que para todo subespago W de V temos V = W & W', onde
Wi ={veV|{r,w)=0, para todo w € W}, ¢ o complemento ortogonal de
W.

5. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre C.

a) Definir produto interno (também chamado de produto escalar) em V.

¢} Dado um operador linear TV — V' Em que condigoes podemos dizer que
exite uma base ortonormal de V' na qual a matriz de T é diagonal?.

d) Definir o dual V de V e determinar sua dimensdo em fungio da dimensao
de V.

6. Seja A € My (C) uma matriz, e seja p = p(A) o posto de A. Denotamos
por p* = p(A*) onde A* é a adjunta de A. [{Recordamos que AA®™ = A4 =
{det A}[,.}) Calcular p* em fungao de p.



Exame Qualificagio - Algebra Linear - 03/08/2005
1. Dado o espago vetorial C* sobre os complexos seja T : C* — C° o operador
T(z,y,z) = (az + bz, ay + cz,az),

onde a, b e ¢ s30 nimeros complexos.

(a) Encontrar a matriz de T na base candnica.

(b) Achar uma base de Jordan (em funcio de a, b, ) para T, e a matriz de T' em relagao a base
de Jordan.

2. Dada a forma quadritica ¢ : R* =+ R definida por ¢(z,y) := 2z* — y* + 32y econtre uma
base ortonormal { €1, €2 } e escalares a e b tais que para todo vetor do R*, (z,y) = ae; + fe, se
tenha ¢(z,y) = aa® + b3%.

3. Responder falsa ou verdadeira a cada uma das perguntas abaixo. (Respostas sem a devida
justificativa ndo serao consideradas.)

a)SedimV =nentao V@V = M,.

b) Se T' é um operador ortogonal em R", entdo existe uma base ortonormal, que consiste de
autovetores de T

¢) Todo subespago préprio de um espago V' de dimensdo n é uma intersegao finita de subespacos
de dimensio n — 1.

d) A matriz de um operador T de um espago vetorial V' em relagio a uma base C é igual a
matriz, tomada em relagio a mesma base, da bilinear B(u,v) = (u,T(v)}, onde { , } é um produto
escalar sobre V.

e) Os autovetores de um operador invertivel T coincidem com os autovetores de T71.

f) Seja J = J(A, k) um bloco de Jordan k x k com A na diagonal principal (e 1 na diagonal
acima da principal). Entdo a forma canénica de Jordan de J? consiste de um bloco de Jordan.

g) Seja T: C* — C" um operador linear tal que T% = [ para algum k > 1, entdo na forma
candnica de Jordan de T' hd bloco k x k.

4. Seja T: BR™® —+ RB™ uma transformacio linear.

a) Mostrar que T' é uma involugio (isto é T? = T') se e somente se B® é uma soma direta de
subespagos Vp e V) tais que T'|y, = Id, onde Id é a transformacao identidade, e T'|y, = —Id.

b) Mostrar que existe uma base de B" que consiste de autovetores de T.

¢} Demonstre que T é normal se e somente se Vj & ortogonal a V.

d) Sejam Ty, Ty, ..., Ty involucdes, distintas duas a duas, em R™ tais que T;T; = T;T; para
quaisquer i e j. Mostrar que k < 2",

Boa Prova



